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ВСТУПЛЕНИЕ 

 

Актуальность темы. Теория определителей матриц с некоммутирую-

щими элементами, их еще называют некоммутативными определителями, 

уже на протяжении нескольких столетий приковывает к себе внимание ма-

тематиков. Хронология работ, в которых вводится новое понятие некомму-

тативного определителя, начинается еще от работы А. Кэли 1845 года и 

продолжается и до сих пор. Наиболее известное определение некоммута-

тивного определителя, а именно определителя квадратной матрицы над те-

лом, принадлежит Ж. Дьедонне, который его значение предложил рассмат-

ривать не в самом теле, а в присоединенном к нему объекте – факторе по 

коммутанту. Такого же рода определение было введено Э. Стаде для квад-

ратных матриц над телом кватернионов, а также обобщалось Й. С. Пони-

зовским, который рассматривал определитель квадратной матрицы над 

произвольным кольцом, а в качестве присоединенного объекта - произ-

вольную коммутативную полугруппу. 

Кардинально другое определение некоммутативного определителя не-

давно было предложено И. М. Гельфандом и В. С. Ретахом, которые квад-

ратной матрице n -го порядка над телом сопоставляют матрицу ее квазиде-

терминантов того же порядка. Таким образом, вместо одного определителя 

они вводят 2n  квазидетерминантов, перенося из коммутативного случая не 

самое понятия определителя, а его отношение к минорам порядка 1−n .  

Третий способ определения некоммутативного определителя – рассмат-

ривать его подобно коммутативному случаю, как альтернированную сумму 

мономов от элементов матрицы, фиксируя дополнительно порядок элемен-

тов в этих мономах. Наиболее основательно и успешно этот способ был 

разработан в роботах Э. Г. Мура и Ф. Д. Дайсона, но только для определен-

ного класса матриц - а именно эрмитовых матриц над телом. Определенное 
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обобщение такого определителя для произвольных квадратных матриц над 

телом кватернионов осуществил Л. Чен.  

В то же время ни один из до сих пор введенных некоммутативных оп-

ределителей не обобщает в полном объеме, в смысле сохранения всех 

свойств и применений, определитель комплексной матрицы. Более того, 

некоторые вопросы из теории матриц над некоммутативным кольцом до 

сих пор остаются открытыми, хотя аналогичные задачи находят своё реше-

ние посредством определителя в коммутативном случае. Так до сих пор 

нерешенными оставались такие актуальные проблемы линейной алгебры 

над телом, как аналитическое представление классической присоединенной 

матрицы и, как следствие, обобщение правила Крамера для систем линей-

ных уравнений над телом. Разработке этих вопросов посвящена данная 

диссертационная работа. 

Актуальность исследований, которые проводятся в линейной алгебре 

над телом (в частности, телом кватернионов), возрастает еще и вследствие 

нужд теоретической физики, особенно в контексте квантовой механики и 

теории поля, что отображено в роботах [41, 59, 65, 70, 75] С. Адлера Ф. 

Гурси, С. Де Лео, П. Ротелли, Д. Финкельштейна и других. С появлением 

суперсимметричных теорий и квантовых групп [44] возникла насущная не-

обходимость рассматривать матрицы, которые содержат антикоммути-

рующие или вообще некоммутативные элементы. Поэтому рассмотрение 

определителей таких матриц является важным обобщением понятия опре-

делителя. Все это и обуславливает актуальность и выбор темы диссертаци-

онного исследования. 

 

Связь работы с научными программами, планами, темами. Резуль-

таты диссертации получены в рамках выполнения госбюджетной темы Ин-

ститута прикладных проблем механики и математики им. Я. С. Пидстрыга-
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ча НАН Украины: ”Развитие диференциально-геометрических и аналити-

ческих методов исследования инвариантных уравнений математической и 

теоретической физики” (номер госрегистрации 0101U000451). 

 

Цель и задачи исследования. Целью диссертации являются определе-

ния и исследование свойств столбцовых и строчных определителей квад-

ратных матриц над телом с инволюцией, которые бы обобщали определи-

тель Э. Г. Мура, введенный для эрмитовых матриц; установление критерия 

обратимости квадратных матриц над телом в рамках построенной теории 

определителей и детерминантное представление обратной матрицы над те-

лом через аналог классической присоединенной матрицы; обобщение пра-

вила Крамера для левых и правых систем линейных уравнений над телом с 

инволюцией, которое является ассоциативной композиционной нерасщеп-

ляемой алгеброй над своим центром - полем нулевой характеристики. 

Для достижения этой цели осуществляется постановка и решения сле-

дующих задач: 

• дать определения и исследовать свойства строчных и столбцовых оп-

ределителей квадратных матриц над телом с инволюцией, которое 

является ассоциативной композиционной нерасщепляемой алгеброй 

над полем нулевой характеристики; 

• в рамках теории столбцовых и строчных определителей дать опреде-

ление определителя эрмитовой матрицы, который совпадает с опре-

делителем Мура, и исследовать его свойства выраженные через 

столбцовые и строчные определители; 

• аналитически представить обратную к эрмитовой матрице над телом 

с инволюцией через классическую присоединенную; 
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• получить определение в рамках теории столбцовых и строчных опре-

делителей и исследовать свойства двойного определителя квадратной 

матрицы над телом с инволюцией; 

• получить детерминантное представление обратной матрицы через 

аналог классической присоединенной для произвольной обратимой 

квадратной матрицы над телом с инволюцией; 

• аналитически представить решения правой и левой систем линейных 

уравнений над телом, как обобщения правила Крамера. 

Объектом исследования являются матрицы над телом, которое является 

ассоциативной композиционной алгеброй с делением над своим центром – 

полем нулевой характеристики. 

Предметом исследования являются некоммутативные определители квад-

ратных матриц над телом с инволюцией. 

Методы исследования: методы теории некоммутативных колец и алгебр, 

теории матриц над телом. 

 

Научная новизна полученных результатов. Научная новизна работы 

заключается в таких основных положениях: 

1. Введены понятия и разработана теория новых матричных функцио-

налов, - столбцовых и строчных определителей квадратных матриц 

над телом, которое является ассоциативной композиционной нерас-

щепляемой алгеброй над своим центром - полем нулевой характери-

стики. 

2. В рамках теории столбцовых и строчных определителей введено по-

нятие определителя эрмитовой матрицы, который совпадает с опре-

делителем Мура, а также двойного определителя квадратной матри-

цы над телом с инволюцией. Показано, что множество всех столбцо-

вых и строчных определителей является полным и естественным 
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обобщением определителя Мура для произвольной квадратной мат-

рицы над телом. Двойной определитель представлен как определи-

тель, который удовлетворяет как аксиомы некоммутативного опре-

делителя, так и свойство Лапласа разложения определителя по лю-

бому столбцу или строке матрицы. 

3. Получено детерминантное представление обратной матрицы через 

классическую присоединенную для обратимой эрмитовой матрицы 

над телом с инволюцией.  

4. Получено детерминантное представление обратной матрицы для 

произвольной обратимой квадратной матрицы над телом с инволю-

цией через аналог классической присоединенной.  

5. Решения правых и левых систем линейных уравнений над телом 

изображено как обобщение правила Крамера. 

 

Личный взнос соискателя. Все результаты диссертации получены ав-

тором самостоятельно. 

 

Практическое значение полученных результатов. Результаты дис-

сертации имеют теоретический характер. Их можно использовать в даль-

нейших научных исследованиях алгебры матриц с некоммутирующими 

элементами, а также в исследованиях, которые применяют некоммутатив-

ные определители, в частности, в областях теоретической физики и кванто-

вой механики.  

 

Апробация результатов диссертации. Основные результаты, полу-

ченные в диссертационной работе, докладывались и обсуждались на: Меж-

дународной конференции из алгебры в Украине (г. Львов, 2003; г. Одесса, 

2005; г. Каменец-Подольский, 2007), Международной научной конферен-
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ции им. академика М. Кравчука (г. Киев, 1994, 2002, 2004, 2006), Междуна-

родной математической конференции им. В. Я. Скоробагатька (г. Дрого-

быч, 2004, 2007), International Conference on Matrix Analysis and Applications 

(Dec. 14-16, 2003, Nova Southeastern University, Fort Lauderdale, Florida, 

USA), Международной алгебраической конференции посвященной 250-

летию Московского государственного университета (г. Москва, Россия, 

2004), Международной алгебраической конференции посвященной 100-

летию со дня рождения П.Г.Конторовича и 70-летию Л.Н.Шеврина (г. Ека-

теринбург, Россия, 2005), III Всеукраинской научной конференции “Нели-

нейные проблемы анализа” (г. Ивано-Франковск, 2003), Международной 

школе-семинаре “Цепные дроби, их обобщение и применение” (п.г.т. 

Верхнее Синевидное Львовской обл., 1994; г. Ужгород, 2002), заседаниях 

семинара им. В. Я. Скоробагатька Института прикладных проблем механи-

ки и математики им. Я. С. Пидстрыгача НАН Украины (г. Львов, 2001-

2008), заседаниях общеинститутского математического семинара Институ-

та прикладных проблем механики и математики им. Я. С. Пидстрыгача 

НАН Украины (г. Львов, 2005, 2008), заседаниях Львовского городского 

научного семинара из алгебры (г. Львов, 2001, 2004), заседании семинара 

из алгебры Киевского национального университета им. Т.Г.Шевченко (г. 

Киев, 2004).  

 

Публикации. Результаты, которые включены в диссертацию, достаточно 

полно изложены в 17 публикациях, в том числе в шести статьях в профес-

сиональных научных изданиях из перечня, утвержденного ВАК Украины и 

одиннадцати тезисах международных и всеукраинских конференций.  
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РАЗДЕЛ 1 

  ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ. 

ТЕОРИЯ НЕКОММУТАТИВНЫХ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ 

                                                                                                                            

                                                                                                                           

Вопросы детерминантного представления обратной матрицы 

над телом через аналог классической присоединенной матрицы и, 

как следствие, решение систем линейных уравнений над телом по 

правилу Крамера и до сих пор остаются открытыми [45, 50, 51, 56, 

95]. Ключевым в решении этой задачи является определение не-

коммутативного определителя, т.е. определителя квадратной мат-

рицы с некоммутирующими элементами, и в этом плане историче-

ски сложилось несколько подходов. 

 

1.1. Аксиомы некоммутативного определителя 

 

Первый способ - это определение некоммутативного определителя, как 

образа отображения, которое удовлетворяет необходимую для определения 

и достаточную группу с трех аксиом, которая в современной литературе 

является общепризнанной [37, 45, 51, 56].  

Обозначим через K),M( n  кольцо квадратных матриц n -го порядка над 

кольцом K .  

Определение 1.1.1. Пусть функционал ( ) KK,M:d →n  удовлетворяет 

следующим аксиомам. 

Аксиома 1. (Вырожденность.) ( ) 0=Ad  тогда и только тогда, когда A  

вырожденная (необратимая) матрица. 

Аксиома 2. (Мультипликативность.) ( ) ( ) ( )BABA ddd ⋅=⋅ . 
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Аксиома 3. (Инвариантность.) Если матрица A~  получается из квад-

ратной матрицы A  через добавление к ее произвольной строке, умно-

женной слева на элемент кольца, ее другую строку, или через добавле-

ние к ее произвольному столбцу, умноженному справа на элемент коль-

ца, ее другой столбец, тогда AA det~det = . 

Тогда значение функционала ( ) Kd ∈A  называется определителем квад-

ратной матрицы A  n -го порядка над кольцом K .  

Обозначим через I  - единичную матрицу, ijE  - матрицу на пересечении 

i -й строки и j -го столбца которой находится 1, а все другие элементы яв-

ляются нулями. Тогда матрица ijij bb EIP ⋅+=)(  при ji ≠  отличается от 

единичной элементом K∈b , который находится на пересечении i -й стро-

ки и j -го столбца для всех nji ,, 1= . 

Вместо аксиомы 3 также используют [45] эквивалентную ей следую-

щую аксиому. 

Аксиома 3'. Для произвольного элемента K∈b  и для всех nji ,, 1=  та-

ких, что ji ≠ , имеем равенство ( ) 1=)(d bijP . 

Определение 1.1.2. Группа всех невырожденных (обратимых) квадрат-

ных матриц порядка n  над кольцом K  называется полной линейной группой 

и обозначается ( )K,GL n . Матрицы )( bijP  (для всех ji ≠  и всех K∈b ) по-

рождают подгруппу ( )K,SL n , которая называется унимодулярной группой, 

а ее элементы называют унимодулярными матрицами. 

Имеет место теорема. 

Теорема 1.1.1. [45] Пусть d  удовлетворяет аксиомы 1, 2, 3, тогда об-

раз ( )( )K,Md n  является коммутативным подмножеством K . 

Как уже вытекает из этой теоремы только посредством определителя, 

который удовлетворяет аксиомы 1, 2, 3, невозможно аналитически пред-
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ставить классическую присоединенную матрицу [ ]AAdj  для произвольной 

обратимой матрицы ( )K,GL n∈A  над кольцом K . Поскольку, с одной сто-

роны элементы матрицы [ ]AAdj  за определением классической присоеди-

нённой являются алгебраическими дополнениями, т.е. определителями со-

ответствующих подматриц матрицы, а это за теоремой 1.1.1 означает, что 

они принадлежат коммутативному подмножеству кольца K . А с другой - 

элементы присоединенной матрицы для произвольной матрицы 

( )K,GL n∈A  в общем являются произвольными элементами кольца.  

Рассмотрим аксиому аддитивности детерминантного отображения от-

носительно ее произвольной строки: 

Аксиома 3*. Пусть для квадратных матриц ( )ija=A , ( )ijb=B , 

( )ijc=C , где { } ( )K,M,, n⊂CBA , существует индекс { }nIr n ,,K1=∈  та-

кой, что: 

ijijij cba == , когда ri ≠  

rjrjrj cba =+ , для всех nj ,1= , 

тогда ( ) ( ) ( )CBA ddd =+ . 

Имеет место теорема, которую доказал Фримен Дайсон. 

Теорема 1.1.2. [49] Пусть K  кольцо с единицей и без делителей нуля. 

Если на матричном кольце ( )K,M n  с 1>n  существует отображение d , 

которые удовлетворяет аксиомы 1, 2, 3*, тогда K  является коммута-

тивным кольцом. 

Учитывая этот факт, - то, что над кольцом не существует детерминант-

ного отображения, которое бы удовлетворяло аксиомы 1, 2, 3*, он предло-

жил считать аксиому 1 необходимой и ключевой для определения неком-

мутативного определителя. 
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1.1.1. Определитель Э. Стаде. Одним из наиболее известных 

примеров определителя, как образа отображения, которое удовле-

творяет аксиомы 1, 2, 3, есть определитель Стаде. Он ввел его (в 

работе [86]) для квадратных матриц над телом кватернионов H . 

Его идея заключалась в том, чтобы квадратную матрицу n -го по-

рядка над телом кватернионов трансформировать в комплексную 

квадратную матрицу порядка n2 . 

Произвольную квадратную матрицу H),M( n∈M  можно однозначно 

подать в виде: BAM ⋅+= j , где { } C),M(, n⊂BA , а C  - поле комплексных 

чисел. 

 Определение 1.1.3. Определим гомоморфизм 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

=⋅+ϕ=ϕ
AB
BABAM j)( , тогда ( )MM ϕ= CdetSdet :  - определитель 

Стаде для квадратной матрицы M  над телом кватернионов H , где A  - 

матрица, элементы которой сопряжены с соответствующими элементами 

матрицы A . 

Кроме того, вводится иньективний гомоморфизм ( ) ( )RMCM ,2, : nn →φ  

из кольца комплексных квадратных матриц n -го порядка в кольцо дейст-

вительных квадратных матриц порядка n2 : 

 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=+φ
CD
DC

DC i , 

Имеет место теорема. 

Теорема 1.1.3. [86, 45] Для произвольной комплексной матрицы N  име-

ем 

( ) 02 ≥=φ NN CR detdet , 
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и для произвольной матрицы M  над телом кватернионов: 

 

( ) ( )( ) 0≥ϕφ=ϕ MM RC detdet . 

 

1.1.2. Определитель Ж. Дьедонне. Другой не менее известный пример 

детерминантного функционала, который удовлетворяет аксиомы 1, 2 и 3 

был введён Жаном Дьедонне. Он рассматривал [55] его для квадратных 

матриц над произвольным телом S . 

Имеет место теорема. 

Теорема 1.1.4.[1, 55] Произвольная обратимая матрица ( )S,GL n∈∀A  

может быть изображена в виде ( ) BDA ⋅= x , где  

 

( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

x

x

K

KKKK

K

K

00

010
001

D , ( )S,SL n∈B . 

 

Следующая теорема утверждает, что ( )S,SL n  является коммутантом 

группы ( )S,GL n : 

Теорема 1.1.5.[1, 45, 55] ( ) ( ) ( )[ ]S,GL,S,GLS,SL nnn = . 

Теорема 1.1.6. [1,45, 55] Пусть { }0−=∗ SS  - мультипликативная груп-

па тела S . Тогда  

( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

x

x

K

KKKK

K

K

00

010
001

D  
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является коммутатором в группе ( )S,GL n , т.е., ( ) ( )S,SL nx ∈D  тогда и 

только тогда, когда x  является коммутатором в ∗S . 

В разложении ( ) BDA ⋅= x  ни x , ни B  не являются однозначными, но 

произвольному элементу S∈x  однозначно ставится в соответствие его ка-

нонический образ ][ ∗∗ S,Sx  фактор-группы ][ ∗∗∗ S,S/S  по коммутативной 

подгруппе ][ ∗∗ S,S  тела S . Это было использовано Дьедоннe в его работе 

[55]. Его целью было показать, как определитель можно выразить в терми-

нах теории групп. 

Теорема 1.1.7. [1, 45, 55] Для произвольного тела S  существует изо-

морфизм: 

( ) ( ) ( )[ ] ][ ∗∗∗→ S,S/SS,GL,S,GL/S,GL nnn . 

 

Из этой основной теоремы Дьедоннe вытекает его определение определи-

теля: 

( )( ) ][: ∗∗=⋅= S,Sdetdet xx BDA .  

 

Если HS ≡  - тело кватернионов, тогда, определив гомоморфизм 

+
∗∗∗ →ω RH,H/H ][ : : 

( ) xx =ω ∗∗ ][ H,H , 

 

получим ( ) xx =ω= ∗∗ ][: H,HDdet A  - нормализованный определитель 

Дьедонне. Здесь x  - евклидовая норма в теле кватернионов H . 

Дьедонне показал [55], что произвольный детерминантный функционал 

d , который удовлетворяет аксиомы 1, 2, 3 определения 1.1.1, имеет вид 
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( ) MM rDdetd = , где R∈r  - действительное число, и для произвольной 

матрицы ( )H,GL n∈M , в частности, MM 2DdetSdet = . 

Из других свойств определителя Дьедонне отметим то, что этот 

определитель, как функция от некоторой строки матрицы, не явля-

ется линейным. Обозначим эту функцию через ( ).D ia , где .ia  - i -я 

строка матрицы ( )S,M n∈A , тогда справедливой является теорема: 

Теорема 1.1.8. [1, 45, 55] ( ) ( ) ( ).... DDD iiii aaaa ′+⊂′+ . 

В случае ( )H,M n∈A  получим неравенство треугольника: 

( ) ( ) ( ).... DDD iiii aaaa ′+≤′+ . 

Нужно отметить, что определитель Дьедоннe имеет широкое 

применение в теории матриц над телом, что отображено во многих 

роботах, в частности [46, 47, 57, 61, 66, 74, 82, 83]. 

1.1.3. Представление обратной матрицы Й.С. Понизовским. В рабо-

те [37] Й. С. Понизовский, обобщая подход предложенный Дьйодонне 

квадратной матрице над кольцом K  гомоморфно ставит в соответствие 

элемент некоторой коммутативной подгруппы, который и называет опре-

делителем. Построенный таким образом определитель, как и определитель 

Дьедонне, является корректно определённым, поскольку полностью удов-

летворяет аксиомы 1, 2, 3 некоммутативного определителя. И в то же вре-

мя, как делает замечание сам автор „такие свойства обычных определите-

лей как разложение по минорам строки или столбца при нашем определе-

нии определителя не имеют содержания [37, стр. 4]“. Собственно, из этого, 

очевидно, следует невозможность введения понятия алгебраического до-

полнения элемента матрицы и, как следствие, невозможность построения 

присоединенной матрицы в рамках только этой теории определителей. 

Й.С.Понизовским получено следующее аналитическое представление об-

ратной матрицы:  



 17

( )111 −−− ϕ= DD MM . 

 

Здесь D  - точное неособенное представление кольца K  над полем P  сте-

пени d , M  - матрица порядка n  над K , DM  - матрица порядка nd  над P , 

которая получается с M  заменой каждого элемента матрицей, отвечающей 

ему в представлении D  и ( ) DD MM =ϕ . Если представление D  - точное и 

неособенное, то отображение ndn PKD →ϕ :  является изоморфизмом, 

здесь nK  - кольцо квадратных матриц порядка n  над K , ndP  - кольцо 

квадратных матриц порядка nd  над полем P . При этом представление D  

называют неособенным, если оно содержит обратимые матрицы. И как ука-

зывает автор „если задана конкретная матрица M  над K  и фактически за-

дано точное представление D  над полем P , то можно фактически вычис-

лить 1−M  [37, стр. 11]“. Но, очевидно, что такое аналитическое представ-

ление обратной матрицы не представляет собой именно детерминантное 

представление обратной матрицы через классическую присоединенную. 

 

1.2. Квазидетерминанты Гельфанда-Ретаха 

 

Второй способ определения определителя матрицы над телом – это рас-

сматривать его как определенную рациональную функцию от элементов 

матрицы. Таким способом строили свои определители А. Гейтинг [63] и А. 

Р. Ричардсон [84]. Но наибольшего успеха здесь достигли И. М. Гельфанд и 

В. С. Ретах. В своих роботах [4, 5, 64], они утверждают, что ”вопрос об оп-

ределении единого детерминанта квадратной матрицы в общей некоммута-

тивной ситуации не имеет смысла, если рассматривать детерминанты со 

значениями в кольце [4, стр. 5]” и квадратной матрице n -го порядка над 

телом вместо одного определителя ставят в соответствие 2n  построенных 
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ими квазидетерминантов, перенося из коммутативного случая не само по-

нятия определителя, а его отношение к минорам порядка 1−n . 

Пусть nI , nJ  - упорядоченные множества индексов из n  элементов. 

Пусть ( )ija=A , nIi∈ , nJj∈ , - матрица формальных некоммутативных 

элементов ija . Индукцией по n  определяются 2n  рациональных выраже-

ний pqA , nIp∈ , nJq∈ , которые называются квазидетерминантами по-

рядка pq .  

Для ,1=n  т.е., для одноэлементной матрицы ( )ija=A , определяется 

единое выражение ijij a=A . Предположив, что определены квазидетерми-

нанты всех матриц порядков меньше, чем n , определяются квазидетерми-

нанты матрицы ( )ija=A , когда nIi∈ , nJj∈ : 

∑
≠
≠

−
⋅⋅−=

qj
pi

iqij
pq

pjpqpq aaa
1

AA ,                    (1.1) 

где pqA  - матрица, которую получим из матрицы A , вычеркнув ее строку 

p  и столбец q .  

Показано, что для квадратных матриц над телом квазидетерминант 

pqA  может быть определён и в случае, когда не определены некоторые из 

квазидетерминантов матрицы pqA . Для матриц над телом справедлива 

следующая теорема. 

Теорема 1.2.1. [5] Пусть ( )ija=A  матрица над телом. Квазидетерми-

нант pqA  определен, если определен и отличается от нуля хотя бы один 

из квазидетерминантов матрицы pqA . В этом случае в формуле (1.1) 
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суммирование проводится по всем парам ( )ji , , pi ≠ , qj ≠ , для которых 

квазидетерминант 
ij

pqA  определен и отличается от нуля. 

Если элементы ija  коммутируют, то ( ) pq
qp

pq A
AA

det
det+−= 1 . 

И. М. Гельфанд и В. С. Ретах демонстрируют широкий спектр свойств и 

применений квазидетерминантов, призывая при этом не бояться их не по-

линомиальной, а “лорановской” зависимости от элементов матрицы. Рас-

смотрим те их результаты, которые относятся к обратимости матриц и ре-

шений систем линейных уравнений над телом. Имеют место теоремы. 

Теорема 1.2.2. [5] Пусть определен квазидетерминант ijA  матрицы 

A . Следующие условия, равносильны: 

1) 0=ijA , 

2) i -я строка матрицы A  является левой линейной комбинаци-

ей других строк этой матрицы; 

3) j -й столбец матрицы A  является правой линейной комбина-

цией других столбцов этой матрицы. 

Теорема 1.2.3. [4] 1) Обратная матрица 1−= AB  существует 

тогда и только тогда, когда 

а) если квазидетерминант ijA , ( )nji ,, 1= , определен, тогда 

0≠ijA ; 

б) для каждого “строчного“ индекса p  найдётся q  такое, что квази-

детерминант pqA  определен; 

в) для каждого “столбцового“ индекса s  найдётся индекс r  такой, 

что квазидетерминант rsA  определен. 
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2) Если определена обратная матрица ( )

nnijb
×

=B , тогда для всех 

nji ,,1K=,  элемент ijb  равняется 1−
ijA , если квазидетерминант ijA  оп-

ределен, и нулю в противном случае. 

Эта теорема раскрывает предложенный И. М. Гельфандом и В. С. Рета-

хом метод построения обратной матрицы над телом. Поскольку введенные 

квазидетерминанты также не удовлетворяют свойство Лапласа разложения 

по любой строке или столбцу, то очевидно, что для представления обрат-

ной матрицы в этом случае используется иная структура, чем присоеди-

ненная матрица.  

Рассматривается [5] левая система линейных уравнений над телом: 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=++

.

,

111

11111

nnnnn

nn

xаxа

xаxа

ξ

ξ

K

K

K

 

 

Из теоремы 1.2.3 вытекает, что ее решение задается формулой: 

∑
=

−=
n

j
jjiix

1

1ξA . 

 

Приводится и другой вариант решения этой системы - правило 

Крамера для квазидетерминантов.  

Теорема 1.2.4.[5] Пусть ( )ξlA  - матрица, которая получается 

из матрицы A  заменой l -го столбца на столбец ( )Tnξξ= ,,K1ξ . То-

гда  

( ) ijjjij x ξAA = . 

При этом правая часть не зависит от выбора j . 
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1.3. Определитель как альтернированная сумма мономов от 

элементов матрицы 

 

“Классический” способ определения определителя, как альтернирован-

ной суммы мономов от элементов матрицы взятых по одному с каждой 

строки и столбца, является наиболее очевидным. Но для матриц с неком-

мутирующими элементами при попытке его введения возникает проблема 

порядка элементов в каждом из мономов. Для многих математиков этот не-

достаток канонического определения стал признаком того, что такой спо-

соб непригоден в общей некоммутативной ситуации. Конечно, что при ис-

пользовании этого метода были свои недостатки, но есть и весомые дости-

жения. 

1.3.1. Определитель А. Кэли. В 1845 году, через два года после откры-

тия Гамильтоном кватернионов, Артур Кэли впервые таким способом дал 

[48] определение определителя матрицы над телом кватернионов. Он вы-

брал для него разложение по первому столбцу. Если обозначить его Cdet , 

тогда 

1221
22

11 baba
ba
ba

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛Cdet  

и 

( ) ( ) ( )122131331223321

333

222

111
сbсbaсbсbaсbсba

сba
сba
сba

−+−−−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
Cdet . 

 

Но насколько корректным является такое определение? Кэли отметил, 

что если два строки 22×  матрицы одинаковые, то 

0=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ abab
ba
ba

Cdet . 
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Однако, когда одинаковы два столбца такой матрицы, то 

baab
bb
aa

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛Cdet , и, вследствие некоммутативности, определитель в 

общем не равняется нулю. Все же эта причина не оттолкнула, ни Кэли, ни 

других его последователей от исследования этого определителя, впрочем, 

без успеха в сфере его применений. Более того, как показано в работе [45] 

определитель Кэли не удовлетворяет ни одной из указанных выше аксиом. 

1.3.2. Определитель Э. Г. Мура. Наиболее удачного построения опре-

делителя по этому принципу достиг Э. Г. Мур. Он заметил, что можно дос-

тичь успеха в каноническом определении определителя матриц с некомму-

тирующими элементами, когда применить его для определенного класса 

матриц, а именно для эрмитовых. Это открытие он сделал в работе [77], 

которая была длительное время забыта и результаты, которой позднее 

обобщил и изложил в более современной терминологии известный физик и 

математик Ф. Д. Дайсон [56], заметив важность применения определителя 

Мура в теоретической физике. 

Определение 1.3.1. Пусть K  является кольцом с инволюцией ∗→ qq , 

это означает, что оператор ∗  удовлетворяет условие ( ) qq =
∗∗  для всех 

K∈q . Элемент ∗= qq , K∈q , называется скаляром кольца. K  является 

кольцом с коммутирующими скалярами, если каждый скаляр коммутирует 

со всеми элементами в кольце K . 

Множество скаляров образует подкольцо KP ⊂ . 

Определение 1.3.2. Говорят, что кольцо K  владеет свойством скаляр-

ного произведения, если скалярное произведение ( ) ∗∗+= qrqrrq ,  является 

симметричным, что означает: ( ) ( )qrrq ,, = . 
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Определение определителя Мура вводится не только для эрмитовых 

матриц над кольцом K  с коммутирующими скалярами и свойством ска-

лярного произведения, но и для почти эрмитовых (самосопряжённых) мат-

риц. 

Определение 1.3.3. Матрица ( )ija=A  над кольцом K  с коммутирую-

щими скалярами и свойством скалярного произведения называется почти 

эрмитовой, если существует такой индекс nIk∈ , что ∗= ijji aa , когда ki ≠  и 

kj ≠ . 

Определение 1.3.4. Пусть nIk∈  удовлетворяет определение 1.3.3. Ин-

дукцией по n  почти эрмитовой матрице ( ) nnija
×

=A  над кольцом K  с 

коммутирующими скалярами и свойством скалярного произведения ста-

вится в соответствие выражение, AMdet , которое называется определите-

лем Мура: 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>→ε

=

= ∑
=

n

j
kjkj njka

na

1

11

1)(

1,

,MdetMdet AA               (1.2) 

 

Здесь 
⎩
⎨
⎧

≠−
=

=ε
jkесли

jkесли
kj ,

,
1

1
, а через ( ))( jk →A  обозначена матрица, кото-

рая получается из матрицы A , сначала заменив ее j -й столбец ее k -м 

столбцом, а потом вычеркнув k -ю строку и k -й столбец. 

Другое определение определителя Мура для эрмитовой матрицы экви-

валентное определению 1.3.4 приводится [45] в терминах подстановок. 

Определение 1.3.5. Пусть ( ) nnija
×

=A  - матрица над кольцом K  с ком-

мутирующими скалярами и свойством скалярного произведения. Опреде-

лителем эрмитовой матрицы называется выражение 
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1212122222111111211 rrrlrrl
n

l nnnnnnnn
S

nnnn aaaaaa KKKK∑
∈σ

σ=AMdet , 

 

где nS  - симметричная группа на множестве { }nIn ,,1K= , nS∈σ  - подста-

новка n -й степени, σ  - знак ее чётности. Циклическое представление под-

становки σ  в нормальной форме имеет вид: 

 

( )( ) ( )
rrlrll nnnnnn KKKK 1221111 21

=σ , 

 

где iji nn <1  для всех 1>j  при этом 12111 rnnn >>> K . 

Имеют место теоремы: 

Теорема 1.3.1. [56] Пусть K  - кольцо с коммутирующими скалярами и 

свойством скалярного произведения и пусть A  - эрмитовая матрица с 

элементами из K . Тогда значение AMdet , определенное равенством (1.2) 

независимо от k , а также AMdet  является скаляром. 

Теорема 1.3.2. [56] Если A  - почти эрмитовая матрица над кольцом 

K  и имеет две одинаковые строки или столбца, тогда 0=AMdet . 

Из этих теорем Дайсон доказывает выполнение аксиом 1 и 3* для опре-

делителя Мура и аксиомы 2 при определенных строгих ограничениях на 

исходное кольцо K . В своей работе он также приводит перечень нерешен-

ных проблем, связанных с определителем Мура, в частности следующие: 

1) Какая зависимость между определителями Мура и Дьедонне? 

2) Каким наиболее естественным путём можно обобщить определение 

определителя Мура для матриц, которые не являются самосопря-

жёнными? 
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Первый из приведённых вопросов на данное время уже нашёл свое ре-

шение. Что касается второй проблемы, то полный и обоснованный ответ на 

него является целью данной работы. Другой попыткой удовлетворительно-

го ответа на этот вопрос является определитель Лонгхуан Чена.  

1.3.3. Определитель Л. Чена. Для произвольной квадратной матрицы 

A  над телом кватернионов H  Л. Чен определил [49, 50] определитель сле-

дующим образом: 

 

( ) rlrt
n

sss nkknnjjn
S

niiiiiin aaaaaaaa KKKK 2222113221∑
∈σ

−
σε== AAdet , 

( )( ) ( )lrts kkknjjjniiin KKKK 32322321=σ , 

lrts kkknjjjniiin ,,,;;,,,;,,, KKKK 32322321 >>> , 

121 ≥>>>= rnnnn K , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) rnlts −−++−+− −=−= 11 111 Kσε . 

 

Следует отметить, что его определитель нарушает предостережение 

Дайсона - не удовлетворяет ключевую аксиому 1. Но для эрмитовой матри-

цы A  его определитель, как и определитель Мура, является скаляром, 

Rdet ∈A , где R  - поле действительных чисел. Кроме того, для произволь-

ной кватернионовой матрицы A  вводится понятие двойного определителя, 

который обозначается A . 

Определение 1.3.4. Для произвольной матрицы mn×∈HA , AAA ∗≡  

называется ее двойным определителем. 

Здесь через mn×H  обозначается множество mn× -матриц над телом 

кватернионов H . Имеют место теоремы, которые раскрывают свойства 

двойного определителя: 
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Теорема 1.3.4. [50] Для произвольной nn×∈HA  имеем ∗= AA . 

Теорема 1.3.5. [50] Для произвольных { } nn×∈H,BA ,  

 

BAAB ⋅= . 

 

Теорема 1.3.6. [50] Для произвольной mn×∈HA  имеем 0≥A . 

Установлено необходимое и достаточное условие правой линейной не-

зависимости столбцов произвольной матрицы над телом кватернионов. 

Теорема 1.3.7. [50] Если ( ) mnm ×∈= H,, αα K1A , тогда необходимым и 

достаточным условием правой линейной независимости вектор-столбцов 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

ni

i

i
a

a
M
1

α , ( )ni ,1=∀ , матрицы A  есть 0≠A . 

Имеет место также теорема, которая раскрывает предложенный Ченом 

метод построения обратной матрицы. 

Теорема 1.3.8. [50] Необходимым и достаточным условием оборотно-

сти квадратной матрицы ( )mαα ,,K1=A  над телом кватернионов явля-

ется то, чтобы ее двойной определитель 0≠A . Тогда существует об-

ратная матрица ( )jkb=−1A , где jkb  задаются формулами: 

 

kjjkb ω
A
1

= , ( )nkj ,,,, K21= , 

( ) ( )jnjnjknjnjkj ααααααδαααααω 11111111 −+−
∗

−+−= KKKKdet . 
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где iα  - i -й столбец матрицы A , kδ  - n -мерный столбец с единицей в k -й 

строке и нолем во всех других. 

Поскольку, свойство разложения Лапласа по любой строке или столбцу 

определителем Чена, за исключением n -й строки, также не выполняется, то 

и матрицу, которая используется для аналитического изображения обрат-

ной, нельзя определить как некоторый аналог присоединенной.  

В работе [49] Чен также получает решение правой системы линейных 

уравнений над телом кватернионов, который он называет крамеровским. 

Теорема 1.3.9. [49] Для правой системы линейных уравнений 

∑ = β=αn
j jj x1  над телом кватернионов, если двойной определитель его 

матрицы коэффициентов 0≠A , существует единое решение 

 

jjx DA 1−= , 

где 

( )jnjnj

n

j

n

j

j αααααα

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β

α

α

α

α

α

= −+−

∗

∗
−

∗
+

∗

∗
−

∗

1111

1

1

1

1

KK

M

detD . 

 

Здесь iα  - i -й столбец матрицы A , ∗αi  - i -я строка матрицы ∗A  для всех 

ni ,1= , ∗β  - n - мерная вектор-строка сопряжённая к вектор-столбцу β  

свободных элементов. 
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1.4. Выводы 

 

1 В первом подразделе рассматривается определение некоммутативно-

го определителя через необходимую и достаточную группу аксиом. 

Приводятся примеры определителей, которые удовлетворяют эти ак-

сиомы, а именно определители Стаде и Дьедоннe. Приведено пред-

ставление обратной матрицы для оборотной квадратной матрицы 

над кольцом, представленное Й. С. Понизовским в рамках теории 

определителя Дьедоннe. 

2 Во втором подразделе вводятся определение и рассматриваются ос-

новные свойства квазидетерминантов Гельфанда-Ретаха. Рассматри-

ваются полученные в рамках теории квазидетерминантов представ-

ление обратной матрицы и аналог правила Крамера для левой систе-

мы линейных уравнений над телом. 

3 В третьем подразделе рассматриваются некоммутативные определи-

тели, определённые подобно коммутативному случаю, как альтерни-

рованная сумма произведений элементов матрицы, но фиксируя 

предварительно порядок элементов, а именно определители Кэли, 

Мура и Чена. Приводится проблема Дайсона, о полном и естествен-

ном обобщении для произвольных квадратных матриц над телом оп-

ределителя Мура, введенного для эрмитовых матриц. Подается де-

терминантное представление обратной матрицы и аналог правила 

Крамера для систем линейных уравнений над телом кватернионов, 

полученные посредством определителя Чена. 

4 Поскольку, ни один из представленных в этом разделе определите-

лей не удовлетворяет свойство разложения Лапласа по любой строке 

или столбцу матрицы, то и определить алгебраическое дополнение 

элемента матрицы, а отсюда, и получить аналитическое представле-
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ние классической присоединенной матрицы над некоммутативным 

кольцом в рамках теории любого из определённых выше определи-

телей невозможно. 

5 Чтобы получить детерминантное представление обратной матрицы 

над телом через аналог классической присоединенной матрицы, не-

обходимо построить такой некоммутативный определитель, кото-

рый, с одной стороны, удовлетворял бы свойство разложения по лю-

бой строке или столбцу матрицы и в то же время, как детерминант-

ное отображение, удовлетворял бы аксиомы 1, 2, 3 определения 

1.1.1. 
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РАЗДЕЛ 2 

ТЕОРИЯ СТОЛБЦОВЫХ И СТРОЧНЫХ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ  

НАД ТЕЛОМ С ИНВОЛЮЦИЕЙ 

 

 

2.1. Определение основного тела 

Определение 2.1.1. Отображение ∗  кольца K  в себя называется ин-

волюцией, если ( ) ∗∗∗ +=+ yxyx , ( ) ∗∗∗ ⋅=⋅ xyyx , ( ) xx =
∗∗ .  

Пусть F  - произвольное поле, A  - векторное пространство ненуле-

вой размерности над F .   

Определение 2.1.2. Отображение FAA:f →×  называется билиней-

ной формой, если для произвольных A,,, ∈′′ yyxx  и F∈α  выполняются 

следующие условия: 

1) ( ) ( ) ( )yxyxyxx ,f,f,f ′+=′+ ; 

2) ( ) ( ) ( )yxyxyyx ′+=′+ ,f,f,f ; 

3) ( ) ( ) ( )yxyxyx ,f,f,f α=α=α . 

Определение 2.1.3. Билинейная форма FAA:f →×  называется 

симметричной, если ( ) ( )xyyx ,f,f =  для произвольных A, ∈yx . 

Определение 2.1.4. Симметричная билинейная форма FAA:f →×  

называется невырожденной, если из того, что ( ) 0=xa ,f  для произволь-

ного A∈a  следует, что 0=a , и вырожденной в противном случае.  

Определение 2.1.5. Отображение FA:n →  называется квадратич-

ной формой, если  

1) ( ) ( )xx nn 2λ=λ , где A∈x , F∈λ  

2) функция ( ) ( ) ( ) ( )yxyxyx nnn,f −−+=  является билинейной фор-

мой на A . 
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Определение 2.1.6. Квадратичная форма ( )xn  называется невырож-

денной, если невырождена соответствующая ей симметричная билиней-

ная форма, и вырожденной в противном случае. 

Определение 2.1.7. Алгебра A  с единицей 1 над полем F  характе-

ристики, которая не равняется 2, называется композиционной, если на 

векторном пространстве A  определена невырожденная квадратичная 

форма FAn →:)(x , которая удовлетворяет следующие два условий.  

1) Она индуктирует невырожденную симметричную билинейную 

форму ( ) ( ) ( ) ( )yxyxyx nnn,n −−+=: , т.е. определяет изомор-

физм ( )FA,A~A FHom=→ ∨ , где ( )FA,FHom  - группа гомо-

морфизмов из A  в F .   

2) Квадратичная форма )(xn  допускает композицию 

( ) ( ) ( )yxyx nnn =⋅ . 

Определение 2.1.8. F -алгебра A  с единицей 1 называется квадра-

тичной над F , если каждый элемент A∈x  удовлетворяет равенство 

 

( ) ( ) 02 =+− xxxx nt                                         (2.1) 

 

где ( )xt  - линейная форма на A  со значением в поле F . Если F∉x , то 

равенство (2.1) однозначно определяет формы ( )xt  и ( )xn . При F∈α  

положим по определению ( ) αα 2=t , ( ) 2αα =n . Элементы ( )xn  и ( )xt  
называют, соответственно, нормой и следом элемента x .  

Утверждение 2.1.1. [7, 35] Линейное отображение кольца A  

( ) xxxx −=→ t  является инволюцией, которая оставляет неподвиж-

ными элементы поля F . 

 При этом элемент A∈x  будем называть сопряжённым к элементу 

A∈x .  
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Определение 2.1.9. Алгебра A  называется альтернативной, если 

для произвольных yx ,  со A  справедливы равенства ( )xyxyx =2 , 

( )xyxyx =2 . 

Утверждение 2.1.2. [7, 58] Произвольная композиционная алгебра A  

альтернативная и квадратичная. 

Правильными являются и обратные утверждения.  

Утверждение 2.1.3. [7, 58] Если A  - альтернативная F -алгебра с 

единицей 1 и инволюцией xx →   такой, что ( ) Ft ∈x  и ( ) Fn ∈x , то 

квадратичная форма ( )xn  удовлетворяет равенство (2.1).  

Утверждение 2.1.4. [7, 58] Пусть A  простая квадратичная альтер-

нативная F -алгебра, которая содержит хотя бы три элемента. Тогда 

или A  - композиционная алгебра, или A  - некоторое поле характери-

стики 2.   

Определение 2.1.10. Композиционная алгебра A  называется расще-

пляемой, если в ней выполняется одно из следующих эквивалентных ус-

ловий: 

1) ( ) 0=xn  для некоторого 0≠x  из A ; 

2) 0=xy  для некоторых 0≠x  и 0≠y  из A ; 

3) A  содержит нетривиальный идемпотент, т.е., такой элемент 

10,≠e , который ee =2 . 

Поскольку, ассоциативная алгебра является альтернативной, то оче-

видным следствием утверждений 2.1.3, 2.1.4 и определения 2.1.10 есть 

следующее утверждение. 

Утверждение 2.1.5. Пусть тело S  как ассоциативная алгебра с делени-

ем над своим центром F  - полем нулевой характеристики владеет ин-

волюцией xx →  такой, что Ft ∈)(x  и Fn ∈)(x  для всех S∈x , тогда S  

является нерасщепляемой композиционной алгеброй. 

Главной в теории композиционных алгебр является теорема Гурвица. 
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Теорема 2.1.1. (Гурвица) Конечномерная композиционная алгебра 

имеет размерности 1, 2, 4 или 8 над полем F . 

Для описания всех композиционных алгебр воспользуемся процес-

сом Кели-Диксона. Пусть A  - алгебра над полем F  с единицей 1 и ин-

волюцией aa →  такой, что F∈+ aa , F∈⋅ aa  для произвольного 

A∈a . Зафиксируем F∈α , 0≠α , и определим на векторном простран-

стве AA⊕  операцию умножения: 

 

( ) ( ) ( )234124314321 aaaaaaaaaaaa +α+=⋅ ,,, . 

 

Полученную алгебру ( )αA,  называют алгеброй, которая получается 

из алгебры A  с помощью процесса Кели – Диксона. Очевидно, что A  

изоморфно вкладывается в ( )αA,  и ( ) AdimA,dim 2=α . Пусть ( )10,=v , 

тогда α=2v  и ( )α,A = AA v⊕ . Для произвольного элемента 

( )α∈+= ,21 Avaax  положим 21 vaax −= . Тогда F∈+ xx  и F∈⋅ xx , и 

отображение xx →  являются инволюцией алгебры ( )αA, , которая про-

должает инволюцию aa →  алгебры A . Если квадратичная форма 

aaa ⋅=)(n  невырожденная на A , то квадратичная форма xxx ⋅=)(n  не-

вырожденная на ( )αA, ; при этом форма xxx ⋅=)(n  допускает компози-

цию тогда и только тогда, когда A  ассоциативная. 

Таким образом, получим [7, 35, 36, 58, 67, 68, 90] следующие приме-

ры композиционных алгебр над полем F : 

1. F  - поле характеристики, которая не равняется 2.  

2. ( ) ( )α=α F,C , 0≠α . Если многочлен α−2x  неприводимый над F , 

тогда ( )αC  - поле; в противоположном случае ( ) FF~C ×=α . 

3. ( ) ( )( )βα=βα ,C,H , 0≠β  - алгебре обобщенных кватернионов. Эта ал-

гебра ассоциативная, но некоммутативная.  
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4. ( ) ),,(),,( γβα=γβα HО , 0≠γ  - алгебре Кели - Диксона. Эта алгебра 

уже неассоциативная, поэтому на ней индуктивный процесс построе-

ния композиционных алгебр завершается.  

Поскольку, в дальнейшем всюду в работе алгебра A  рассматривает-

ся как тело S  с инволюцией, а его центр FSZ =)(  - поле нулевой ха-

рактеристики, то вследствие утверждения 2.1.5 получим следующие 

примеры композиционных алгебр. 

1. Поле F .  

2. ( ) ( )α=α F,C , 0≠α , - алгебра, которая получается из алгебры F  с 

помощью процесса Кели – Диксона, при условии, что многочлен 

α−2x  неприводимый над F . Тогда ( )αC  - поле.  

3.  ( ) ( )( )βα=βα ,C,H , - алгебра обобщенных кватернионов или как 

принято в англоязычной литературе кватернионовая алгебра (the 

quaternion algebra), при условии, что 0≠β , 0≠α  берутся такими, 

чтобы выполнялось условие ее нерасщепляемости. Эта алгебра ассо-

циативная, но некоммутативная. Будем обозначать ее ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

F
, . 

В общем, рассматриваемую F -алгебру S  можно определить как ал-

гебру образованную генераторами i  та j , которые связанны соотноше-

ниями: 

α=2i , β=2j , αβ−== kij . 

 

И эта алгебра есть множество всех возможных выражений вида 

 

kxjxixxx 3210 +++=  , 

 

где { } F,,, ⊂3210 xxxx . 
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Если 0=β=α , тогда 1=SdimF  и в каноническом базисе пространст-

ва S , которое в этом случае совпадает с полем F , форма ( ) 2
0xx =n . Если 

0≠α  и 0=β , тогда 2=SdimF  и норма ( )xn  в пространстве ( )α≅ CS  

принимает вид ( ) 2
1

2
0 xxx α−=n . Если 0≠α  и 0≠β , тогда 4=SdimF  и 

норма ( )xn  в пространстве ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

≅
F
,S , которое в этом случае является 

кватернионовой алгеброй, принимает вид   

 

( ) ( ) ( ) 2
3

2
2

2
1

2
0

2
3

2
2

2
1

2
0 xxxxxxxxx αβ+β−α−=α−β−α−=n . 

 

Таким образом, единственным примером некоммутативной ассоциа-

тивной композиционной алгебры, которая рассматривается в работе, яв-

ляется кватернионовая алгебра (the quaternion algebra) с учетом условия 

ее нерасщепляемости. С другой стороны подтверждением этому есть 

следующая теорема. 

Теорема 2.1.2. [72] Кватернионовая алгебра является телом тогда 

и только, тогда когда ее квадратичная форма, - норма 

F
F
,n →⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα:)(x , является невырожденной. 

Определение 2.1.11. Две квадратичные формы FV: →11q  и 

FV: →22q  будем называть изометрическими, если существует изо-

морфизм 21 VV: →γ  такой, что ( )( ) ( )xqxq 12 =γ  для всех 1V∈x . Отобра-

жение γ  называется изометрией. 

Теорема 2.1.3. [72] Кватернионовые алгебры ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

F
,  и ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β′α′

F
,  явля-

ются изоморфными тогда и только тогда, когда нормы в этих алгеб-

рах являются изометрическими квадратичными формами. 
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В зависимости от выбора поля F  и элементов α  и β  на множестве 

всех кватернионовых алгебр являются возможными два случая [42, 43, 

53, 71, 72, 87, 91, 92]: 

1. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

F
,  есть алгеброй с делением. 

2. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

F
,  является изоморфной F2M , алгебре всех 22×  матриц над 

полем F . В этом случае кватернионовая алгебра расщепляемая. 

Рассмотрим некоторые примеры [72] кватернионовых алгебр в зави-

симости от выбора поля F . 

1. Пусть C  - поле комплексных чисел. Тогда ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

C
,  является 

изоморфной C2M  для всех ненулевых C, ∈βα . Таким обра-

зом, алгебра ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

C
,  - всегда расщепляемая. 

2. Пусть R  - поле действительных чисел. Алгебра ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

R
,  являет-

ся изоморфной телу кватернионов H , когда 0<α  и 0<β . 

Иначе ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

R
,  - расщепляемая. 

3. Пусть nF  - конечное поле, которое содержит n  элементов. Ал-

гебра ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ βα

nF
,  является всегда расщепляемой. 

4. Пусть Q  - поле рациональных чисел. Существует бесконечно 

много неизоморфных кватернионовых алгебр ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ βα
Q
, . При ус-

ловии 0<α  и 0<β , (но не только), эти алгебры являются те-

лами. 
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5. Пусть pQ  - поле p -адических чисел, где p  простое число. Для 

каждого простого числа p  существует единственная кватер-

нионовая алгебра ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ βα

pQ
, , но только в случае 2=p  эта алгебра 

является алгеброй с делением. 

6. Пусть K  - поле алгебраических чисел. Существует бесконечно 

много неизоморфных кватернионовых алгебр над полем K . 

Среди них есть как расщепляемые алгебры, так и алгебры с де-

лением. 

Все полученные результаты диссертационной работы, кроме теоре-

мы 3.5.2, являются справедливыми для всех обозначенных нерасщеп-

ляемых кватернионовых алгебр ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

F
, . В теореме 3.5.2 требуется, чтобы 

поле F  было максимальным упорядоченным полем. Поэтому, в частно-

сти, эта теорема не выполняется для ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ βα
Q
, , поскольку поле рациональ-

ных чисел Q  вместе со своим произвольным элементом в общем не со-

держит и его квадратный корень.   

 

2.2. Определение строчных и столбцовых определителей 

 

Определение 2.2.1. Пусть nS  - симметричная группа на множестве 

},...,2,1{ nIn = . Будем говорить, что подстановка nS∈σ  записана прямым 

произведением независимых циклов, если ее запись в обычной двухряд-

ной форме отвечает ее разложению в независимые циклы, т.е.,  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=σ

132212322111312

212222111211 21

rrr

rlrrll
nnnnnnnnn
nnnnnnnnn

r

KKKK

KKKK
 

(2.2) 

 

Определение 2.2.2. Будем говорить, что представление подстановки 

nS∈σ  произведением независимых циклов является упорядоченным 

слева, если элементы, которые замыкают каждый из ее независимых 

циклов, записываются первыми слева в каждом из циклов. Это означает, 

что когда запись подстановки σ  прямым произведением независимых 

циклов имеет вид (2.2), то ее упорядоченное слева разложение в незави-

симые циклы записывается в виде 

 

( )( ) ( )rrlrrll nnnnnnnnn KKKK 212222111211 21=σ . 

 

Определение 2.2.3. Будем говорить, что представление подстановки 

nS∈σ  произведением независимых циклов является упорядоченным 

справа, если элементы, которые замыкают каждый из ее независимых 

циклов, записываются первыми справа в каждом из циклов, соответст-

венно. Это означает, что когда запись подстановки σ  прямым произве-

дением независимых циклов имеет вид (2.2), то ее упорядоченное справа 

разложение в независимые циклы записывается в виде 

 

( )( ) ( )122122211112 21 rrlrll nnnnnnnnn rKKKK=σ . 

 

 Определение 2.2.4. Строчным определителем по i -й строке квад-

ратной матрицы ( ) nnija
×

=A  над телом S , (обозначим его Airdet  для 

произвольного ni ,1= ), будем называть альтернированную сумма !n  мо-

номов, - всех возможных произведений элементов матрицы A  взятых по 
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одному с каждой строки и столбца, и упорядоченных таким образом, что 

подстановка nS∈σ  индексов элементов каждого монома в обычной 

форме записана прямым произведением независимых циклов. И если 

подстановка чётная, то моном берется со знаком “плюс”, а если нечётная 

- то с “минус”. Таким образом, 

 

( )
rkrlrkrkrklk

n
kkk iiiiii

S
iiii

rn
i aaaaa

++++∑
∈σ

−−= KKK 1111111
1Ardet .   

 

Здесь nS  - симметричная группа на множестве { }nI n ,,2,1 K=  и упорядо-

ченная слева нормальная форма подстановки σ  имеет вид 

 

( )( ) ( )rrrr lkkklkkklkkk iiiiiiiiii ++++++=σ KKKK 111 22221111 .      (2.3) 

 

При этом первый слева цикл начинает слева индексом i , а все следую-

щие независимые циклы удовлетворяют условие: 

 

rkkk iii <<< K32 , skk tt ii +< , ,.                       (2.4) 

 

для всех rt ,2=  и tls ,1= . 

Определение 2.2.5. Пусть jiR  - сумма, которую получим, вынося из 

( )!1−n  соответствующих мономов строчного определителя Airdet  мат-

рицы )( S,M n∈A  общий множитель jia , размещенный в каждом из них 

первым слева, и будем называть ее правым алгебраическим дополнением 

элемента jia . Тогда 

∑
=

⋅=
n

j
jijii Ra

1
Ardet         (2.5) 
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Будем использовать следующие обозначения. Пусть jiA  - подматри-

ца матрицы A , которую получим, вычеркнув ее i -ю строку и j -й стол-

бец. Обозначим через j.a  - j -й столбец, а через .ia  - i -ю строку матри-

цы A . И пусть ( )bA j.  - матрица, которую получим из матрицы A  заме-

ной ее j -го столбца столбцом b , а ( )bA .i  - матрица, которую получим из 

матрицы A , заменив ее i -ю строку строкой b .  

В следующей лемме строчный определитель Airdet  для всех ni ,1=  

разлагается по элементам i -й строки, кроме того вычисление строчного 

определителя квадратной матрицы n -го порядка над телом S  сводится к 

вычислению строчного определителя матрицы на порядок ниже. 

Лемма 2.2.1. Пусть jiR  - правое алгебраическое дополнение элемен-

та jia  матрицы )( S,M n∈A , тогда  

 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠−
=

,,rdet

,,rdet ..

jiесли

jiесли
R

ii
k

i
ii
jj

ji
A

aA
  

   

где матрица ( )i
ii
j .. aA  получается с A  последовательным применением 

замены ее j -го столбца i -м и вычёркивания i -х строки и столбца, 

{ }}{\ iIk nmin= . 

Доказательство. Докажем сначала, что ii
iiR Akrdet= , где 

{ }}{\ iIk nmin= .  

Если 1=i , тогда nn RaRaRa 11121211111 ⋅++⋅+⋅= KArdet . Рассмот-

рим те мономы определителя A1rdet , которые начинаются слева мно-

жителем 11a , а именно 

=⋅ 1111 Ra  
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( )
rkrlrkrkrklk

n
k iiiii

S
i

rn aaaaa
+++

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ∑
∈σ

− KKK
1222 22111

~
 

 

где ( )( ) ( )rrrr lkkklkk iiiii +++=σ KKK 122221~  - подстановка из r  незави-

симых циклов для всех nr ,2= . Вынося общий множитель 11a  слева по 

знак суммы, получим 

=⋅ 1111 Ra  

( ) ( )
rkrlrkrkrklk

n
k iiiii

S
i

rn aaaaa
+++

−

∑
∈σ

−−−−⋅= KKK
122

11
2 22

11
11 1

~
, 

 

где ( ) ( )rrrr lkkklkk iiiii +++= KKK 11 2222σ~  - подстановки из 1−r  независи-

мых циклов. Здесь 1−nS  симметричная группа на множестве }1{\nI . 

Количество множителей в каждом мономе суммы и количество незави-

симых циклов уменьшились на единицу. Поскольку каждый моном на-

чинается из элемента второй строки и среди его множителей отсутству-

ют элементы первой строки и первого столбца матрицы A , то 

 

( ) ( ) 11
222

11
122

11
2

1 Ardet
~

=−
+++

−

∑
∈σ

−−−
rkrlrkrkrklk

n
k iiiii

S
i

rn aaaa KKK . 

 

Итак, 
11

211 Ardet=R .       (2.6) 

 

Пусть теперь 1≠i , тогда 

 

niniiiiii RaRaRa ⋅++⋅+⋅= K2211Ardet .            (2.7) 
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Рассмотрим те мономы определителя Airdet , которые начинаются 

слева множителем iia . 

 

=⋅ iiii Ra ( )
rkrlrkrkrklk

n
k iiiii

S
iii

rn aaaaa
+++

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−∑
∈σ

− KKK
( 1222 111 , 

 

где ( )( ) ( )
rrrr lkkklkk iiiiii +++= KKK

(
1222

1σ  - подстановки из r  независимых 

циклов для всех nr ,2= .  

Снова вынося общий множитель iia  слева по знак суммы, получим 

 

=⋅ iiii Ra ( ) ( )
rkrlrkrkrklk

n
k iiiii

S
i

rn
ii aaaaa

+++
−

∑
∈

−−−−⋅ KKK
(( 122

11
2 11

111
σ

, 

 

где ( ) ( )
rrrr lkkklkk iiiii +++= KKK

(
11 222

1σ  - подстановки из 1−r  незави-

симых циклов. Здесь 1−nS
(

 - симметричная группа на множестве }{\ iIn . 

Количество множителей в каждом мономе суммы и количество незави-

симых циклов снова уменьшились на единицу. Каждый из мономов на-

чинается из элемента первой строки, а среди его множителей отсутст-

вуют элементы i -го строки и i -го столбца матрицы A , поэтому 

 

( ) ( ) ii
iiiii

S
i

rn
rkrlrkrkrklk

n
k

aaaa A111
11

122
11

2
1 rdet=−

+++
−

∑
∈

−−− KKK
((σ

. 

 

Итак, 
ii

iiR A1rdet= .    (2.8) 
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Объединив выражения (2.6) и (2.8), получим ii
kiiR Ardet= , где 

{ }}{\ iIk nmin= . 

Пусть теперь ji ≠ . Докажем, что ( )iii
jjijR ..rdet aA−= . Рассмотрим те 

мономы определителя Airdet  в формуле (2.7), которые начинаются сле-

ва множителем jia , где {}iIj n \∈ . 

 

=⋅ jiji Ra  

( ) =⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−
+++∑

∈σ

−
rkrlrkrkrklk

n
k iiiiii

S
ijji

rn aaaaa KKK
1111

1  

( )
rkrlrkrkrklk

n
k iiiiii

S
ij

rn
ji aaaaa

+++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅−= ∑

∈σ

−− KKK
1111

11 , 

 

где ( ) ( )rrrr lkkklkk iiiiiji +++= KKK 1111σ  - подстановки из r  независи-

мых циклов для всех 1,1 −= nr . Обозначим для всех nlk Ii ∈+ 11
  

 

iiji lklk aa
1111 ++

=~ ,                                      (2.9) 

тогда 

=⋅ jiji Ra  

( )
rkrlrkrkrklk

n
k iiiiji

S
ij

rn
ji aaaaa

+++
−

⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅−= ∑
∈σ

−− KKK
111

11
1

11 ~
~

, 

 

где ( ) ( )rrrr lkkklkk iiiiij +++=σ KKK 11 111  - подстановка из r  независи-

мых циклов для всех 1,1 −= nr . Количество множителей в каждом мо-

номе суммы уменьшилась на единицу. Среди элементов подстановки 1σ  

каждого из мономов отсутствует индекс i . И эта подстановка в силу 

(2.9) удовлетворяет условия (2.3)-(2.4) для строчного определителя по 
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j -й строке матрицы ( )i
ii
j .. aA , которую получим из матрицы A , сначала 

заменив ее j -и столбец i -м, а потом вычеркнув i -е строку и столбец. 

Т.е.,  

( ) ( )i
ii
jiiiiji

S
ij

rn
rkrlrkrkrklk

n
k aaaa ..j~

rdet~ aA=−
+++

−

∑
∈σ

−− KKK 111
11

1
11  

 

Поэтому, ( )iii
jjijR ..rdet aA−= , если ji ≠ .  

Лемма доказана. 

Определение 2.2.6. Столбцовым определителем по j -му столбцу 

квадратной матрицы ( ) nnija
×

=A  над телом S , (обозначим его Ajcdet  

для произвольного nj ,1= ), будем называть альтернированную сумму 

!n  мономов, - всех возможных произведений элементов матрицы A  взя-

тых по одному с каждой строки и столбца и упорядоченных таким обра-

зом, что подстановка nS∈τ  индексов элементов каждого монома в 

обычной форме записана прямым произведением независимых циклов. 

И если подстановка парная, то моном берется со знаком “плюс”, а если 

непарная - то с “минус”. Таким образом, 

 

( ) jjjjjj
S

jjjj
rn

j kkklk
n

rkrkrlrkrk
aaaaa

1111111
1

++++∑
∈τ

−−= KKKAсdet . 

 

Здесь nS  - симметричная группа на множестве { }nJ n ,,2,1 K=  и упорядо-

ченная справа нормальная форма подстановки τ  имеет вид 

 

( ) ( )( )jjjjjjjjjj kklkkklkkklk rrrr 111122221 111 ++++++=τ KKKK . 
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При этом первый справа цикл начинается справа индексом j , а все сле-

дующие независимые циклы удовлетворяют условия:  

 

rkkk jjj <<< K32 , skk tt jj +<   

 

для всех rt ,2=  и 1, ts l= . 

Определение 2.2.7. Пусть jiL  - сумма, которую получим, вынося на-

право из ( )!1−n  соответствующих мономов столбцового определителя 

Ajcdet  матрицы )( S,M n∈A  общий множитель jia , размещенный в 

каждом из них первым справа, и будем называть ее левым алгебраиче-

ским дополнением элемента .jia  Тогда, 

 

.cdet ∑
=

⋅=
n

i
jijij aL

1
A          (2.10) 

 

Справедливой является следующая лемма, которая дает возможность 

раскладывать столбцовый определитель Ajcdet  по элементами j -й 

строки, а также вычислять столбцовый определитель квадратной матри-

цы n -го порядка над телом S  через столбцовый определитель матрицы 

на порядок ниже. 

Лемма 2.2.2. Пусть jiL  - левое алгебраическое дополнение элемента 

jia  матрицы )( S,M n∈A , тогда 

 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠−
=

,,cdet

,,cdet ..

jiесли

jiесли
L

jj
k

j
jj
ii

ji
A

aA
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где матрица ( ).. j
jj
i aA  получается из матрицы A  последовательным 

применением замены ее i -й строки j -й и вычеркивания j -х строки и 

столбца, { }.min }{\ jJk n=  

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.2.1 . 

Замечание 2.2.1. Особенностью столбцовых определителей является 

то, что при непосредственном их вычислении множители каждого из 

мономов записываются справа налево. 

Замечание 2.2.2. Очевидно, что каждому моному любого опреде-

лённого выше столбцового или строчного определителя квадратной 

матрицы над телом S  отвечает моном любого другого определителя, 

столбцового или строчного, этой же матрицы такой, что оба они имеют 

одинаковый знак и являются произведением таких же самых множите-

лей, - элементов матрицы, а отличаются только порядком их размеще-

ния. И, если элементы матрицы коммутируют, тогда все столбцовые и 

строчные определители квадратной матрицы равны между собой. 

 

.cdetcdetrdetrdet AAAA nn ===== KK 11  
 

2.3. Алгебра матриц над телом. Свойства транспонированной и  

       сопряжённой матриц 

 

Для матриц над телом S  по теми же правилами, что и для комплекс-

ных [6, 32-34, 38, 40], вводятся операции суммы и произведения матриц. 

Также обычным образом вводятся операции левого и правого произве-

дения элемента тела на матрицу. Множество квадратных матриц n -го 

порядка над телом S  образует некоммутативное кольцо )( S,M n  с еди-

ницей I , 

 



 47

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

100

010

001

K

KKKK

K

K

I , 

где F, ⊂}10{ . 

Аналогично комплексному случаю [6, 32-34, 38, 40] вводятся также 

понятия транспонированной и сопряжённой матриц над телом S  и на-

ходятся их основные свойства. 

Определение 2.3.1. Пусть ( ) mnija
×

=A , где S∈ija  для всех ni ,1=  и 

mj ,1= . Транспонированной к A  назовем матрицу ( ) nmji
T a

×
′=A , где 

ijji aa =′ . 

Лемма 2.3.1. Пусть A  и B  - произвольные матрицы над телом S , 

тогда 

а) TTT BABA +=+ )(  

б) Пусть S∈a , тогда TT aa AA =)( , .aa TT AA =)(  

в) AA =TT )( . 

Доказательство аналогично доказательству подобных свойств транс-

понированной матрицы над комплексным полем С  [6, 32-32, 38, 40]. 

Определение 2.3.2. Сопряжённой к матрице ( ) mnija
×

=A , где 

S∈ija , назовем матрицу ( ) nmjia
×

∗∗ =A , где ijijijjiji aaaaa −==
′

=∗ )t(  

для всех ni ,1=  и mj ,1= .  

Лемма 2.3.2. Пусть A  и B  - произвольные матрицы над телом S , 

тогда 

а) ∗∗∗ +=+ BABA )( . 

б) Пусть S∈b , тогда bb ∗∗ = AA)( , ∗∗ = AA bb)( . 
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в) Пусть ( ) kmija
×

=A , ( ) nkijb
×

=B , тогда ∗∗∗ = ABAB)( . 

г) Пусть ( ) nnija
×

=A , тогда AA =∗∗)( . 

Доказательство также аналогично доказательству подобных свойств 

сопряжённой матрицы над полем комплексных чисел [6, 32-32, 38, 40]. 

Замечание 2.3.1. Свойство произведения транспонированных мат-

риц, а именно TTT ABAB =)( , в случае матриц над телом вследствие 

некоммутативности элементов матриц в общем случае не имеет места.  

Элементы алгебры матриц над телом кватернионов рассматривались 

во многих роботах, в частности в [46, 47, 52, 54, 60, 69, 70, 73, 88, 89, 93, 

94, 95]  

 

2.4. Общие свойства столбцовых и строчных определителей  

 

Рассмотрим основные свойства столбцовых и строчных определите-

лей произвольной квадратной матрицы над телом S . 

Теорема 2.4.1. Если одна из строк (столбцов) матрицы )( S,M n∈A  

состоит из нулей, то любой строчный определитель и любой столбцо-

вый определитель такой матрицы равняется нулю, то есть для всех 

ni ,1=  получим 0=Airdet  и 0=Aicdet . 

Доказательство. Пусть все элементы некоторой k -й строки ( k -го 

столбца) матрицы A  равняются нулю для произвольного nIk∈ . По-

скольку, в каждый из мономов любого столбцового или строчного опре-

делителя матрицы A  входит множителем некоторый элемент k -й стро-

ки ( k -го столбца ), то каждый моном равняется нулю и, итак, все строч-

ные и столбцовые определители также равняются нулю. 

Теорема доказана. 

Теорема 2.4.2. Если все элементы некоторой строки (столбца) 

матрицы )( S,M n∈A  умножить на произвольный элемент α  поля F , 
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то строчный определитель по любой строке и столбцовый определи-

тель по любому столбцу матрицы A  умножается на α . 

Доказательство. Пусть ( ).. ll aA α  - матрица, которую получим из 

матрицы A , умножив все элементы ее l -й строки, для некоторого nIl∈ , 

на произвольный элемент α  поля F . Поскольку, в каждый из мономов 

любого столбцового или строчного определителя матрицы ( ).. ll aA α  

входит множитель lkaα , для некоторого nJk∈ , а элемент α  поля F  

коммутирует, то можем его вынести по знак суммы. Поэтому для всех 

ni ,1= , получим 

( ) α⋅=⋅α=α AAaA iilli rdetrdetrdet .. ,  

( ) α⋅=⋅α=α AAaA iilli cdetcdetcdet .. . 

 

Аналогично, рассматривается и случай, когда все элементы любого 

столбца матрицы A  умножаются на произвольный элемент α  поля F . 

Теорема доказана. 

Теорема 2.4.3. Если ( ).. ii b aA ⋅  - матрица, которую получим из квад-

ратной матрицы )( S,M n∈A , умножив слева ее i -ю строку (для произ-

вольного nIi∈ ), на произвольный элемент b  тела S , тогда 

( ) AaA iiii bb rdetrdet .. ⋅=⋅  

Доказательство. Пусть матрица ( ).. ii b aA ⋅  для произвольного nIi∈  

получается из матрицы A , если все элементы ее i -й строки умножаются 

слева на произвольный элемент b  тела S , тогда  

 

( ) =⋅ ..rdet iii b aA  

( ) =⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=
++++∑

∈σ

−
rkrlrkrkrklk

n
kkk iiiiii

S
iiii

rn aaaaab KKK 1111111
1  

= ( )
rkrlrkrkrklk

n
kkk iiiiii

S
iiii

rn aaaaab
++++

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅ ∑
∈σ

− KKK 1111111
1  = 
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= Aib rdet⋅  . 

Теорема доказана. 

Теорема 2.4.4. Если ( )bjj ⋅.. aA  - матрица, которую получим из 

матрицы )( S,M n∈A , умножив ее j -й столбец справа на произвольный 

элемент b  тела S  , тогда ( ) bb jjjj ⋅=⋅ AaA cdetcdet ..  для всех nj ,1= .  

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.4.3. 

Теорема 2.4.5. Если все элементы i -й строки матрицы )( S,M n∈A  

представляются в виде суммы двух слагаемых jjij cba += , { } S,⊂jj cb ,  

для всех nj ,1= , тогда строчный определитель по любой строке 

(столбцовый определитель по любому столбцу) матрицы A  равняется 

сумме двух строчных определителей по этой же строке (столбцовых 

определителей по тому же столбцу ) матриц, в которых все строки, 

кроме i -й, такие же как и в матрице A , а i -я строка в одной матрице 

состоит из элементов jb , а во второй - из элементов jc  для всех 

nj ,1= . 

Доказательство. Рассмотрим строчный определитель матрицы A  по 

произвольной l -й строке для некоторого nIl∈ . Каждый моном опреде-

лителя Alrdet  вследствие дистрибутивности можно представить в виде: 

 

( ) =⋅⋅+⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅
−− nniinni lllllllllllillll acbaaaaaa 12111211 KKKK  

nninni llllllllllllll acaaabaa 12111211 −−
⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅= KKKK , 

 

где { } nk Ill ∈,  для всех nk ,1= . Собирая вместе первые слагаемые этих 

сумм (с теми же знаками, что и соответствующие мономы определителя 

Alrdet ), получим строчный определитель по l -й строке матрицы, кото-

рая получается из матрицы A  заменой ее i -й строки строкой 
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( )nbb ,,1 K=b . Соответственно, вторые слагаемые образуют определи-

тель по l -й строке матрицы, которая получается из матрицы A  заменой 

ее i -й строки строкой ( )ncc ,,1 K=c . 

Итак, для произвольного nIl∈  имеем 

 

Alrdet = ( ) ( )cAbA .. rdetrdet ilil +  ,  

 

где ( )nbb ,,K1=b , ( )ncc ,,K1=c . 

Аналогично, можно доказать и для столбцового определителя по 

любому столбцу матрицы. 

Теорема доказана. 

Теорема 2.4.6. Если все элементы j -го столбца матрицы 

)( S,M n∈A  представляются в виде суммы двух слагаемых, 

iiij cba += ,{ } S⊂ii cb ,  для всех ni ,1= , тогда строчный определитель 

по любой строке (столбцовый определитель по любому столбцу) мат-

рицы A  равняется сумме двух строчных определителей по той же 

строке (столбцовых определителей по тому же столбцу) матриц, в 

которых все столбцы, кроме j -го, такие же, как и в матрице A , а j -й 

столбец в одной матрице состоит из элементов ib , а во второй - из 

элементов ic  для всех ni ,1= . 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.4.5. 

Теорема 2.4.7. Если матрица )( S,M n∈A  - нижняя квазитреуголь-

ная 

( )

( )⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∗
=

−kn

k

2

1 0

A

A
A  

 



 52

где ( )k
1A  - матрица k -го порядка, а ( )kn−

2A  - матрица ( )kn − -го поряд-

ка. Тогда для всех ki ,1=  имеем равенство 

( ) ( )knk
ii

−⋅= 211 AAA rdetrdetrdet . 

Доказательство. Обозначим через ( ) ( )111 iii s σ=:K  - циклический 

множитель подстановки σ , в котором 1i  является первым слева элемен-

том цикла, который замыкает его. Обозначим также произведение, ин-

дексы которых образуют циклический множитель 

( )11:13221 iaaa iiiiii s σ=⋅⋅⋅ K , тогда 

 

( ) ( ) ( ) ( )∑
∈σ

− σσσ−=
nS

r
rn

i tsi K211Ardet , 

 

где { } nItsi ⊂,,, K , r  - количество циклов в мономе. 

Обозначим через { } nIkL ⊂= ,,: K1 , { } nInkM ⊂+= ,,K1:  подмноже-

ства множества индексов nI . По условию леммы 0=lma  для всех Ll∈  и 

Mm∈ . Из этого следует, что если пара индексов ml  именно в такой по-

следовательности войдет в один из циклических множителей, то соот-

ветствующий моном строчного определителя Airdet  будет равняться 

нулю. В свою очередь, вхождение пары lm  в один из циклических мно-

жителей с необходимостью приводит к существованию последователь-

ной пары 11ml , (где Ll ∈1 , Mm ∈1 ), в этом же циклическом множителе, 

который снова приводит к вырожденности соответствующего монома. 

Таким образом, индексы из множеств L  и M  каждого из невырож-

денных мономов строчного определителя Airdet  размещаются в разных 

циклических множителях и по определению 2.2.5, получим 
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( ) ( ) ( ) ( ) ×σσσ−= −
∈σ

−∑ 11211 tt
S

rn
i lli

n

KArdet  

( ) ( ) ( ) =σσ+σ× −++ 1121 1 prtt mmk K  

( ) ( ) ( ) ( ) ×σ⋅⋅σ⋅σ−= −
∈σ

−∑ 1121
1

1 tt
S

tk lli
k

K  

( ) ( ) ( ) ( )1121 11
2

−
∈σ

−− σ⋅⋅σ⋅+σ−× ∑
−

pp
S

pkn mmk
kn

K
~

, 

 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) σ=σ⋅σ=σ⋅⋅σ⋅+σ⋅σ⋅⋅σ⋅σ −− 2111211121 1 pptt mmklli KK , 

rpt =+  и kll t ≤<< −11 K , nmmk p ≤<<<+ −111 K . Здесь kS  - сим-

метричная группа на множестве { }k,,K1 , а через knS −
~  обозначим сим-

метричную группу на множестве индексов { }nk ,,K1+ . При этом  

 

( ) ( ) ( ) ktt Slli ∈σ=σ⋅⋅σ⋅σ − 11121 K , 

( ) ( ) ( ) knpp Smmk −− ∈σ=σ⋅⋅σ⋅+σ ~
21121 1 K . 

 

Очевидно, что ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11211
1

1 −
∈σ

− σ⋅⋅σ⋅σ−= ∑ tt
S

tkk
i lli

k

KArdet . 

Положим βαβ+α+ = aa kk
~: , где βαa~  - элементы квадратной матрицы 

( )kn−
2A  для всех { }n-kI kn \,,, K1=∈βα − . И обозначим ( ) ( )11 11 σ=+σ ~:k , 

( ) ( )kmm −σ=σ 1212
~: ,…, ( ) ( )kmm pppp −σ=σ −− 11

~: , где ( )γσi
~  - цикличе-

ский множитель подстановки σ~ , которую образуют индексы монома 

строчного определителя ( )kn−
21 Ardet  для произвольных knI −∈γ  и 

pi ,1= . Отсюда,  

( ) ( ) ( ) ( ) =σ⋅⋅σ⋅+σ− −
∈σ

−−∑
−

1121 11
2

pp
S

pkn mmk
kn

K
~
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( ) ( ) ( ) ( ) =−σ⋅⋅−σ⋅σ−= −
∈σ

−−∑
−

kmkm pp
S

pkn

kn
1121 11 ~~~

~
K ( ) .rdet kn−

21 A  

 

Здесь knS −  симметричная группа на множестве { }kn −,,K1 . 

Итак, ( ) ( )knk
ii

−⋅= 211 AAA rdetrdetrdet  для всех ki ,1= . 

Теорема доказана. 

Теорема 2.4.8. Если матрица )( S,M n∈A  - верхняя квазитреуголь-

ная 

( )
( ) ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ∗
= −kn

k

2

1
0 A

A
A  

 

где ( )k
1A  - матрица k -го порядка, а ( )kn−

2A  - матрица kn − -го по-

рядка, тогда ( ) ( )k
i

kn
i 121 AAA сdetсdetсdet ⋅= −  для всех ki ,1= . 

Доказательство аналогичное доказательству теоремы 2.4.7. 

Теорема 2.4.9. Если ( )ji,P  - матрица перестановок, которая полу-

чается из единичной матрицы I  перестановкой ее произвольной i -й 

строки с ее j -й строкой и )( S,M n∈A , тогда 

 

( ) ( )( ) APAP j
T

i jiji rdet,,rdet =⋅⋅ ,       

( ) ( )( ) APAP j
T

i jiji cdet,,cdet =⋅⋅ . 

 

Доказательство. По определению 2.2.4 для произвольного строчного 

определителя 

 

( )
rkrlrkrkrklk

n
kkk iiiiii

S
iiii

rn
i aaaaa

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ∑

∈σ

− KKK 1111111
1Ardet . 
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Матрица ( ) ( )jiji T ,, PAP ⋅⋅  - это матрица, которая получается из квад-

ратной матрицы A  над телом S  перестановкой ее i -й строки с ее j -й 

строкой и ее i -го столбца с ее j -м столбцом. Тогда по определению 

2.2.4, получим, 

( ) ( )=⋅⋅ jiji T
i ,,rdet PAP  

( ) .rdet Ajiiiiji
S

iiij
rn

rkrlrkrkrklk
n

kkk aaaaa =−=
++++∑

∈σ

− KKK 1111111
1  

 

Аналогично, можно показать, что ( ) ( )( ) APAP j
T

i jiji cdet,,cdet =⋅⋅ , 

непосредственно используя в этом случае определение столбцового оп-

ределителя 2.2.5. 

Теорема доказана. 

Теорема 2.4.10. Если )( S,M n∈A
 
и ∗A  - матрица сопряжённая с 

A , тогда AA ii rdetcdet =∗ . 

Доказательство. Пусть ( ) nnijb
×

∗ =A . Рассмотрим произвольный мо-

ном d  столбцового определителя ∗Aicdet  для некоторого ni ,1= . По-

скольку, ijji ab = , то по определению следа элемента тела S , получим, 

 

( ) =−=
+++++

−
iiiiiiiiiiii

rn
klkkklkkrkrkrlrkrk

bbbbbbd
1112122221

1 KKKK  

( ) =⋅−=
+++++

−
1111222221

1
klkkkklkrkrkrkrlrk iiiiiiiiiiii

rn aaaaaa KKKK  

( ) =−=
+++++

−
rkrlrkrkrkklkkklkk iiiiiiiiiiii

rn aaaaaa KKKK
1222122111

1  

1d= . 
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Здесь 1d  является некоторым мономом строчного определителя 

Airdet . Поскольку, количество мономов определителя ∗Aicdet  совпа-

дает с количеством мономов определителя Airdet , то каждому моному 

столбцового определителя ∗Aicdet  однозначно отвечает моном опреде-

лителя Airdet . Отсюда и вытекает утверждение теоремы. 

Теорема доказана. 

Замечание 2.4.1. Теоремы 2.4.5 и 2.4.6 утверждают, что все столбцо-

вые и строчные определители произвольной квадратной матрицы над 

телом S  удовлетворяют аксиому 3.  

Замечание 2.4.2. В силу невыполнения для столбцовых и строчных 

определителей произвольной квадратной матрицы над телом S  аксиомы 

1 необходимой, согласно [49], для корректного определения некоммута-

тивного определителя, а также так как эти матричные функционалы оп-

ределены подобно определителю комплексной матрицы будем рассмат-

ривать их как пред-определители.  

 

2.5. Определитель эрмитовой матрицы 

 

Определение 2.5.1. Квадратную матрицу ( ) nnija
×

=A , где S∈ija  

для всех nji ,, 1= , назовем эрмитовой, если она совпадает со своей со-

пряжённой, ∗= AA . 

Лемма 2.5.1. Пусть nT  - сумма n2  возможных произведений, каж-

дый из n  множителей которых является или S∈ih , или ih , )( ni ,1=∀ , 

причём возрастание индекса i  внутри каждого произведения сохраня-

ется, т.е., nnnn hhhhhhhhhT ⋅⋅⋅++⋅⋅⋅+⋅⋅⋅= KKKK 212121 . Тогда 

( ) ( ) ( )nn hhhT ttt K21= . 
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Доказательство. Количество n2  слагаемых суммы определяется как 

число упорядоченных комбинаций из n элементов, каждый из которых 

может принимать два значения. 

Доказательство проводим методом индукции по n . 

1) Пусть 1=n , тогда ( )1111 hhhT t=+= . 

2) Пусть утверждение верно для 1−n : 

 

=⋅⋅⋅++⋅⋅⋅+⋅⋅⋅= −−−− 1211211211 nnnn hhhhhhhhhT KKKK  
( ) ( ) ( ).ttt 121 −= nhhh K  

 

3) Покажем, что оно справедливо и при n . 

 

.nnnn hhhhhhhhhT ⋅⋅⋅++⋅⋅⋅+⋅⋅⋅= KKKK 212121  
 

Сгруппируем слагаемые суммы nT  и вынесем справа общие множители 

nh  и nh , тогда 

( ) ( ) =⋅=+⋅=⋅+⋅= −−−− nnnnnnnnnn hThhThThTT t1111  

( ) ( ) ( ) ( ).tttt nn hhhh ⋅⋅⋅⋅= −121 K  
 

Лемма доказана. 

Лемма 2.5.2. Если S, ⊂}{ gf , тогда )()( fggf ⋅=⋅ tt . 

Доказательство. Раскроем следы элементов согласно опреде-

лению 2.1.2. 

 

( ) ( )( ) ( )( ) =⋅+−⋅−=⋅+⋅=⋅+⋅=⋅ gfffgggffggfgfgf ttt  

( ) ( ) ( ) ( ) ,tttt fggfgfgffg ⋅+⋅+⋅−⋅−⋅=  
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( ) ( )( ) ( )( ) =⋅+−⋅−=⋅+⋅=⋅+⋅=⋅ fgggfffggffgfgfg ttt  

( ) ( ) ( ) ( ) .tttt fggffgfgfg ⋅+⋅+⋅−⋅−⋅=  

 

Очевидно, что ).()( fggf ⋅=⋅ tt  
Лемма доказана. 

Теорема 2.5.1. Если )( S,M n∈A
 
- эрмитовая матрица, тогда 

 

.Fcdetcdetrdetrdet ∈===== AAAA nn KK 11  
 

Доказательство. Заметим [34, 40], что у эрмитовой матрицы A  над 

телом S  элементы главной диагонали являются элементами поля, 

F∈iia  для всех ni ,1= , а элементы симметричные относительно главной 

диагонали сопряжены, jiij aa =  для всех nji ,, 1= . 

Рассмотрим произвольный строчный определитель матрицы A , 

Airdet . Разобьем множество мономов определителя Airdet  на два под-

множества. К первому подмножеству отнесем те мономы, индексы мно-

жителей которых составляют подстановки, содержащие независимые 

циклы не больше второго порядка. Ко второму подмножеству отнесем те 

мономы, индексы множителей которых составляют подстановки, содер-

жащие хотя бы один независимый цикл более, чем второго порядка. 

Множители, индексы которых образуют циклы первого порядка - это 

элементы главной диагонали эрмитовой матрицы, а, по определению, 

они являются элементами поля F . Элементы матрицы, индексы произ-

ведения которых образуют цикл второго порядка, сопряжены: 

kkkk iiii aa 11 ++
= , и их произведение равняется норме элемента тела, а по-

тому принадлежит полю: 
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.F)n( ∈=⋅=⋅
+++++ kkkkkkkkkk iiiiiiiiii aaaaa 11111  

 

Таким образом, все мономы первого подмножества, как произведе-

ния элементов поля F , принадлежат ему. 

Рассмотрим теперь произвольный моном d  второго подмножества. 

Пусть индексы его множителей составляют подстановку, которая со-

держит r  независимых циклов и обозначим iik =:1 , тогда  

 

×−=
+++++

− KKKK
122212211111

1
mkmkklkkklkkk iiiiiiiiii

rn aaaaad )(

,)( rm
rn

iiiiii hhhhaaa
rkrlrkrkrkmkmlmk

KKKK 211
1

−−=×
+++

                      (2.11) 

 

где 
skslsksksk iiiis aah

++
⋅⋅= K

1  
для всех rs ,1=  и }.{ rm ,,K1∈  

Очевидно, что если 0=sl , то F∈=
sksk iis ah , а когда 1=sl , то 

=⋅=
++ sksksksk iiiis aah 11 Fn ∈

+
)( 1sksk iia . Если все 10,=sl  для произ-

вольного rs ,1= , то получим моном первого подмножества. Пусть хотя 

бы при некотором s  выполняется неравенство 2≥sl . Тогда справедли-

во, что 
skskslsksk iiiis aah

1++
⋅⋅= K . Действительно, 

 

skskslskskskskskslskskslsksksk iiiiiiiiiiiis aaaaaah
111 ++++++

==⋅⋅= KKK  

 

Индексы элементов матрицы A  в мономе d  образуют подстановку 

σ , которая согласно определению строчного определителя в обычной 

форме записана прямым произведением независимых циклов, а в нор-

мальной форме - упорядочена слева. Обозначим через 

( ) ( )sssss lkkkks iiii ++=σ K1:  независимый цикл, который образуют индек-
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сы монома d  и которому отвечает множитель sh . Тогда 

( ) ( )1
1

++
− =σ

sssss klkkks iiii Kο  - независимый цикл, обратный к ( )sks iσ , и 

которому отвечает множитель sh . На множестве всех мономов опреде-

лителя Airdet , индексы которых образуют подстановки в обычной 

форме записанные прямым произведением независимых циклов ( )sks iσ  

или ( )sks i1−σ , сохраняя их последовательность по s  от 1 к r , а в нор-

мальной форме - упорядочены слева согласно формул (2.2)-(2.3), най-

дутся еще 12 −p  таких мономов, (где ρ−= rp , а -ρ количество циклов 

первого и второго порядка), что их сумма 1C , - этих мономов вместе с 

d , по лемме 2.5.1 равняется 

 

Ftt)( ∈α−= νν
− )()( phhC rn K111 , 

 

где F∈α  - произведение множителей, индексы которых составляют 

подстановки первого и второго порядка, и },,{ rk K1∈ν  для всех pk ,1= . 

Таким образом, для произвольного монома второго подмножества 

определителя Airdet  среди других его мономов можем выбрать еще 

12 −p  таких, что их сумма вместе с выбранным мономом принадлежит 

полю F , а потому и строчный определитель ,rdet Ai  - как сумма всех 

мономов первого и второго подмножеств, также принимает значение в 

поле F , .Frdet ∈Ai  

Докажем равенство между собой всех строчных определителей мат-

рицы A . Рассмотрим произвольный Ajrdet  такой, что ij ≠  для произ-

вольного nj ,1= . Снова разобьем множество мономов определителя 

Ajrdet  на две подмножества по тому же правилу, что и для .rdet Ai   
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Поскольку, мономы первого подмножества являются произведения-

ми множителей – элементов поля, которые коммутируют, то каждому 

моному первого подмножества строчного определителя Airdet  отвечает 

равный ему моном первого подмножества строчного определителя 

Ajrdet . 

Среди мономов второго подмножества определителя Ajrdet  таких, 

что индексы их множителей составляют подстановки с r  независимыми 

циклами, можно найти один такой моном 1d , который состоит из тех же 

множителей что и d , но размещенных в другом порядке. Рассмотрим 

все возможные случаи размещения множителей в мономе 1d . 

 
1. Если индексы его множителей составляют подстановку из таких 

же r  независимых циклов, отличающуюся от подстановки монома d  

только порядком размещения циклов, тогда 

 

,)( λµ
− ⋅⋅⋅α−= hhd rn K11  

 

где }{}{ pνν=λµ ,,,, KK 1 . Среди мономов второго подмножества опре-

делителя Ajrdet  найдутся еще 12 −p  таких, что каждый из них являет-

ся произведениями скалярного множителя α− −rn)( 1  на все множители 

вида sh  или sh , где },,,{ λµ∈ Ks  и для суммы 2C , - этих мономов вместе 

с 1d , по лемме 2.5.1 получим 

 

.tttt 12 1 ChhhhC p
rnrn =α−=α−= νν

−
λµ

− )()(1)()()(1)( KK  
 

2. Если индексы множителей монома 1d  составляют подстановку из 

тех же r  независимых циклов, но отличающуюся от подстановки моно-
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ма d  не только порядком размещения циклов, но и тем, что индекс j  

содержится в середине некоторого цикла подстановки индексов монома 

d . Пусть ( )mkm ij σ∈  и положим qkmij +=: , тогда моном 1d  можно за-

писать в следующем виде  

 

×−=
+−++++++

−
qmkqmkmkmkmkmlmkqmkqmk iiiiiiii

rn aaaad
111

11 KK)(  

λµ
− α−=×

λλ+λ+λλµµ+µ+µµ
hhhaaaa m

rn
iiiiiiii klkkkklkkk

KKKK
~)( 1

11
,    (2.12) 

 

где ( )qkmm m
ih +σ=~  и }{}{ rm νν=λµ ,,,,, KK 1 .  

Каждому множителю λµ hh ,,K  монома 1d  из формулы (2.12), кроме 

( )
qmkqmkmkmkmkmlmkqmkqmkm iiiiiiiiqkmm aaaaih

+−++++++
=σ= + 111

KK
~ , отвечает 

равный ему множитель из множества phh νν ,,K1  монома d  из формулы 

(2.11). Пусть 
mkmlmkqmkqmk iiii aax

++++
= K

1
:  та 

qmkqmkmkmk iiii aay
+−++

=
11

: K . 

Поскольку, по лемме 2.5.2 имеем равенство следов 

 

( ) ==⋅=
+−++++++

y)()(
111

xaaaah
qmkqmkmkmkmkmlmkqmkqmk iiiiiiiim tt~t KK  

( ) )(x)(
111 miiiiiiii haaaay

mkmlmkqmkqmkqmkqmkmkmk
ttt ===

+++++−++
KK , 

 

тогда для суммы 2C  всех p2  возможных мономов аналогично преды-

дущему случаю по лемме 2.5.1 получим 

 

=α−= λµ
− )()()(1)( hhhC m

rn tt~t K2  

.ttt 11 Chhh pm
rn =α−= νν

− )()()(1)( KK  
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3. Если в отличие от случая 1 моном 1d  отличается от d  не только 

порядком размещения циклов, но и тем, что индекс i  не начинает один 

из циклов подстановки индексов его элементов, тогда применим лемму 

2.5.2 к произведению элементов этого цикла. И, аналогично предыду-

щему, среди мономов второго подмножества определителя Ajrdet , об-

наружатся p2  таких, что их сумме по лемме 2.5.1 будет отвечать равная 

ей сумма p2  соответствующих мономов определителя .rdet Ai  

Очевидно, что к этому же выводу мы придем и при объединении 

двух предыдущих случаев, тогда лемму 2.5.2 применим дважды. 

Итак, в любом случае каждой сумме p2  соответствующих мономов 

второго подмножества определителя Ajrdet  отвечает равная ей сумма 

p2  мономов определителя Airdet , где p  - количество циклов более, 

чем второго порядка в каждом из мономов. Кроме того, значение такой 

суммы принадлежит полю F . 

Таким образом, Frdetrdet ∈= AA ji  для всех nji ,, 1= . 

Докажем теперь равенство AA ii rdetcdet =  для всех ni ,1= . Снова 

разобьем множество мономов определителя Aicdet  на два подмножест-

ва по тому же правилу, что и для Airdet . Каждому моному первого 

подмножества определителя Aicdet  отвечает такой моном определителя 

Airdet , что оба они, как произведения, отличаются только порядком 

размещения kn −  одинаковых множителей. Здесь k  - количество цик-

лов второго порядка. Цикл второго порядка отвечает произведению со-

пряжённых элементов, который равняется норме элемента. Поскольку 

множители мономов, как элементы поля F , коммутируют, то эти моно-

мы равны между собой. 

Среди мономов второго подмножества определителя Aicdet  таких, 

что индексы их множителей составляют подстановки с r  независимыми 
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циклами, можно найти один такой моном 2d , что он состоит из тех же 

множителей, что и моном 2d  из формулы (2.11), но их последователь-

ность упорядочена справа согласно определению столбцового определи-

теля.  

Пусть ρ  - количество циклов первого и второго порядка в подста-

новке индексов монома и ρ−= rp , также обозначим iik =:1 , тогда 

 

×⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=
++++

−
2122221

)1(2 kklkkrkrkrlrkrk iiiiiiii
rn aaaad KKK  

1111
1)( ττ

− ⋅⋅α−=⋅⋅×
+

hhaa
pklk

rn
iiii KK

  

где α  - произведение множителей, индексы которых образуют подста-

новки первого и второго порядка. Тогда для всех rs ,1=  имеем 

 

sskslskskskskskslsksks haaaah iiiiiiii ντ =⋅⋅=⋅⋅=
++++

KK 11 .  

 

Среди мономов второго подмножества рассмотрим еще 12 −p  мо-

номов, которые имеют тот же знак, что и 2d , и каждый из которых явля-

ется произведением скалярного множителя α− −rn)( 1
 
на каждый из 

множителей shτ  или сопряжённого к нему sh τ  для всех ps ,1= , сохра-

няя их последовательность. Найдем по лемме 2.5.1 сумму 3C , - этих мо-

номов вместе с мономом 2d , учитывая коммутативность следов элемен-

тов тела.  

=α−=α−= νν
−

ττ
− )()()()()(1)( 11 13 hhhhC pp

rnrn tttt KK  

11 Chh p
rn =α−= νν

− )()(1)( tt K .  
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Итак, каждой сумме p2  мономов второго подмножества определителя 

Aicdet  отвечает равная ей сумма p2  мономов определителя Airdet , и 

наоборот. И каждая такая сумма F∈3C . 

Таким образом, Frdetcdet ∈= AA ii  для всех ni ,1= . 

Теорема доказана. 

Замечание 2.5.1. Поскольку, все столбцовые и строчные определи-

тели эрмитовой матрицы равны между собой, то для нее можем одно-

значно ввести понятие определителя матрицы, который будем раскры-

вать как строчный по любой строке, или как столбцовый по любому 

столбцу матрицы, AAA ii cdetrdet:det ==  для всех ni ,1= , где 

)( S,M n∈A  - произвольная эрмитовая матрица над телом S .  

Замечание 2.5.2. По лемме 2.2.1, раскрывая определитель Adet  по 

некоторой k -й строке, получим 

 

( )∑
∈σ

⋅+⋅−=
nS

kk
lkkk

kk
jjjk aa AaAA rdetrdetdet .. , { }}{\ kIl nmin=   (2.13) 

 

Сравнивая выражения (1.2) и (2.13) для эрмитовой матрицы A  над 

телом кватернионов и учитывая, что оба они не зависят от индекса k , а 

также и l  (поскольку, kkA  - эрмитовая), очевидно, что введенный опре-

делитель эрмитовой матрицы совпадает с определителем Мура и являет-

ся его обобщением в ассоциативной композиционной алгебре S . А 

множество всех строчных и столбцовых определителей произвольной 

квадратной матрицы над телом с инволюцией S  является полным и ес-

тественным обобщением определителя Мура (введенного для эрмитовых 

матриц) на множестве квадратных матриц над телом S .  
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2.6. Свойства строчных и столбцовых определителей эрмитовой 

матрицы над телом с инволюцией 

 

Теорема 2.6.1. Пусть )1( i,P  - матрица перестановок, которая полу-

чается из единичной матрицы перестановкой ее i -й строки для неко-

торого ni ,2=  с ее первой строкой, и )( S,M n∈A  - эрмитовая матрица 

над телом S . Тогда ( ) AAP det,rdet −=⋅)1( ii . 

Доказательство. Матрица AP ⋅)1( i,  - это матрица, которая получает-

ся из эрмитовой матрицы A  перестановкой ее i -й строки с ее первой 

строкой. Обозначим первую и i -ю строку матрицы AP ⋅)1( i, , соответст-

венно как ( )naa 1111
~,,~~

. K=a  и ( )niii aa ~,,~~
. K1=a . Другие ее строки сов-

падают со строками матрицы A .  

Будем раскрывать определитель эрмитовой матрицы A , как строч-

ный по первой строке. Рассмотрим произвольный моном d  определите-

ля A1rdet . Пусть индексы его множителей составляют подстановку, ко-

торая в обычной форме записана прямым произведением r  независимых 

циклов. Рассмотрим все возможные случаи размещения элемента ее i -й 

строки, как множителя, в мономе d . 

1. Пусть элемент i -й строки расположен в мономе d  так, что индекс 

i  находится в том же цикле, что и индекс 1, т.е., 

 

,riiiiii
rn hhaaaad

sss
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

+−
− KKK 211 111

1)(  

 

где, для всех rk ,2= , kh  - произведения множителей, индексы которых 

образуют другие независимые циклы. Поскольку, по условию, 
111 iii aa ~=  

для всех nIi ∈1  и ss iii aa 1
~=  для всех ns Ii ∈ , то среди мономов определи-
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теля ( )AP ⋅),1( iirdet  найдётся такой моном g , что выполняется равенст-

во 

.~~)( dhhaaaag riiiiii
rn

sss −=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=
+−

−− KKK 211
1

1111  

 

Моном d  противоположный моному g  в силу того, что индексы монома 

g  составляют подстановку, которая содержит 1+r  независимый цикл, в 

то время как моном d  содержит r  независимых циклов. 

2. Пусть теперь элемент i -й строки расположен в мономе d  так, что 

его индекс i  начинает независимый цикл, в который не входит индекс 

1, т.е., 

piiiiii
rn vvaauuaad mssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

+ρ
− KKKK 111111)( , 

 

где для всех ρτ ,1=  и pt ,1=  таких, что 2−=+ rpρ , τu  и tv  - произве-

дения множителей, индексы которых образуют, соответственно, ρ  и p  
независимых циклов. Или такие произведения могут отсутствовать. Для 

d  на множестве мономов определителя A1rdet  существует следующий 

моном 

piiiiii
rn vvaauuaad smsk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

+ρ
− KKKK 11111 11)( . 

 

Обозначим 11 1 kii aax ⋅⋅= K:  и iiii mss aay
+

⋅⋅= K: , тогда сопряжён-

ный к y  будет иметь вид iiii sms aay ⋅⋅=
+

K . Рассмотрим сумму этих 

мономов: 

 

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−=+ ρρ
−

p
rn vvyuuxyuuxdd KKK 1111 1 )()(  

.)t()( Cvvuuxy p
rn :1 11 =⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ

− KK

 

 



 68

Среди мономов определителя ( )AP ⋅)1( ii ,rdet  можно выбрать моно-

мы g  и 1g  такие, что отвечают мономам d  и 1d , и индексы которых 

содержат 1−r  независимый цикл. 

 

piiiiii
rn vvuuaaaag mssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+−

+
KKKK 1111

1
11 ~~)( , 

piiiiii
rn vvuuaaaag smsk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+−

++
KKKK 1111

1
1 111 ~~)( . 

 

Найдем их сумму, учитывая, что xaaaa kk iiiii =⋅⋅=⋅⋅ 111 11 KK~ , 

yaaaa iiiiiii mssmss =⋅⋅=⋅⋅
++

KK1
~ , yaaaa iiiiiii smssms =⋅⋅=⋅⋅

++
KK1

~ . 

Тогда получим  

 

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅−=+ ρ
+−

p
rn vvuuyxyxgg KK 11

1
1 )(1)(  

.t Cvvuuxy p
rn −=⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+− KK 11

1 )(1)(

 

 

Итак, в этом случае сумме двух мономов определителя A1rdet  отве-

чает противоположная к ней по знаку сумма двух соответствующих мо-

номов определителя ( )AP ⋅)1( ii ,rdet . 

3. Пусть теперь элемент i -й строки размещенный в мономе d  так, 

что его индекс i  входят в иной независимый цикл, чем индекс 1, но не 

начинает его 

 

,piiiiiiiiii
rn vvaaaauuaad qqssqqk KKKKK 1111 11111)(

−++ρ
−−=  

 

где для всех ρτ ,1=  и pt ,1=  таких, что 2−=+ rpρ , τu  и tv  - произве-

дения множителей, индексы которых образуют ρ  и p  независимых 
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циклов соответственно. Или такие произведения отсутствуют. Для d  на 

множестве мономов определителя A1rdet  найдём следующий моном 

 

.piiiiiiiiii
rn vvaaaauuaad

qqssqqk
KKKKK 11111 1111

1)(
++−ρ

−−=  
 

Снова обозначим 11 1 kii aax ⋅⋅= K: , qqs iiii aa 11:
−+

=ϕ K  и 

iiii sqq aa K1:
+

=φ , φϕ=⋅⋅⋅⋅=
−++ qqssqq iiiiiiii aaaay 111: KK , тогда со-

пряжённый к y  будет иметь вид qqssqq iiiiiiii aaaay 111 ++−
= KK . Рас-

смотрим сумму этих мономов: 

 

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−=+ ρρ
−

p
rn vvyuuxyuuxdd KKK 1111 )(1)(  

.t Cvvuuxy p
rn :)(1)( 11 =⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ

− KK

 

 

На множестве мономов определителя ( )AP ⋅),(rdet ii 1  снова можно 

выбрать мономы g  и 1g , что отвечают мономам d  и 1d , индексы кото-

рых содержат 1−r  независимый цикл. 

 

,~~)( piiiiiiiiii
rn vvuuaaaaaag sqqqqsk KKKKK 1111

1
11111 ρ+−+

+−−=  

.~~)( piiiiiiiiii
rn vvuuaaaaaag sqqqqsk KKKKK 1111

1
1 11111 ρ

+−
+−+

−=  

 

 Кроме введенных выше обозначений, пусть 

,~
iiiiiii sqqqqs aaaay KK 11111 +−+

=:  тогда φ⋅ϕ=1y . Поскольку 111 iii aa ~= , 

ss iii aa 1
~= , 111 ++ = ss iii aa ~ , тогда iiiiiii sqqqqs

aaaay
11111 :
+−+

= KK~ . Найдем 

сумму этих мономов 
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=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅−=+ +−
p

rn vvuuyxyxgg KK 1111
1

1 1 ρ)()(  

.)t()( 1111
1 :1 Cvvuuxy p

rn =⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+− KK

 

 

Поскольку, по лемме 2.5.2 )()()()( 1 yy tttt =ϕ⋅φ=φ⋅ϕ= , то снова 

CC −=1 . Таким образом, возможны два случая: или произвольному мо-

ному определителя A1rdet  отвечает противоположный к нему по знаку 

моном определителя ( )AP ⋅),(rdet ii 1 , или паре мономов определителя 

A1rdet  отвечает такая пара соответствующих мономов определителя 

( )AP ⋅),(rdet ii 1 , что их суммы будут противоположны по знаку. Тогда и 

определители A1rdet  и ( )AP ⋅),(rdet ii 1 , как суммы таких мономов так-

же отличаются только знаком.  

Теорема доказана. 

Теорема 2.6.2. Если )1,(iP  - матрица перестановок и )( S,M n∈A  - 

эрмитовая матрица, тогда ( ) APA detcdet −=⋅ )1,(ii  для всех ni ,2= . 

Доказательство аналогичное доказательству теоремы 2.6.1. 

Теорема 2.6.3. Если матрица ( ).. ij aA  получается из эрмитовой 

матрицы )( S,M n∈A  заменой ее j -го строки - i -м строкой, тогда 

( ) 0=..rdet ijj aA  для всех nji ,1, =  таких, что ji ≠ . 

Доказательство. Будем считать, что эрмитовая матрица A  имеет по-

рядок выше третьего. Для эрмитовых матриц второго и третьего поряд-

ков утверждения теоремы легко получается непосредственной провер-

кой. 

Рассмотрим произвольный моном d  определителя ( )..rdet ijj aA  для 

некоторых nji ,1, =  таких, что ji ≠ . Пусть индексы его множителей со-

ставляют подстановку, которая содержит r  независимых циклов и обо-
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значим iis =: . Рассмотрим все возможные случаи размещения элемента 

si -й строки как множитель в мономе d . 

1. Пусть элемент si -й строки расположен в мономе d  так, что ин-

декс si  начинает независимый цикл 

 

piiiijiij
rn vvaauuaad smsssk KKKK 11 111

++ρ
−−= )( ,   (2.14) 

 

где для всех ρτ ,1=  и pt ,1=  таких, что 2−=+ rpρ , τu  и tv  - произве-

дения множителей, индексы которых образуют, ρ  и p  независимых 

циклов соответственно. Или такие произведения могут отсутствовать. 

Для d  среди мономов определителя ( )..rdet ijj aA  найдём еще три сле-

дующие мономы 

 

,)( pjiiiiiij
rn vvuuaaaad kssmss ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

++
+− KKKK 11
1

1 111 ρ  

pjiiiiiij
rn vvuuaaaad ksssms ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

++
+− KKKK 11
1

2 111 ρ)( , 

piiiijiij
rn vvaauuaad ssmssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

++
− KKKK 113 111 ρ)( . 

 

Обозначим xaa jiij k :=⋅⋅K1  и yaa smsss iiii :=
++

K1 , тогда для сопря-

жённого к y  получим ssmss iiii aay 1++
= K . Учитывая, что по условию 

теоремы 11 iiij saa = , 
11 −−

=
sss iiji aa , 11 ++

= sss iiji aa , рассмотрим сумму 

этих мономов: 

=+++ 321 dddd

 

+⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−= ρρρ
− uuxyuuxyyuuxrn KKK 111()1(  

−⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+ ρ
−

ρ yuuxvvyuux rn
p KKK 111 ()1()  

×⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−−⋅⋅⋅⋅− ρρρ uuxuuxyyuuxy KKK 111 ))((t  
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−⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅−× ρ
− yuuxvvyy rn

p KK 11 ()1()))((t  

+⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅− ρρρ uuxyuuxyuuxy KKK 111 )(t  

.t 0))( 111 =⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅+ ρρ pvvyuuxuuxy KKK  

 

Итак, для монома d  среди мономов определителя ( )..rdet ijj aA  обнару-

жились еще три таких, что их сумма вместе с d  равняется нулю. 

В случае, когда в формуле (2.14) 0=m  или 1=m , то, соответствен-

но, получим мономы 

 

  ,)(~
piijiij

rn vvauuaad
ssk

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
− KKK 111

1  

.)( piiiijiij
rn vvaauuaad

ssssk
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

++ρ
− KKK

(
11 111

1  

 

И для них на множестве мономов определителя ( )..rdet ijj aA  найдутся 

следующие мономы 

 

,)(~
pjiiiji

rn vvuuaaad kss ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+− KKK 11

1
1 11  

.)( pjiiiiiji
rn vvuuaaaad kssss ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+−

++
KKK

(
11

1
1 1111  

 

Учитывая, что ,11 iiij saa =  ,sss iiij aa =  11 ++
= sss iiij aa  и то, что 

F∈ssiia , ( ) Fn ∈=⋅
+++ 111 ssssss iiiiii aaa , получим 

 

,~~ 01 =+ dd    .01 =+ dd
((

 

 

Итак, в этом случае соответствующие пары мономов определителя 

( )..rdet ijj aA  равняются нулю. 
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2. Пусть теперь элемент si -й строки расположен в мономе d  так, что 

индекс si  входит в другой независимый цикл, чем индекс j , но не начи-

нает его 

 

 ,)( piiiiiiiijiij
rn vvaaaauuaad qqssssqqk KKKKK 11 111111

−+−+ρ
−−=  

 

где для всех ρτ ,1=  и pt ,1=  таких, что 2−=+ rpρ , τu  и tv  - произве-

дения множителей, индексы которых образуют, соответственно, ρ  и p  

независимых циклов (или такие произведения отсутствуют). Среди мо-

номов Ajrdet  снова можем выбрать еще три следующие 

 

      ,)( pjiiiiiiiiiij
rn vvuuaaaaaad

ksssqqqqs
KKKKK

)
11

1
1 11111

1 ρ⋅−=
−+−+

+−  

,)( pjiiiiiiiiiij
rn vvuuaaaaaad

ksssqqqqs
KKKKK

)
11

1
2 11111

1 ρ+−+−

+−−=  

.)( piiiiiiiijiij
rn vvaaaauuaad

qqssssqqk
KKKKK

)
113 11111

1
+−+−

⋅−= −
ρ  

 

Сделаем следующие обозначения. Пусть ,xaa jiij k :1 =⋅⋅K  
yaaaa

qqssssqq iiiiiiii :
1111

=
−+−+

KK , 11111 yaaaa ssqqqqss iiiiiiii :=
−+−+

KK , 
 

φ=⋅⋅
−+

:11 ssqq iiii aa K , ϕ=⋅⋅
−+

:11 qqss iiii aa K , тогда ϕ⋅φ=y , φ⋅ϕ=1y  и 

qqssssqq iiiiiiii aaaay 1111 +−+−
= KK , ssqqqqss iiiiiiii aaaay 11111 +−+−

= KK . 

Учитывая, что 11 iiij saa = , ,11 −−
= sss iiji aa  11 ++

= sss iiji aa , рассмотрим 

сумму: 

=+++ 321 dddd
)))

 

+⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−= ρρρ
− uuxyuuxyyuuxrn KKK 11111(1)(

 

−⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+ ρ
−

ρ yuuxvvyuux rn
p KKK 111 (1)()
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×⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−−⋅⋅⋅⋅− ρρρ uuxuuxyyuuxy KKK 111111 ))((t

 

−⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅−× ρρ
− uuxyyuuxvvyy rn

p KKK 1111 (1)()))((t

 

−⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅− ρρρ uuxyuuxyuuxy KKK 11111 )()( tt

 

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅− ρ pvvyuux KK 11 )

 

.tt p
rn vvuux ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅φ⋅ϕ−ϕ⋅φ−= ρ

− KK 11))()((1)(

 

 

Поскольку, по лемме 2.5.2 )()( φ⋅ϕ=ϕ⋅φ tt , то снова 

0321 =+++ dddd
)))

. 

3) Если же в выбранном мономе d  индекс si  находится в том же 

цикле, что и индекс j , то d , очевидно, совпадает с одним из следующих 

мономов: ,,~, 111 ddd
(

 или 1d
)

. И как показано выше, для каждого из них на 

множестве мономов определителя ( )..rdet ijj aA  обнаружатся еще один 

или три таких ему соответствующие, что сумма этой пары или четверки 

мономов равняется нулю.  

Поскольку, мы рассмотрели все возможные, в зависимости от раз-

мещения элемента i -й строки, типы монома d  определителя 

( )..rdet ijj aA  и для каждого из них обнаружился один или три таких со-

ответствующих монома, что сумма этой пары или четверки мономов 

равняется нулю, тогда ( ) 0=..rdet ijj aA  для некоторых nji ,1, =  таких, 

что ji ≠ . 

Теорема доказана. 

Аналогично доказывается и следующая теорема: 

Теорема 2.6.4. Если матрица ( )ji .. aA  получается из эрмитовой матри-

цы )( S,M n∈A , заменой ее i -го столбца - j -м столбцом, тогда 

( ) 0=jii ..cdet aA  для всех nji ,1, =  таких, что ji ≠ . 
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Следствие 2.6.1. Если эрмитовая матрица )( S,M n∈A
 
содержит 

две одинаковые строки (столбца), тогда 0=Adet . 

Доказательство. Пусть у эрмитовой матрицы )( S,M n∈A  ее i -я 

строка совпадает с ее j -й строкой, т.е., jkik aa =  для всех nIk∈  и 

{ } nIji ∈, , если ji ≠ . Тогда jkik aa = . А это означает, что kjki aa =  для 

всех nIk∈  и { } nIji ∈, , когда ji ≠ , поскольку матрица A  - эрмитовая. 

Т.е., если у эрмитовой матрицы совпадают два ее строки, тогда также 

совпадают два ее соответствующие, - с теми же индексами, столбцы. 

Матрицу A  можно представить также, как ( ).. ij aA , - матрицу, которую 

получим из матрицы A
 
заменой ее j -й строки - i -й строкой. Тогда в 

силу теоремы 2.5. 3 и рассматривая определитель эрмитовой матрицы 

A , как строчный по j -й строке, получим 

( ) 0=== ..rdetrdetdet ijii aAAA . 

Следствие доказано. 

Теорема 2.6.5. Если ( ).. ji b aA ⋅  - матрица, которую получим из эр-

митовой матрицы )( S,M n∈A , заменив ее i -ю строку ее j -й строкой 

умноженной слева на элемент b  тела S , тогда ( ) 0=⋅ ..rdet jii b aA  для 

всех nji ,1, =  таких, что ji ≠ . 

Доказательство. По теореме 2.4.3 для всех nji ,1, =  таких, что ji ≠ , 

получим ( ) ( ).... rdetrdet jiijii bb aAaA ⋅=⋅  Но по теореме 2.6.3 

( ) 0=..rdet jii aA , как определитель по i -й строке матрицы ( ).. ji aA , ко-

торую получили с эрмитовой, заменив ее i -ю строку - j -й строкой. 

Итак, ( ) 0=⋅ ..rdet jii b aA . 

Теорема доказана. 
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Теорема 2.6.6. Если ( )bij ⋅.. aA  - матрица, которую получим из эр-

митовой матрицы )( S,M n∈A , заменив ее i -й столбец ее j -м столб-

цом умноженным справа на элемент b  тела S , тогда 

( ) 0=⋅bijj ..cdet aA  для всех nji ,1, =  таких, что ji ≠ . 

Доказательство аналогичное доказательству теоремы 2.6.5, опираясь 

на теоремы 2.4.4 и 2.6.4. 

Теорема 2.6.7. Если ( )bij ⋅.. aA  - матрица, которую получим из эр-

митовой матрицы )( S,M n∈A , заменив ее i -й столбец ее j -м столб-

цом умноженным справа на элемент b  тела S , тогда 

( ) 0=⋅bijj ..rdet aA  для всех nji ,1, =  таких, что ji ≠ . 

Доказательство. Будем считать, что эрмитовая матрица A  имеет по-

рядок выше третьего. Для эрмитовых матриц второго и третьего поряд-

ков утверждения теоремы легко получается непосредственной провер-

кой. 

Рассмотрим произвольный моном d  определителя ( )bijj ⋅..rdet aA  

для некоторых nji ,1, =  таких, что ji ≠ . Пусть индексы его множителей 

составляют подстановку, которая содержит r  независимых циклов и 

обозначим iis =: . Рассмотрим все возможные случаи размещения эле-

мента si -й строки, как множителя в мономе d . 

1. Пусть элемент si -й строки расположены в мономе d  так, что ин-

декс si  начинает независимый цикл 

 

piiiijiij
rn vvaauubaad smsssk KKKK 11 111

++ρ
−−= )( ,       (2.15) 

 

 где для всех ρτ ,1=  и pt ,1=  таких, что 2−=+ rpρ , τu  и tv  - произве-

дения множителей, индексы которых образуют, соответственно, ρ  и p  
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независимых циклов (или такие произведения могут быть отсутствуют). 

Для d  среди мономов определителя ( )..rdet ijj aA  обнаружатся еще три 

следующих монома 

 

piiiijiij
rn vvaauubaad ssmssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

++ρ
− KKKK 111 111)( , 

,)( pjiiiiiij
rn vvuubaaaad mssssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+−

++
KKKK 11

1
2 111  

pjiiiiiji
rn vvuubaaaad smsssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+−

++
KKKK 11

1
3 111)( . 

 

Обозначим xaa jiij k :=⋅⋅K1  и yaa smsss iiii :=
++

K1 , тогда сопряжённый 

к y  имеет вид ssmss iiii aay 1++
= K . Учитывая, что по условию теоремы 

skk iiji aa = , ,smsms iiji aa
++

=  sss iiji aa 11 ++
= , рассмотрим сумму этих 

мономов 

=+++ 321 dddd

 

−⋅⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅−= ρρρ
− uubyxyuubxyuubxrn KKK 111()1(  

−+⋅⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅− ρ
−

ρ )(()1() 111 yyuubxvvuubyx rn
p KKK  

−⋅⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅− ρ
−

ρ )(()1())( 111 yuubxvvuubyyx rn
p tKKK  

0))( 11 =⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅− ρ pvvuubyx KKt . 

 

Таким образом, для монома d  среди мономов определителя 

( )bijj ⋅..rdet aA  нашлись еще три таких, что их сумма вместе с d  равня-

ется нулю. 

В случае, когда в формуле (2.15) 0=m  или 1=m , то, соответствен-

но, получим мономы 

 

,1 111 piijiij
rn vvauubaad ssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ

− KKK)(~  
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.1 11 111 piiiijiij
rn vvaauubaad ssssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

++ρ
− KKK

(
)(  

 

И для них на множестве мономов определителя ( )bijj ⋅..rdet aA  найдём 

следующие мономы 

 

,)(~
pjiiiij

rn vvuubaaad ssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+− KKK 11

1
1 11  

,)( pjiiiiiij
rn vvuubaaaad ssssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+−

++
KKK

(
11

1
1 1111  

 

Учитывая, что skk iiji aa = , ,sss iiji aa =  sss iiji aa 11 ++
=  и то, что 

F∈ssiia , ( ) Fn ∈=
+++ 111 ssssss iiiiii aaa , получим 

 

−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=+ ρ
−

ssk iijiij
rn auubaadd KK 11 1(1)(~~  

0) 111 =⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅− ρ pjiiiij vvuubaaa ssk KKK , 

 

( )−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=+
+ρ

−
11 11 (1 ssk iijiij

rn auubaadd n)( KK
((

 
( ) 0.) 1111 =⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅− ρ+ piiiiij vvuubaaa sssk KKK n  

 

Итак, в этом случае соответствующие пары мономов определителя 

( )bijj ⋅..rdet aA  равняются нулю. 

2. Пусть теперь элемент si -й строки расположены в мономе d  так, 

что индекс si  входит в другой независимый цикл, чем индекс j , но не 

начинает его 

 

,)( piiiiiiiijiij
rn vvaaaauubaad

qqssssqqk
KKKKK 11 11111

1
−+−+ρ

−−=  
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где для всех ρτ ,1=  и pt ,1=  таких, что 2−=+ rpρ , τu  и tv  - произве-

дения множителей, индексы которых образуют, соответственно, ρ  і p  

независимых циклов. Или такие произведения могут отсутствовать. 

Среди мономов ( )bijj ⋅..rdet aA  снова можем выбрать еще три следую-

щие 

 

piiiiiiiijiij
rn vvaaaaubuaad

qqssssqqk
KKKKK

)
111 11111

1
+−+−

−−= ρ)( , 

pjiiiiiiiiiij
rn vvubuaaaaaad

sqqqqsssk
KKKKK

)
112 11111

1 ρ+−+−
⋅−= −)( , 

pjiiiiiiiiiij
rn vvuubaaaaaad

sqqqqsssk
KKKKK

)
113 11111

1 ρ+−+−

−−= )( . 

 

Обозначим xaa jiij k :=⋅⋅K1 , φ=⋅⋅
−+

:11 ssqq iiii aa K , 

ϕ=⋅⋅
−+

:11 qqss iiii aa K , тогда сопряжённые к ним равняются 

φ=⋅⋅
+− qqss iiii aa 11 K  и ϕ=⋅⋅

+− ssqq iiii aa 11 K . Учитывая, что по усло-

вию теоремы skk iiji aa = , ,sss iiji aa 11 −−
=  sss iiji aa 11 ++

= , найдем сумму 

этих мономов 

=+++ 321 dddd
)))

 

−φϕ+ϕφ−= ρρ
− uxbuuxburn KK 11()1(  

=ϕφ−φϕ− ρρ pvvubuxubux KKK 111 )  

=ϕφ+φϕ−φϕ+ϕφ−= ρρ
−

p
rn vvubuxuxbu KKK 111 ))()(()1(

 
p

rn vvubuxuxbu KKK 111 ))()(()1( ρρ
− φϕ−ϕφ−= tt . 

 

Поскольку, по лемме 2.5.2 Ftt ∈φ⋅ϕ=ϕ⋅φ )()( , то снова 

0321 =+++ dddd
)))

. 
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в) Если же в выбранном мономе d  индекс si  находится в том же 

цикле, что и индекс j , тогда d  представляется в виде 2d  или 3d , 2d
)

 

или 3d
)

, и или 1d~ , или 1d
(

. И как показано выше, для каждого из них на 

множестве мономов определителя ( )bijj ⋅..rdet aA  обнаружатся еще 

один или три таких ему соответствующие, что сумма такой пары или 

четверки мономов равняется нулю.  

Поскольку, мы рассмотрели все возможные, в зависимости от раз-

мещения элемента i -й строки, типы монома d  определителя 

( )bijj ⋅..rdet aA  и для каждого из них существует один или три таких 

соответствующих монома, что сумма этой пары или четверки мономов 

равняется нулю, тогда ( ) 0=⋅bijj ..rdet aA  для всех nji ,1, =  таких, что 

ji ≠ . 

Теорема доказана. 

Следствие 2.6.2. Если матрица ( )ij .. aA  получается из эрмитовой 

матрицы )( S,M n∈A  заменой ее i -го столбца ее j -м столбцом, тогда 

( ) 0=ijj ..rdet aA  для всех nji ,1, =  таких, что ji ≠ . 

Доказательство следствия, очевидно, вытекает из теоремы 2.6.7, по-

ложив 1=b .  

Теорема 2.6.8. Если ( ).. ji b aA ⋅  - матрица, которую получим из эр-

митовой матрицы A , заменив ее i -ю строку j -й строкой умноженной 

слева на произвольный элемент b  тела S , тогда ( ) 0=⋅ ..сdet jii b aA  для 

всех nji ,1, =  таких, что ji ≠ . 

Доказательство аналогичное доказательству теоремы 2.6.7. 

Следствие 2.6.3. Если матрица ( ).. ji aA  получается из эрмитовой 

матрицы )( S,M n∈A  заменой ее i -й строки j -м строкой, тогда 

( ) 0=..сdet jii aA  для всех nji ,1, =  таких, что ji ≠ . 
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Доказательство следствия, очевидно, следует из теоремы 2.6.8, по-

ложив 1=b .  

Лемма 2.6.1. Если ( )bii ⋅.. aA  - матрица, которую получим из эрми-

товой матрицы )( S,M n∈A , умножив справа ее i -й столбец на произ-

вольный элемент b  тела S , тогда для произвольного ni ,1=  получим 

 

( ) ( ) bbb iiiiii ⋅=⋅=⋅ AaAaA detrdetrdet .... .  

 

Доказательство. Рассмотрим произвольный моном d  строчного оп-

ределителя ( )biii ⋅..rdet aA  для произвольного ni ,1= , где ( )bii ⋅.. aA  - 

матрица, которую получим из эрмитовой матрицы умножив ее i -й стол-

бец справа на произвольный элемент b  тела S . Обозначим iik =:1 . 

 

×−=
++++

− KKK
222122111111 klkkkklkkk iiiiiiii

rn aabaad 1)(  

r
rn

iiii hhbhaa
rkrlrkrkrk

⋅⋅⋅⋅−=× −
++

KK 211
1

)( ,                       (2.16) 

 

где 
skslsksksk iiiis aah

++
⋅⋅= K1  для всех 1,s r= .  

Если 1=sl , то =⋅=
++ sksksksk iiiis aah 11 Fn ∈

+
)( 1sksk iia , а если 0=sl , 

тогда F∈=
sksk iis ah . Пусть хотя бы при некотором s  выполняется не-

равенство 2≥sl .   

Индексы элементов матрицы A  в мономе d  образуют подстановку 

σ , которая согласно определению строчного определителя в обычной 

форме записана прямым произведением независимых циклов, а в нор-

мальной форме является упорядоченной слева. Обозначим через 

( ) ( )sssss lkkkks iiii ++=σ K1:  независимый цикл, который образуют индек-
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сы монома d  и которому отвечает множитель sh . Тогда 

( ) ( )1
1

++
− =σ

sssss klkkks iiii Kο  - независимый цикл, обратный к ( )sks iσ , и 

которому отвечает множитель sh . На множестве всех мономов опреде-

лителя ( )biii ⋅..rdet aA , индексы которых образуют подстановки в обыч-

ной форме записанные прямым произведением независимых циклов 

( )sks iσ  или ( )sks i1−σ , сохраняя их последовательность по s  от 1 к r , а в 

нормальной форме - упорядоченные слева согласно (2.2)-(2.3), найдутся 

еще 12 −p  таких мономов, (где ρ−= rp , а ρ  – количество циклов пер-

вого и второго порядка), что их сумма 1C , - этих мономов вместе с d , по 

лемме 2.5.1 равняется:  

)t()t()( phhbC rn
νν

− α⋅−= K11 , 

 

где F∈α  - произведение множителей, индексы которых составляют не-

зависимые циклы первого и второго порядка. Поскольку Ft ∈ν )( kh  для 

всех }1{ rk ,,K∈ν , и pk ,1= . Тогда все множители C , кроме b , являются 

элементами поля F , а потому b  коммутирует с ними. Поскольку это 

выполняется для произвольного d , то для ( )biii ⋅..rdet aA , как для сум-

мы всех возможных мономов вида (2.16) выполняется равенство 

( ) AAaA detrdetrdet .. ⋅=⋅=⋅ bbb iiii .  

  Равенство ( ) AAaA detrdetrdet .. ⋅=⋅=⋅ bbb iiii  очевидно справед-

ливо в силу теоремы 2.4.3. 

Лемма доказана. 

Лемма 2.6.2. Если ( ).. ii b aA ⋅  - матрица, которую получим из эрми-

товой матрицы )( S,M n∈A , умножив слева ее i -ю строку на произ-
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вольный элемент b  тела S , тогда для произвольного ni ,1=  получим 

( ) ( ) AaAaA detсdetсdet .... ⋅=⋅=⋅ bbb iiiiii   

Доказательство аналогичное доказательству леммы 2.6.1. 

Определение 2.6.1. Будем говорить, что i -я строка, 

( )inii aa ,,. K1=a , матрицы ( ) nmija
×

=A  над телом S  является левой ли-

нейной комбинацией строк .. ,, kii aa K1  с коэффициентами kcc ,,K1 , где 

mk Ii ∈  и S∈lc  для произвольного kl ,1= , если 

... kikii cc aaa ⋅++⋅= K11 . 

Теорема 2.6.9. Если i -ю строку эрмитовой матрицы )( S,M n∈A
 

заменить левой линейной комбинацией ее других строк, то строчный 

определитель по i -й строке и столбцовый определитель по i -му 

столбцу такой матрицы равняется нулю для произвольного ni ,1= . 

Доказательство. Пусть ( )... kikii cc aaA ⋅++⋅ K11  - матрица, которую 

получим из эрмитовой матрицы A , заменив ее i -ю строку левой линей-

ной комбинацией ее других строк, где {}iIi nl \∈  для всех kl ,1=  таких, 

что nk < , тогда по теореме 2.4.4 для произвольного ni ,1=  выполняются 

равенства 

( )=⋅++⋅ ...rdet kikiii cc aaA K11  

( ) ( ).... rdetrdet kikiiiii cc aAaA ⋅++⋅= K11 , 

а также  

( )=⋅++⋅ ...cdet kikiii cc aaA K11  

( ) ( ).... cdetcdet kikiiiii cc aAaA ⋅++⋅= K11 . 
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Но по теореме 2.6.5 ( ) 0=⋅ ..rdet lilii c aA  и по теореме 2.6.8 

( ) 0=⋅ ..cdet lilii c aA  для всех kl ,1=  и для произвольного ni ,1= , тогда 

( ) 011 =⋅++⋅ ...rdet kikiii cc aaA K  и ( ) 011 =⋅++⋅ ...сdet kikiii cc aaA K .  

Теорема доказана. 

Определение 2.6.2. Будем говорить, что j -й столбец 

( )Tjmjj aa ,,1 K=.a  матрицы ( ) nmija
×

=A  над телом S  является правой 

линейной комбинацией столбцов ,. 1ja
kj.,aK  для всех nk Jj ∈  с коэффи-

циентами kcc ,,K1 , где S∈lc  для произвольного kl ,1= , если 

kjjj cc
k
⋅++⋅= ... aaa K11

. 

Теорема 2.6.10. Если все элементы j -го столбца эрмитовой мат-

рицы )( S,M n∈A  заменить правой линейной комбинацией ее других 

столбцов, то столбцовый определитель по j -му столбцу и строчный 

определитель по j -й строке такой матрицы равняется нулю для произ-

вольного nj ,1= . 

Доказательство аналогичное доказательству теоремы 2.6.9. 

Следствие 2.6.4. Если i -я строка (столбец) эрмитовой матрицы 

)( S,M n∈A
 
для произвольного ni ,1=  является левой линейной комбина-

цией ее других строк (является правой линейной комбинацией ее других  

столбцов), тогда 0=Adet . 

Доказательство. Согласно с условием теоремы 

... kikii cc aaa ⋅++⋅= K11 , где S∈lc  для всех kl ,1=  таких, что nk < . 

Это означает, что для произвольного nIj∈  выполняется равенство 

jikjiij kacaca ⋅++⋅= K11 , тогда в силу того, что матрица )( S,M n∈A  - 

эрмитовая, kjijiijji cacaaa k ⋅++⋅== K11 , т.е., 
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kiii cc k ⋅++⋅= ... aaa K11 , 

 

где S∈lc  для всех kl ,1=  таких, что nk < . Таким образом, если у эрми-

товой матрицы i -я строка является левой линейной комбинацией ее 

строк с индексами kii ,,1 K , то тогда ее i -й столбец является правой ли-

нейной комбинацией ее других столбцов с теми же индексами kii ,,1 K . 

Матрицу A  можно представить также, как ( )... kikii cc aaA ⋅++⋅ K11  

- матрицу, которую получим из матрицы A
 
заменой ее i -й строки - ле-

вой линейной комбинацией ее строк с индексами kii ,,1 K , тогда по тео-

реме 2.6.9, получим 

 

( )=⋅++⋅= ...detdet kikii cc aaAA K11  

( ) 011 =⋅++⋅= ...rdet kikii cc aaA K . 

 

Аналогично, если матрицу A  рассматривать, как матрицу 

( )kiii cc k ⋅++⋅ ... aaA K11 , которую получим из матрицы A
 
заменой ее 

i -го столбца - правой линейной комбинацией ее столбцов с индексами 

kii ,,1 K , тогда по теореме 2.6.10 получим 

 

( )=⋅++⋅= kiii cc k ...detdet aaAA K11  

( ) 011 =⋅++⋅= kiii cc k ...cdet aaA K . 

 

Следствие доказано. 

Теорема 2.6.11. Если к i -й строке эрмитовой матрицы )( S,M n∈A
 

прибавить произвольную левую линейную комбинацию ее других строк, 

то строчный определитель по i -й строке и столбцовый определитель 
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по i -му столбцу такой матрицы равняются определителю эрмитовой 

матрицы A  (для произвольного ni ,1= ). 

Доказательство. Пусть ( ).... kikiii cc aaaA ⋅++⋅+ K11  - матрица, ко-

торую получим из эрмитовой матрицы A , прибавив к ее i -й строке ле-

вую линейную комбинацию ее других строк, где S∈lc  для всех kl ,1=  

таких, что nk < , тогда по теореме 2.4.5 для произвольного ni ,1=  
 

( )=⋅++⋅+ ....rdet kikiiii cc aaaA K11  

( )...rdetrdet kikiiii cc aaAA ⋅++⋅+= K11 ,  

а также 

( )=⋅++⋅+ ....сdet kikiiii cc aaaA K11  

( )...сdetсdet kikiiii cc aaAA ⋅++⋅+= K11 . 

 

Поскольку, по теореме 2.6.9 ( ) 011 =⋅++⋅ ...rdet kikiii ccA aa K  и 

( ) 011 =⋅++⋅ ...сdet kikiii ccA aa K , то для эрмитовой матрицы A  полу-

чим 

( ) AAaaaA detrdetrdet .... ==⋅++⋅+ iikiiii kcc K11 , 

( ) AAaaA detсdetсdet ... ==⋅++⋅ iikiii kcc K11 . 

 

Теорема доказана. 

Теорема 2.6.12. Если ко всем элементам j  -го столбца эрмитовой 

матрицы )( S,M n∈A
 
прибавить произвольную правую линейную ком-

бинацию ее других столбцов, то столбцовый определитель по j -му 

столбцу и строчный определитель по j -й строке такой матрицы рав-

няется определителю эрмитовой матрицы A  (для произвольного 

nj ,1= ).  
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Доказательство аналогичное доказательству теоремы 2.6.11, опира-

ясь на теоремы 2.4.6 и 2.6.10. 

 

2.7. Диагонализация эрмитовой матрицы 

 

Теорема 2.7.1. Если )( S,M n∈A  - эрмитовая матрица и ( )bijP  - 

элементарная унимодулярная матрица, тогда 

( ) ( )( )bb ijij
∗⋅⋅= PAPA detdet  для всех nji ,1, =  таких, что ji ≠ . 

Доказательство. Сначала заметим, что для произвольной квадратной 

матрицы )( S,M n∈U  и эрмитовой )( S,M n∈A , матрица AUU∗  - эрми-

товая. Действительно, из свойств сопряжённой матрицы по лемме 2.3.2 

получим ( ) AUUUAUAUU ∗∗∗∗∗ == . 

Умножение матрицы A  слева на элементарную унимодулярную 

матрицу ( )bijP  равносильно прибавлению к i -й строке матрицы A  ее j -

й строки умноженной слева на S∈b . Умножение матрицы A  справа на 

матрицу ( )bij
∗P , в свою очередь, равносильное прибавлению к i -му 

столбцу матрицы A  ее j -го столбца умноженного справа на b . Таким 

образом, 

( ) ( ) =⋅⋅ ∗ bb ijij PAP  
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Тогда, в силу теорем 2.4.5 и 2.4.6, получим 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )=⋅⋅=⋅⋅ ∗∗ bbbb ijijiijij PAPPAP cdetdet  
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( ) ( ) +⋅+⋅+= bb jiijiii .... cdetcdetcdet aAaAA  
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Матрица ( )( ) ( ).... jiji

nnnjn

jnjjj

nj

b

aaa

bababa

aaa

aaA ⋅=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

KK

KKKKK

KK

KKKKK

KK

1

1

1111

 получается 

из матрицы A  последовательным применением замены ее i -го столбца 

ее j -м столбцом, а потом замены i -й строки полученной матрицы ее j -

й строкой умноженной слева на элемент S∈b . Таким образом, ее i -й 

строкой является .jb a⋅ , а ее j -м строкой есть строка .ja , поэтому по 

теореме 2.6.8 ( )( ) ( ) 0=⋅ ....cdet jijii b aaA . Кроме того, по теореме 2.6.4 

( ) 0=jii ..cdet aA  и по теореме 2.6.8 ( ) 0=⋅ ..cdet jii b aA . 

Итак, ( ) ( )( ) AAPAP detcdetdet ==⋅⋅ ∗
iijij bb . 

Теорема доказана. 

Теорема 2.7.2. Если )( S,M n∈A  - эрмитовая матрица и 

( )S,SL n∈U  - произвольная унимодулярная матрица, тогда 

  

( )∗⋅⋅= UAUA detdet .    (2.17) 

 

Доказательство. Отметим, что для произвольной унимодулярной ма-

тицы ( )S,SL n∈U  существует такой ряд { } ( )S,SL,, nm ⊂∃ PP K1  элемен-

тарных унимодулярных матриц ( )kijk bPP = , т.е. существует такое нату-

ральное число N∈m , что для произвольного mk ,1=  существует эле-

мент тела S∈kb , и существуют индексы nIi∈ , nIj∈  при этом ji ≠ , что 

1PPU ⋅⋅= Km . Тогда ∗∗∗ ⋅⋅= mPPU K1 . 

Докажем формулу (2.17) индукцией по m . 

а) Случай 1=m  доказывает теорема 2.7.1. 
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б) Пусть теорема выполняется для 1−m , т.е., 11 PPU ⋅⋅= − Km  и 

 

( )∗−
∗

− ⋅⋅⋅⋅⋅⋅= 1111 mm PPAPPA KKdetdet  

 

Обозначим APPAPP ~=⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ∗
−

∗
− :1111 mm KK , как следует из теоремы 

2.7.1, матрица A~  - эрмитовая. 

в) Докажем теперь равенство (2.17) для случая m . Пусть 1PPU ⋅⋅= Km , 

тогда в силу теоремы 2.7.1 

 

( ) ( ) .det~det~detdet AAPAPPPPAPPP ==⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ∗∗∗
−

∗
− mmmmmm 1111 KK  

 

Теорема доказана. 

Лемма 2.7.1. Если ( )S,SL n∈U , тогда { } ( )S,SL, n∈∗− UU 1 . 

Доказательство. Пусть произвольная унимодулярная матрица факто-

ризируется следующим образом  

 

∏
=

=
m

k
k

1
PU ,                                          (2.18) 

 

где ( )kijk bPP =  - элементарные унимодулярные матрицы. Т.е., сущест-

вует такое m∈N , что для всех 1k m= ,  существуют элементы kb ∈S  и 

индексы ni I∈  и nj I∈  такие, что i j≠ , для которых выполняется равен-

ство (2.18). Тогда 

 

( ) ( ) S),SL( nbb kijkijk ∈−== −− PPP 11  и S),SL( n
mk

k ∈=∏
=

−−1 11 UP , 
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( ) ( ) S),SL( nbb kjikijk ∈== ∗∗ PPP  і. S),SL( n
mk

k ∈=∏
=

∗∗1
UP  

 

Лемма доказана. 

Определение 2.7.1. Будем говорить, что эрмитовая матрица A  

унимодулярно подобная эрмитовой матрице B , если существует такая 

унимодулярная матрица ( )S,SL n∈U , что ∗⋅⋅= UBUA . 

Отношение “эрмитовая матрица A  унимодулярно подобная эрмито-

вой матрице B ” будем обозначать: BA ∗~ . 

Теорема 2.7.3. Отношение унимодулярного подобия эрмитовых 

матриц является отношениям эквивалентности, а именно оно 

а) рефлексивное: AA ∗~ ; 

б) симметричное: ABBA ∗⇔∗ ~~ ; 

в) транзитивное: CACBBA ∗⇒∗∗ ~)~,~( . 

Доказательство. Пункт а) теоремы доказан теоремой 2.7.2. 

Докажем пункт б). Пусть BA ∗~ . Это означает, что существует такая 

унимодулярная матрица ( )S,SL n∈U , что ∗⋅⋅= UBUA . Умножив это 

равенство слева на 1−U  и справа на 1−∗ )( U , получим 

11 −∗− ⋅⋅= )( UAUB . Поскольку, в силу леммы 2.7.1, ( )S,SL n∈−1U  и 

( )S,SL)( n∈−∗ 1U , то утверждение пункта б) доказано. 

Докажем пункт в). Поскольку, BA ∗~  означает существование уни-

модулярной матрицы ( )S,SL n∈U  такой, что ∗⋅⋅= UBUA , а с CB ∗~  

вытекает существование ( )S,SL n∈V  такой, что ∗⋅⋅= VCVB . Тогда, 

умножив последнее равенство слева на матрицу U  и справа на ∗U , по-

лучим 
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∗∗∗∗ ⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅= )( UVCUVUVCUVUBUA ,  (2.19) 

 

Понятно, что матрица ( )S,SL n∈UV , поэтому равенство (2.19) дока-

зывает пункт в). 

Теорема доказана. 

Теорема 2.7.4. Если )( S,M n∈A  - эрмитовая матрица, тогда A  

унимодулярно подобная некоторой диагональной матрице с элементами 

поля F  на главной диагонали, т.е., существует такая унимодулярная 

матрица ( )S,SL n∈∃U , что ( )nµµ ,,diag K1=⋅⋅ ∗UAU , где 

( )nµµ ,,diag K1  - диагональная матрица с элементами F∈iµ для всех 

ni ,1=  на главной диагонали. При этом nµµ ⋅⋅= K1Adet . 

Доказательство. Рассмотрим первый столбец матрицы A . Возможны 

следующие случаи: 

1. Пусть 011 ≠a , тогда положим F∈= 111 aµ . Умножая последова-

тельно матрицу A  слева на элементарные унимодулярные матрицы 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ

−
1

1
1

i
i

aP  для всех ni ,2=  получим матрицу, в которой все элементы 

первого столбца, кроме диагонального, нулевые. 

Поскольку, 
1

1

1

1
µ

−=
µ

− ii aa , то ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗

1

1
1

1

1
1 µµ

i
i

i
i

aa PP . Умножая после-

довательно матрицу A  справа на элементарные унимодулярные матри-

цы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ

−∗

1

1
1

i
i

aP  для всех ni ,2=  получим нулевыми все элементы первой 

строки, кроме диагонального. При этом, учитывая теорему 2.7.1, матри-

ца ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ

−⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ

− ∗

1

1
1

1

1
1

i
i

i
i

aa PAP  остается эрмитовой. 

2. Пусть 011 =a  и существует такой индекс nIi∈ , что 01 ≠ia . Тогда, 

умножив матрицу A  слева на элементарную унимодулярную матрицу 
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( )ii a11P  и справа на ( )11 ii aP , получим матрицу A~  с элементом 

( ) F)n(~ ∈+= iii aaa 2111 . Положим 111 a~=µ . Тогда, снова умножая по-

следовательно матрицу A  слева на элементарные унимодулярные мат-

рицы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

1

1
1 µ

i
i

aP  и справа на матрицы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗

1

1
1 µ

i
i

aP  для всех ni ,2= , полу-

чим матрицу, в которой все элементы первой строки и столбца, кроме 

диагонального, являются нолями.  

3. Пусть 01 =ia  для всех ni ,1= , тогда положим 111 a=µ . 

Проведя описанную процедуру для каждого диагонального элемента 

и элементов соответствующих строк и столбцов, через конечное количе-

ство операций умножений эрмитовой матрицы A  слева на элементарные 

унимодулярные матрицы ( )kijk bPP =  и справа на ( )kijk bPP =∗  построим 

диагональную матрицу с элементами главной диагонали F∈iµ  для всех 

ni ,1= . Положим ∏=
k

kPU , тогда по теореме 2.7.2 

 

( ) nn µµµµ ⋅⋅==⋅⋅ ∗ KK 11 ),,(diagdet)det( UAU . 

 

Теорема доказана. 

Замечание 2.7.1. Аксиома 2 для определителя эрмитовой матрицы 

выполняется только для коммутирующих эрмитовых матриц, поскольку 

произведение эрмитовых матриц является эрмитовой матрицей только, 

когда множители коммутируют. Действительно, из того, что BAAB = , 

где ∗= AA  и ∗= BB  вытекает ( ) ABBAABAB === ∗∗∗ , тогда  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) =ηηµµ=⋅⋅⋅⋅= ∗∗
nn ,,diag,,diagdetdetdet KK 11VBVUAUAB  

BA detdet ⋅=η⋅⋅η⋅µ⋅⋅µ=η⋅µ⋅⋅η⋅µ= nnnn KKK 1111 . 
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2.8. Выводы.  

 

1. В первом подразделе показано, что основным телом над которым 

рассматривается объект исследований, – алгебра матриц, есть те-

ло с инволюцией, которое является ассоциативной композицион-

ной нерасщепляемой алгеброй над полем нулевой характеристи-

ки. Единственным примером ассоциативной некоммутативной 

композиционной нерасщепляемой алгебры есть кватернионовая 

алгебра с делением.  

2. Во втором подразделе вводятся новые понятия столбцовых и 

строчных определителей квадратных матриц над телом. Показа-

но, что каждый из них удовлетворяет свойство разложения Лап-

ласа по соответствующей строке или столбцу. А в целом множе-

ство всех строчных и столбцовых определителей разрешает про-

вести разложение по любой строке (2.5) или столбцу (2.10). Дока-

заны леммы, которые раскрывают левые и правые алгебраические 

дополнения. 

3. В третьем подразделе вводятся основные понятия алгебры матриц 

над телом. Рассматриваются свойства сопряжённой и транспони-

рованной матриц.  

4. В четвертом подразделе исследуются свойства строчных и столб-

цовых определителей произвольной квадратной матрицы над те-

лом с инволюцией. В частности, показано, что эти определители, 

как матричные функционалы, являются аддитивными по любой 

строке или столбцу, т.е., удовлетворяют аксиому 3∗ , а также ак-

сиому 3. В тот же время, в целом они не удовлетворяют ни ак-

сиому 2, ни ключевую для определения определителя аксиому 1. 

Поэтому для произвольной квадратной матрицы над ассоциатив-
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ной композиционной нерасщепляемой алгеброй введенные мат-

ричные функционалы еще не являются определителями в полном 

смысле. 

5. В пятом подразделе доказано равенство между собой всех столб-

цовых и строчных определителей эрмитовой матрицы над телом с 

инволюцией и доказано, что свое значение они принимают в поле 

– центре данного тела. Это значение, в силу его однозначности, 

принимается как определитель эрмитовой матрицы. Показано, 

что для эрмитовой матрицы над телом этот определитель совпа-

дает с определителем Мура, а всё множество столбцовых и 

строчных определителей является его полным и естественным 

обобщениям для произвольных квадратных матриц над телом с 

инволюцией. 

6. В шестом подразделе исследуются свойства определителя эрми-

товой матрицы, выраженные через её столбцовые и строчные оп-

ределителей.  

7. В седьмом подразделе вводится понятие унимодулярного подо-

бия эрмитовых матриц над телом. Доказано, что это подобие яв-

ляется отношением эквивалентности для эрмитовых матриц. До-

казано, что любая эрмитовая матрица над телом с инволюцией 

унимодулярно подобна диагональной матрице, элементы которой 

принадлежат полю. Показано, что при определенных условиях 

определитель эрмитовой матрицы удовлетворяет аксиому 2. 

Основные результаты раздела изложены в роботах [9-11, 14, 15]. 
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РАЗДЕЛ 3 

АНАЛОГ КЛАССИЧЕСКОЙ ПРИСОЕДИНЕННОЙ МАТРИЦЫ 

НАД ТЕЛОМ 

 

 

3.1. Классическая присоединенная матрица для эрмитовой над 

телом 

 

Определение 3.1.1. Пусть ( )S,M n∈A . Матрица 1)( −AL  называется 

левой обратной к матрице A , если IAA =⋅−1)(L . 

Определение 3.1.2. Пусть ( )S,M n∈A . Матрица 1)( −AR называется 

правой обратной к матрице A , если IAA =⋅ −1)(R . 

Определение 3.1.3. Эрмитовую матрицу над телом S  будем назы-

вать невырожденной, если ее определитель не равняется нулю, и выро-

жденной в противоположном случае. 

Теорема 3.1.1. Для эрмитовой невырожденной матрицы 

( )S,M n∈A  существует единая правая обратная матрица 1−)( AR  и 

единая левая обратная матрица 1−)( AL , и они равны между собой, 

( ) ( ) 111 : −−− == AAA LR . При этом 
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( )
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где ijR  и ijL  - соответственно правое и левое алгебраические допол-

нения элемента ija  матрицы A  для всех nji ,, 1= .  

Доказательство. Пусть ( ) 1−⋅= AAB R . Найдем элементы матрицы B , 

непосредственно перемножая матрицы и применив формулу (2.5). Для 

всех ni ,1=  получим 

 

( ) ( ) 11

1

1 ===⋅= −

=

− ∑ A
AAAA det

detrdetdetdet i
n

j
jijiii Rab , 

 

а при условии ji ≠ , 

 

( ) ( ) ( ),rdetdetdet .. ijj
n

s
sjsiji Rab aAAA 1

1

1 −

=

− =⋅= ∑   

 

где ( ).. ij aA  - матрица, которую получим из матрицы A , заменив ее j -ю 

строку i -й строкой. По теореме 2.6.3 ( ) 0=..rdet ijj aA  для всех nji ,, 1=  

таких, что ji ≠ . 

Итак, 0=jib  для всех nji ,, 1=  таких, что ji ≠ . 

Таким образом, IB =  - единичная матрица, а потому матрица ( ) 1−AR  

есть правой обратной к эрмитовой матрице A . 
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Пусть теперь ( ) AAD ⋅= −1L . Снова найдем элементы матрицы D , 

непосредственно перемножая матрицы и воспользовавшись формулой 

(2.10). Для всех ni ,1=  получим 

 

( ) ( ) ,det
detcdetdetdet 11

1

1 ===⋅= −

=

− ∑ A
AAAA j

n

i
jijiii aLd   

 

а при условии ji ≠  имеем, 

 

( ) ( ) ( )jii
n

s
jsisji aLd ..cdetdetdet aAAA 1

1

1 −

=

− =⋅= ∑ , ( )ji ≠ , 

 

где ( )ji .. aA  - матрица, которую получим из матрицы A , заменив ее i -й 

столбец j -м столбцом. По теореме 2.6.4 ( ) 0=jii ..cdet aA  для всех 

nji ,, 1=  таких, что ji ≠ . 

Итак, 0=ijd  для всех nji ,, 1=  таких, что ji ≠ .  

Таким образом, ID =  - единичная матрица, а потому матрица ( ) 1−AL  

является левой обратной к матрице A . 

Равенство матриц ( ) ( ) 11 −− = AA RL  следует (см., например [27]) из ус-

ловия единственности обратной матрицы для оборотной матрицы из 

кольца ( )S,M n . Равенство матриц можно также доказать, показав ра-

венство их соответствующих элементов.  

Рассмотрим два соответствующих элемента этих матриц, размещен-

ных на пересечении i -й строки и j -го столбца, ( ) jiL1−Adet  и 

( ) jiR1−Adet , для некоторых nji ,, 1= . Левое алгебраическое дополнение 
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jiL  является суммой мономов - произведений элементов матрицы jiA , 

каждый из которых начинается справа элементом i -го столбца. Рас-

смотрим произвольный такой моном 

 

×−=
++++

−
2122221

11 kklkkrkrkrlrkrk iiiiiiii
rn aaaad KKK)(  

iiijr
rn

iiij klkklk
aahhaa

11111111 21
++++

⋅⋅⋅⋅⋅−=× − KKK )( , 

 

где 
skskslsksk iiiis aah 1++

⋅⋅= K для всех rs ,2= . Если 1=sl , то 

Fn ∈=⋅=
+++

)(
111 sksksksksksk iiiiiis aaah , а если 0=sl , то F∈=

sksk iis ah  для 

всех rs ,2= . Если же 11 =l , тогда положим jik =+11 . 

Пусть τ  - количество циклов первого и второго порядков в подста-

новке, которую образуют индексы элементов монома 1d . Произведение 

элементов матрицы, индексы которых образуют циклы первого и второ-

го порядков, принимает своё значение в поле F . Обозначим его через 

F∈α . Через isi hu =:  для всех pi ,1= , где τ−= rp , обозначим произве-

дения элементов, индексы которых образуют циклы больше чем второго 

порядка, тогда  

iiijp
rn

klk aauud 111111 1
++

⋅⋅⋅⋅⋅−= − KKα)( . 

 

Среди слагаемых суммы jiL  рассмотрим еще 12 −p  таких, которые 

имеют одинаковый знак и являются произведениями выражения 

( ) iiij
n

klk aa 1111
1

++
⋅⋅⋅α− K  слева на каждый из множителей вида ku  или ku  

для всех pk ,1= , сохраняя их ниспадающую последовательность по k . 

Воспользовавшись леммой 2.5.2, найдем сумму 1C , - этих слагаемых 

вместе с 1d . 
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( ) ( ) .tt)( iiijp
rn

klk aauuC 111111 1
++

⋅⋅⋅⋅⋅α−= − KK

  

Рассмотрим правое алгебраическое дополнение jiR , что является 

суммой мономов - произведений элементов матрицы jiA , каждый из 

которых начинается слева элементом j -й строки. Среди них можно вы-

брать такой 2d , который соответствует моному 1d , 

 

=−=
++++++

−
rkrkrlrkrkkklkkklk iiiiiiiiiiij

rn aaaaaad
12122221111

12 KKKK)(  

,)( piiij
rn uuaa

klk
KK 11111

1
++

α−= −  

 

где F∈α  - произведение элементов, индексы которых образуют циклы 

первого и второго порядков, а iu  - произведения элементов матрицы, 

индексы которых образуют циклы более чем второго порядка для всех 

pi ,1= , где τ−= rp . 

Среди слагаемых суммы jiR  снова рассмотрим еще 12 −p  таких, ко-

торые имеют одинаковый знак и являются произведениями выражения 

( ) iiij
n

klk aa 1111
1

++
⋅⋅⋅α− K  справа на каждый из множителей вида ku  или 

ku  для всех pk ,1= , сохраняя их упорядоченность по k . Найдем сумму 

2C , - этих слагаемых вместе с 2d , воспользовавшись леммой 2.5.2, 

 

( ) ( ) .tt)( iiijp
rn

klk aauuC 111112 1
++

⋅⋅⋅⋅⋅α−= − KK  

 

Очевидно, что 21 CC = . Итак, любой сумме p2  соответствующих 

мономов левого алгебраического дополнения jiL  отвечает равная ей 

сумма p2  соответствующих мономов правого алгебраического допол-
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нения jiR . Отсюда, для всех nji ,, 1=  получим равенство 

( ) ( ) jiji RL 11 −− = AA detdet , которое означает ( ) ( ) .111 : −−− == AAA RL  

Теорема доказана. 

Замечание 3.1.1. Как следует из теоремы 3.1.1, можно однозначно 

построить классическую присоединенную [ ]AAdj  к эрмитовой матрице 

A . Т.е., в случае, когда ( )S,M n∈A  - эрмитовая матрица, то ее класси-

ческую присоединенную можно представить, как матрицу, элементы ко-

торой являются левыми алгебраическими дополнениями 

( ) nnijL
×

=][AAdj  или правыми алгебраическими дополнениями 

( ) nnijR
×

=][AAdj  матрицы A . И над телом S  для эрмитовой невырож-

денной матрицы A  выполняется формула известная из линейной алгеб-

ры над полем комплексных чисел: 

 

[ ]
A
AA

det
Adj

=−1 . 

 

Теорема 3.1.2. Матрица обратная к эрмитовой матрице над телом 

S  есть эрмитовой. 

Доказательство. Утверждение теоремы, очевидно, следует из свойст-

ва произведения сопряженных матриц. А именно, для эрмитовой матри-

цы ( )S,M n∈A  по лемме 2.3. 2-в) выполняется следующее 

 

( ) ( ) ( ) AAAAAAAA
∗−∗∗−∗−− ==== 1111 I . 

 

Откуда, ( ) 11 −∗− = AA . А это и означает, что матрица A  есть эрмито-

вой. 
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Приведем также другое доказательство теоремы в рамках и средст-

вами теории столбцовых и строчных определителей. 

Пусть ( ) nnijd
×

− =1A  - матрица, обратная к невырожденной эрмито-

вой матрице ( )S,M n∈A . Рассмотрим ее в виде правой обратной матри-

цы ( ) 1−AR . Элементами ее главной диагонали есть ( ) iiii Rd 1−= Adet  для 

всех ni ,1= . Согласно лемме 2.2.1, ii
kiiR Ardet= , где 

{ }ilnllk ≠=∀= ,,|min 1 . Поскольку, для всех ni ,1=  подматрица iiA  

матрицы A  также является эрмитовой матрицей, тогда для всех ni ,1=  и 

индекса { }ilnllk ≠=∀= ,,|min 1  получим соотношение 

Fdetrdet ∈= iiii
k AA . Отсюда, ( ) Fdetdet ∈= − ii

iid AA 1  для всех 

ni ,1= , т.е., все элементы главной диагонали - элементы поля F . 

Рассмотрим теперь элементы матрицы ( ) 1−AR  симметричные отно-

сительно главной диагонали, ( ) jiji Rd 1−= Adet  и ( ) ijij Rd 1−= Adet , для 

некоторых nji ,, 1=  таких, что ji ≠ . Из теоремы 3.1.1, из равенства пра-

вой и левой обратных к эрмитовой матрице следует равенство их соот-

ветствующих элементов jiji LR =  для всех nji ,, 1= . Рассмотрим произ-

вольный моном g  левого алгебраического дополнения jiL  

 

.iiijiiiiiiii
rn

klkkklkkrkrkrlrkrk
aaaaaag

11112122221
)1(

++++++

−−= KKKK  

 

Среди мономов правого алгебраического дополнения ijR  найдем соот-

ветствующий ему моном f  такой, что 
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=−=

=

++++++
−

rkrlrkrkrkklkkklkk iiiiiiiijiii
rn aaaaaa

f

KKKK 12221221111
1)(

 

( ) =−=
++++++

−
rlrkrkrkrklkkkklkk iiiiiiiijiii

rn aaaaaa KKKK 12222121111
1  

=−=
++++++

−
iiijiiiiiiii

rn
klkkklkkrkrkrlrkrk aaaaaa 111121222211 KKKK)(  

g= . 

 

Таким образом, для каждого монома левого алгебраического допол-

нения jiL  среди мономов правого алгебраического дополнения ijR  мо-

жем найти сопряженный к нему, поэтому .ijjiji RLR ==  

Отсюда, ijji dd =  для всех nji ,, 1=  таких, что ji ≠ . 

Теорема доказана.  

Теорема 3.1.3. Если A  - невырожденная эрмитовая матрица над 

телом S , тогда ( ) 11 −− = AA detdet . 

Доказательство. Поскольку, матрица ( )S,M n∈A  - невырожденная 

эрмитовая, то, как следует из теоремы 2.7.3, существуют такие элементы 

поля { } F,, ⊂λλ nK1  и такая унимодулярная матрица ( )S,SL n∈U , что 

( ) ∗⋅λλ⋅= UUA n,,diag K1  и nλ⋅⋅λ= K1Adet . Тогда для эрмитовой 

матрицы 1−A , получим 

 

( )( ) ( ) ( ) 111
1

11
1

1 −−−−∗−∗− ⋅λλ⋅=⋅λλ⋅= UUUUA nn ,,diag,,diag KK  

 

По лемме 2.7.1 ( ) ( )S,SL, n⊂
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −∗− 11 UU , тогда по теореме 2.7.3 и в силу 

симметричности унимодулярного подобия, получим 
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( )( ) ( ) ( ) 11
1

11
1

11
1

1 −−−−−−− =λ⋅⋅λ=λ⋅⋅λ=λλ= AA det,,diagdetdet nnn KKK . 

 

Теорема доказана. 

Замечание 3.1.2. Поскольку, ( ) ( ) 111 −−− =≡ AAA LR , и по теореме 

3.1.2 матрица 1−A  - эрмитовая, то матрицы A  и 1−A , а следовательно  

A  и [ ]AAdj  являются эрмитовыми коммутирующими матрицами. Тогда, 

согласно замечанию 2.7.1 о мультипликативности определителя эрмито-

вой матрицы для коммутирующих эрмитовых матриц, получим 

 

( ) [ ] =⋅=⋅ − AAAAA Adjdet 1 ( )AA det,,detdiag K . 

 

Откуда, [ ]( ) ( ) 1−= nAA detAdjdet . 

Подытожим этот подраздел критерием оборотности эрмитовой мат-

рицы над телом с инволюцией S : 

Теорема 3.1.4. Пусть A  - эрмитовая матрица над телом S , следующие 

утверждения эквивалентны: 

а) матрица A  обратимая, т.е., ( )S,GL n∈A ; 

б) 0≠Adet ; 

в) строки матрицы A  линейно независимые слева; 

г) столбцы матрицы A  линейно независимые справа. 

Доказательство. Эквивалентность утверждений а) и б) следует из 

теорем 3.1.1 и 3.1.3. Эквивалентность утверждений б) и в) и б) и г) сле-

дует, соответственно, из теорем 2.6.9 и 2.6.10 и следствия 2.6.4. 

Теорема доказана. 

Замечание 3.1.2. Из теоремы 3.1.4 следует выполнение определите-

лем эрмитовой матрицы аксиомы 1 определение 1.1.1. Итак, учитывая 

замечания 2.4.1 и 2.5.1 определитель произвольной эрмитовой матрицы 
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над телом S  удовлетворяет аксиомы 1 и 3 определение 1.1.1 некоммута-

тивного определителя. 

 

3.2. Свойства правой и левой соответствующих эрмитовых  

        матриц над телом 

 

Определение 3.2.1. Пусть ( ) nmjia
×

=A  матрица над телом S . Будем 

называть матрицу ( )SM ,n∈∗AA  ее левой соответствующей эрмито-

вой, а ( )SM ,m∈∗AA  - ее правой соответствующей эрмитовой матри-

цей. 

Множество nm× -матриц над телом S  обозначим через nm×S . 

Теорема 3.2.1. Если j -й столбец матрицы nm×∈SA  для любого 

nj ,1=  умножить справа на произвольный элемент S∈b , тогда опре-

делитель ее левой соответствующей эрмитовой матрицы умножается 

на норму этого элемента ( )bn . 

Доказательство. Пусть ( )bjj ⋅.. aA  - матрица, которую получим из 

матрицы nm×∈SA , умножив справа ее j -й столбец nm×∈SA  для лю-

бого nj ,1=  на произвольный элемент S∈b . Тогда для ее сопряженной 

матрицы получим 

( )( ) ( ).... jjjj bb aAaA ⋅=⋅ ∗∗ , 

 

где матрица ( ).. jj b aA ⋅∗  получается из матрицы mn×∈SA , умножив ее 

j -ю строку на элемент b , сопряженный к элементу b . Рассмотрим про-

изведение этих матриц. 
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( ) ( )=⋅⋅⋅∗ bb jjjj .... aAaA  
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KK

 j -я 

j -й 

 

Матрица ( ) ( )bb jjjj ⋅⋅⋅∗
.... aAaA  - эрмитовая, j -й столбец которой ум-

ножается справа на b , а j -я строка - слева на b  .Тогда, по теореме 2.4.3 

и по лемме 2.6.1, получим 

 

( ) ( )( ) ( )( )=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ ∗∗ bbbb jjjjjjj ...... rdetdet aAAaAaA  

( ) ( ) ( ) ( )AAAAAA ∗∗∗ =⋅⋅=⋅⋅= detndetrdet bbbbb j . 

 

Теорема доказана. 

Теорема 3.2.2. Если i -ю строку матрицы nm×∈SA  для любого 

ni ,1=  умножить слева на произвольный элемент S∈b , тогда опреде-

литель ее правой соответствующей эрмитовой матрицы умножается 

на норму этого элемента ( )bn . 

Доказательство аналогичное доказательству теоремы 3.2.1. 

Теорема 3.2.3. Если матрица nm×∈SA  имеет два одинаковые 

столбца, тогда определитель ее левой соответствующей эрмитовой 

матрицы AA∗  равняется нулю. 
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Доказательство. Пусть в матрице nm×∈SA  ее s -й и t -й столбцы яв-

ляются одинаковыми, т.е. tisi aa =  для всех mIi∈  таких, что ts ≠ , где 

}{ nJts ⊂, . Тогда у сопряженной матрицы ∗A  будут одинаковыми s -я и 

t -я строки. Рассмотрим их произведение матриц – эрмитовую матрицу 

AA∗ . 

=∗AA  
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Поскольку, для произвольного mIk∈  имеем равенство tksk aa = , то 

∑∑
==

⋅=⋅
m

k
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k
sklk aaaa

11
 для всех nl ,1= . Таким образом, у эрмитовой 
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матрицы AA∗  s -й и t -й столбцы также являются одинаковыми, тогда 

по следствию 2.6.1 ее определитель равняется нулю, .det 0=∗AA  

Теорема доказана. 

Теорема 3.2.4. Если матрица nm×∈SA  содержит два одинаковые 

строки, тогда определитель ее левой соответствующей эрмитовой 

матрицы равняется нулю. 

Доказательство теоремы аналогичное доказательству теоремы 3.2.3. 

Теорема 3.2.5. Если i -й столбец матрицы nm×∈SA  заменить ее j -

м столбцом, (при этом ji ≠ ), умноженным справа на произвольный эле-

мент S∈b , тогда определитель ее левой соответствующей эрмитовой 

матрицы равняется нулю. 

Доказательство. Пусть ( )bji ⋅.. aA  - матрица, которую получим из 

матрицы nm×∈SA , заменив ее i -й столбец ее j -м столбцом умножен-

ным справа на произвольный элемент S∈b , при этом ji ≠  для всех 

nij ,1, = . Тогда ее сопряженной будет матрица ( ).. ji b aA ⋅∗ , которую по-

лучим из матрицы mn×∗ ∈SA , заменив ее i -ю строку ее j -й строкой 

умноженной слева на элемент b . Тогда по теореме 3.2.1, получим 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )jijijiji bbb ........ detndet aAaAaAaA ⋅⋅=⋅⋅⋅ ∗∗ . 

 

Поскольку, матрица ( )ji .. aA  имеет два одинаковых столбца, а именно 

jkik aa =  для всех mk ,1= , тогда по теореме 3.2.3 ее левая соответст-

вующая эрмитовая матрица равняется нулю, ( ) ( )( ) 0=⋅∗
jiji ....det aAaA . 

Теорема доказана. 
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Теорема 3.2.6. Если i -ю строку матрицы nm×∈SA  заменить ее j -

й строкой, (где ji ≠ ), умноженной слева на произвольный элемент 

S∈b , тогда определитель ее правой соответствующей эрмитовой 

матрицы равняется нулю. 

Доказательство аналогичное доказательству теоремы 3.2.5 и следует 

из теорем 3.2.2 и 3.2.4. 

Теорема 3.2.7. Если произвольный столбец матрицы nm×∈SA  явля-

ется правой линейной комбинацией ее других столбцов, тогда опреде-

литель ее левой соответствующей эрмитовой матрицы равняется ну-

лю. 

Доказательство. Пусть j -й столбец матрицы nm×∈SA  является 

правой линейной комбинацией ее k  других столбцов с индексами 

kjj ,,1 K  и с коэффициентами ,,, kbb K1  где }{ njjjl ,,1,1,,1 KK +−∈  и 

S∈lb  для всех kl ,1=  и nk < . 
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Тогда j -я строка матрицы ∗A  является левой линейной комбинацией 

строк kjj ,,1 K  с коэффициентами kbb ,,1 K , 
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Рассмотрим правую соответствующую эрмитовую матрицу AA∗ : 

 

=∗AA  
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Матрица ( )S,M n∈∗AA  - эрмитовая и ее j -й столбец является пра-

вой линейной комбинацией столбцов kjj ,,K1 , тогда по следствию 2.6.4, 

получим 

( ) .cdetdet 0== ∗∗ AAAA j  

 

Теорема доказана. 

Теорема 3.2.8. Если произвольная строка матрицы nm×∈SA  явля-

ется левой линейной комбинацией ее других строк, тогда определитель 

ее соответствующей правой эрмитовой матрицы ∗AA  равняется ну-

лю. 
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Доказательство аналогичное доказательству теоремы 3.2.7. 

 

3.3. Критерии вырожденности соответствующих  

   эрмитовых матриц 

 

Определение 3.3.1. Вектор - строки 

( )

( ),,,

,,,

.

.

mnmm

n

aa

aa

K

M

K

1

1111

=

=

a

a
    (3.3) 

 

где S∈jia  для всех mIi∈  и nJj∈ , будем называть линейно зависимыми 

слева, если найдутся такие коэффициенты mbb ,,1 K  - элементы тела S , 

не все равны нулю, что левая линейная комбинация этих вектор - строк 

равняется нулевой вектор - строке,  

 

0aa =⋅++⋅ .. mmbb K11 .   (3.4) 

 

Определение 3.3.2. Вектор - строки (3.3) называются линейно неза-

висимыми слева, если равенство (3.4) возможно только, когда все коэф-

фициенты mbb ,,K1  равняются нулю.  

Определение 3.3.3. Вектор - столбцы  
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где S∈jia  для всех mIi∈  и nJj∈ , будем называть линейно зависимыми 

справа, если найдутся такие коэффициенты ncc ,,K1 , - элементы тела S  
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не все равны нулю, что правая линейная комбинация этих вектор - 

столбцов равняется нулевому вектор - столбцу, 

 

0aa =⋅++⋅ njj cc n.. K11 .    (3.6) 

 

Определение 3.3.4. Вектор - столбцы (3.5) называются линейно неза-

висимыми справа, если равенство (3.6) возможно только, когда все ко-

эффициенты ncc ,,K1  равняются нулю.  

Для вектор-столбцов и векторов-строк над телом S  выполняются 

(см., например [34]) критерии линейной зависимости аналогичные ком-

мутативному случаю: 

Теорема 3.3.1. [34] Для того, чтобы вектор - строки (3.3) были ли-

нейно зависимыми слева, необходимо и достаточно, чтобы один из них 

был левой линейной комбинацией других. 

Теорема 3.3.2. [34] Для того, чтобы вектор - столбцы (3.5) были 

линейно зависимыми справа, необходимо и достаточно, чтобы один из 

них был правой линейной комбинацией других вектор - столбцов. 

Определение 3.3.5. Главным минором эрмитовой матрицы 

)( S,M n∈A  будем называть определитель ее главной подматрицы, ко-

торая является эрмитовой матрицей k -го порядка, где nk ≤ , с элемен-

тами, которые лежат на пересечении строк с индексами kii K,1  и соот-

ветствующих им столбцов с индексами kii K,1 , при этом матрицу мино-

ра строим так, что ,ks iii <<<< KK1  где ns Ii ∈  при .,ks 1=  

Определение 3.3.6. Пусть эрмитовая матрица )( S,M n∈A  имеет 

главный минор r -го порядка, где nr ≤ , отличный от нуля, а все главные 

миноры 1+r -го порядка и высших, если они существуют, равняются 

нулю, тогда натуральное число r  будем называть рангом по главным 

минорам эрмитовой матрицы A . Главный минор r -го порядка, отлич-
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ный от нуля, будем называть базисным, а строки и столбцы на пересече-

нии которых он стоит, - базисными. 

Определение 3.3.7. Пусть строки и столбцы с индексами rii ,,K1 , 

где nr ≤ , эрмитовой матрицы AA∗  являются базисными, тогда строки с 

индексами rii ,,K1  назовем базисными для матрицы ∗A , а столбцы с 

индексами rii ,,K1 , назовем базисными для матрицы nm×∈SA . 

Теорема 3.3.3. (о базисном главном миноре левой соответствующей 

эрмитовой матрицы AA∗ ). Базисные столбцы матриц AA∗  и nm×∈ SA  

являются линейно независимыми справа, а базисные строки матриц 

AA∗  и mn×∗ ∈SA  - линейно независимые слева. 

Доказательство. Если бы базисные строки матрицы AA∗  были ли-

нейно зависимыми слева, тогда по теореме 3.2.1 один из них являлся бы 

левой линейной комбинацией других. Вычитая от этой строки указан-

ную линейную комбинацию, получим строку, которая целиком состоит 

из нулей. Тогда по теореме 2.4.1 базисный минор матрицы AA∗  равнял-

ся бы нулю, что противоречило бы его определению.  

Аналогично, если бы базисные столбцы матрицы AA∗  были линей-

но зависимыми справа, то по теореме 3.2.2 один из них являлся бы пра-

вой линейной комбинацией других столбцов. Вычитая от этого столбца 

указанную линейную комбинацию, получим столбец, который целиком 

состоит из нулей. Тогда по теореме 2.4.1 базисный минор матрицы AA∗  

равнялся бы нулю, что противоречило бы его определению.  

Предположив, что базисные столбцы матрицы A  будут линейно за-

висимыми справа, по теореме 3.3.2 получим, что один из них является 

правой линейной комбинацией других. Тогда по теореме 3.2.7 определи-

тель эрмитовой матрицы, составленной из базисных строк и базисных 
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столбцов матрицы AA∗ , равнялся бы нулю, что противоречит опреде-

лению базисных столбцов матрицы A . 

Аналогично, предположив, что базисные строки матрицы ∗A  будут 

линейно зависимыми слева, по теореме 3.3.1 получим, что один из них 

является левой линейной комбинацией других. Тогда по теореме 3.2.8 

определитель эрмитовой матрицы, составленной из базисных строк и 

базисных столбцов матрицы AA∗ , равнялся бы нулю, что противоречит 

определению базисных строк матрицы ∗A . 

Теорема доказана. 

Теорема 3.3.4. Произвольный столбец матрицы nm×∈SA  является 

правой линейной комбинацией ее базисных столбцов. 

Доказательство. Пусть столбцы с индексами rii ,,K1  являются ба-

зисными для матрицы nm×∈SA , тогда базисный главный минор ее ле-

вой соответствующей эрмитовой матрицы )( S,M n∈∗AA  содержится на 

пересечении столбцов и строк с теми же индексами rii ,,K1 . Обозначим 

матрицу ( ) nnijd
×

∗ == DAA : , а также через M  обозначим матрицу, кото-

рая отвечает базисному главному минору матрицы D . Дополним эрми-

товую матрицу M  1+r -й строкой и столбцом, которые состоят из соот-

ветствующих элементов ее j -й строки и j -го столбца, при этом 

}{ riij ,,K1∈ . Обозначим полученную матрицу jD . 
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Поскольку, матрица jD  - эрмитовая и содержит два одинаковые 

столбцы, то по следствию 2.6.1 ее определитель равняется нулю, 

 

,cdetdet 0
1

=⋅+⋅== ∑
=

jjjj
r

l
jijijjj dLdL llDD  

 

где jilL  - левое алгебраическое дополнение элемента jild  матрицы jD . 

Поскольку, Mdet=jjL , а по определению базисного главного минора 

0≠Mdet , тогда для произвольного }{ riij ,,K1∈  получим 
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1Mdet .       (3.7) 

 

Пусть теперь }{ ,,,,,, rkk iiiij KK 11 +∉  при этом .1+<< kk iji  Рассмот-

рим матрицу jD , которую получим, дополнив матрицу M  j -й строкой 

и j -м столбцом. 
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Матрица jD  и в этом случае является эрмитовой. Ее определителем яв-

ляется главный минор 1+r -го порядка матрицы D , который по опреде-

лением базисного главного минора равняется нулю, 
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0
1

=⋅+⋅== ∑
=

jjjj
r

l
jijijjj dLdL

ll
DD cdetdet . 

 

Поскольку, Mdet=jjL , а по определению базисного главного ми-

нора 0≠Mdet , тогда для произвольного nj ,1=  такого, что 

}{ riij ,,K1∉ , получим 

( ) ,det∑
=

− ⋅−=
r

l
jijijj ll dLd

1

1M      .  (3.8) 

 

Объединив выражения (3.7) и (3.8), для всех nj ,1=  имеем равенство 
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Пусть ( ) ljilL µ=− −1Mdet , тогда ∑
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Отсюда, для всех mk ,1=  получим ∑
=

⋅=
r

l
ikljk laa

1
µ . В свою очередь, 

использовав свойство инволюции, имеем ∑
=

µ⋅=
r

l
likjk l

aa
1

. Это означает, 

что произвольный j -й столбец матрицы A  является правой линейной 
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комбинацией ее базисных столбцов с коэффициентами rµµ ,,K1 , т.е. 

jrjj r ... aaa =⋅++⋅ µµ K11  для произвольного nJj∈ . 

Теорема доказана. 

Теорема 3.3.5. Произвольная строка матрицы nm×∈SA  является 

левой линейной комбинацией ее базисных строк. 

Доказательство аналогичное доказательству теоремы 3.3.4, рассмат-

ривая ее правую соответствующую эрмитовую матрицу ∗AA . 

Теорема 3.3.6. (Критерий вырожденности левой соответствующей 

эрмитовой матрицы AA∗ ). Для того чтобы определитель эрмитовой 

матрицы AA∗  равнялся нулю, необходимо и достаточно, чтобы 

столбцы матрицы nm×∈SA  были линейно зависимыми справа. 

Доказательство. (Необходимость). Если определитель эрмитовой 

матрицы AA∗  равняется нулю, тогда ее базисный главный минор имеет 

порядок nr < . Тогда хотя бы один из столбцов матрицы A  не является 

базисным. По теореме 3.3.4 этот столбец является правой линейной ком-

бинацией ее базисных столбцов. В эту комбинацию можем включить и 

остальные столбцы, поставив возле них справа нули. Таким образом, 

один из столбцов матрицы nm×∈SA  является правой линейной комби-

нацией ее других столбцов, тогда по теореме 3.3.2 столбцы матрицы A  

линейно зависимые. 

(Достаточность). Если столбцы матрицы nm×∈SA  линейно зависи-

мы справа, тогда по теореме 3.3.2 один из них является правой линейной 

комбинацией других ее столбцов. Отсюда по теореме 3.2.7 получим, что 

определитель левой соответствующей эрмитовой матрицы AA∗  равня-

ется нулю. 

Теорема доказана. 
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Теорема 3.3.7. (Критерий вырожденности правой соответствующей 

эрмитовой матрицы ∗AA ). Для того чтобы определитель эрмитовой 

матрицы ∗AA  равнялся нулю, необходимо и достаточно, чтобы стро-

ки матрицы nm×∈SA  были линейно зависимыми слева. 

Доказательство аналогичное доказательству теоремы 3.2.7. 

 

3.4. Ранг матрицы над телом  

 

Определение 3.4.1. Будем говорить, что матрица nm×∈SA  имеет 

столбцовый ранг r , если r  - максимальное число линейно независимых 

справа столбцов матрицы A . 

Определение 3.4.2. Будем говорить, что матрица nm×∈SA  имеет 

строчный  ранг r , если r  - максимальное число линейно независимых 

слева строк матрицы A . 

Известно (см., например [34, 38]), что для произвольной матрицы A  

над телом столбцовый ранг равняется ее строчному рангу, поэтому мо-

жем дать определение ранга матрицы над телом, как максимального 

числа линейно независимых слева строк или линейно независимых 

справа столбцов. 

Теорема 3.4.1. Ранг по главным минорам левой соответствующей 

эрмитовой матрицы AA∗  над телом S  равняется ее рангу и рангу 

матрицы nm×∈SA . 

Доказательство. Пусть r  - ранг по главным минорам левой соответ-

ствующей эрмитовой матрицы )( S,M n∈∗AA , тогда по теореме 3.3.3 r  

базисных m -мерных столбцов матрицы A  являются линейно независи-

мыми справа. В правом векторном пространстве m -мерных столбцов 
mR S  над телом S  рассмотрим линейную оболочку L  базисных столб-
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цов матрицы A . Поскольку, по теоремой 3.3.4 произвольный столбец 

матрицы A  однозначно выражается через правую линейную комбина-

цию ее базисных столбцов, то базисные столбцы являются базисом ли-

нейной оболочки L .  

Поскольку, в конечномерном пространстве число элементов базиса 

не зависит от базиса, тогда любые 1+r  векторов линейной оболочки L , 

а отсюда, любые 1+r  столбцов матрицы A  - линейно зависимые справа 

и r  - максимальное число линейно независимых справа столбцов матри-

цы A . А это означает, что ранг матрицы A  равняется r . 

Аналогично, по теореме 3.3.3 r  базисных n -мерных столбцов мат-

рицы AA∗  являются линейно независимыми справа. В правом вектор-

ном пространстве n -мерных столбцов nR S  над телом S  рассмотрим 

линейную оболочку 1L  базисных столбцов матрицы AA∗ . Поскольку, 

по теореме 3.3.4 произвольный столбец матрицы A  однозначно выража-

ется через правую линейную комбинацию ее базисных столбцов, то, как 

было показано в теореме 3.2.7, и произвольный столбец матрицы AA∗  

однозначно выражается через правую линейную комбинацию ее базис-

ных. Отсюда, базисные столбцы матрицы AA∗  является базисом линей-

ной оболочки 1L , а ее размер равняется r . Тогда любые 1+r  векторов 

линейной оболочки 1L , а отсюда любые 1+r  столбцы матрицы AA∗  - 

линейно зависимы справа. 

Итак, r  - максимальное число линейно независимых справа столбцов 

матрицы AA∗ . А поэтому ранг матрицы AA∗  равняется r . 

Теорема доказана. 

Теорема 3.4.2. Ранг по главным минорам правой соответствующей 

эрмитовой матрицы ∗AA  над телом S  равняется ее рангу и рангу 

матрицы nm×∈SA . 
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Доказательство аналогичное доказательству теоремы 3.4.1. 

Теорема 3.4.3. Для произвольных матриц A  и B  над телом S  ранг 

произведения AB  не больше ни ранга матрицы A , ни ранга матрицы B . 

Доказательство. Из определения произведения матриц следует, что 

строки матрицы AB  являются левыми линейными комбинациями строк 

матрицы B  и потому максимальное число линейно независимых слева 

строк матрицы AB  не может быть большим числа линейно независимых 

слева строк матрицы B . Итак, строчный ранг матрицы AB  не больший 

строчного ранга матрицы B . 

Аналогично, столбцы матрицы AB  являются правыми линейными 

комбинациями столбцов матрицы A , и поэтому столбцовый ранг матри-

цы AB  не больше столбцового ранга матрицы A . 

Теорема доказана. 

 

3.5. Свойства двойного определителя квадратных  

матриц над телом 

 

Лемма 3.5.1. Пусть ( )S,M n∈A , тогда =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∗ 0A

AI
det ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗ IA
A0

det . 

Доказательство. Очевидно, что матрицы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∗ 0A

AI
, ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗ IA
A0

 явля-

ются эрмитовыми матрицами порядка n2  над телом S . Обозначим мат-

рицу ( )ijb==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∗ B

0A
AI

: . Не теряя общности, будем раскрывать опре-

делитель эрмитовой матрицы, Bdet , как строчный Birdet , для произ-

вольного ni 2,1= . Произвольный моном d  строчного определителя 

Birdet  для всех ni 2,1=  равняется нулю в следующих трех случаях. 
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1) Среди множителей монома d  есть элемент 0=mjb  для произвольных 

1+≥ nm  и 1+≥ nj . 

2) Среди множителей монома d  есть элемент 0=mjb  для всех nm ≤  и 

nj ≤  таких, что jm ≠ . 

3) Среди множителей монома d  есть элемент 1−=mmb  для некоторого 

nm ≤≤1 . Наличие среди множителей монома d  элемента 1−=mmb  

для некоторого nm ≤≤1 , вследствие упорядоченности его элементов 

согласно определению 2.2.4 с необходимостью вызывает принадлеж-

ность ему и других элементов 1−=kkb  для всех nmk ,= , а за ними с 

необходимостью следует элемент 01 =+ jnb  из случая 1 при 1+≥ nj . 

Единственным случаем невырожденности монома d  есть слу-

чай, когда он является произведением ненулевых элементов ви-

да ∗
−= lnkkl ab ,  и nkllk ab −= , , когда 1+≥ nk  и nl ≤ , где ∗

− lnka ,  - 

элемент матрицы ∗A , а nkla −,  - элемент матрицы A . При этом 

вследствие упорядоченности справа эти элементы выбираются 

из подматриц A  и ∗A  и размещаются в мономе d  так, что их 

индексы образуют подстановку, которая в нормальной форме 

записывается прямым произведением независимых циклов в 

парных степенях. Кроме того, элементы подматриц чередуются 

как множители в мономе d  следующим образом:  

 а) если ni ≤ , то элементы размещаются в мономе так, что 

индекс элемента подматрицы A  начинает каждый цикл индексов 

монома, а за ним идет элемент подматрицы ∗A , дальше элемен-

ты подматриц продолжают чередоваться; 
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 б) если 1+≥ ni , то индекс элемента подматрицы ∗A  начи-

нает каждый цикл, за ним идет элемент подматрицы A  и дальше 

элементы подматриц продолжают чередоваться. 

Рассмотрим теперь эрмитовую матрицу ( )ijc==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗ C:

IA
A0

. Про-

извольный моном d~  строчного определителя Сirdet  для всех ni 2,1=  

равняется нулю в следующих трех случаях. 

1) Среди множителей монома d~  есть элемент 0=mjс  для некоторых 

nm ≤  и nj ≤ . 

2) Среди множителей монома d~  есть элемент 0=mjс  для некоторых 

1+≥ nm  и 1+≥ nj  таких, что ji ≠ . 

3) Среди множителей монома d~  есть элемент 1−=mmc  для произволь-

ного nnm 21,+= . Наличие среди множителей монома d~  элемента 

1−=mmc  для произвольного nnm 21,+= , вследствие упорядоченно-

сти его элементов согласно определению строчного определителя с 

необходимостью вызывает принадлежность ему и элемента 0=kkc , 

когда nk ≤≤1 . 

Единственным случаем невырожденности монома d~  является слу-

чай, когда он является произведением ненулевых элементов вида 
∗
−= lnkkl ac ,  и nkllk ac −= , , когда 1+≥ nk  и nl ≤ , где ∗

− lnka ,  - элементы 

матрицы ∗A , а nkla −,  - элементы матрицы A . При этом порядок мно-

жителей в невырожденном мономе d~ , очевидно, тождественен порядку 

множителей невырожденного монома d .  

Таким образом, строчные определители Birdet  и Сirdet  для произ-

вольного ni 2,1=  отличаются только в построении вырожденных моно-
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мов из случаев 1)-3), поэтому =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∗ 0A

AI
irdet ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗ IA
A0

irdet . А отсюда, 

вследствие эрмитовости данных матриц и следует утверждение леммы. 

Лемма доказана. 
Теорема 3.5.1. Пусть ( )S,M n∈A , тогда AAAA ∗∗ = detdet . 

Доказательство. Рассмотрим эрмитовые матрицы порядка n2 : 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∗ 0A

AI
,  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗ IA
A0

. 

 

По лемме 3.5.1 определители этих матриц равны между собой, 

 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∗ 0A

AI
det ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗ IA
A0

det . 

 

Произвольную квадратную матрицу ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
I0
AI

 можно представить в 

виде произведения 2nm ≤  элементарных унимодулярных матриц поряд-

ка n2 . То есть, существуют такие элементарные унимодулярные матри-

цы порядка n2 , ( )ij
k

ijk a)(PP = , для некоторого mk ,1= , где 2nm ≤ , а jia  - 

ненулевые элементы подматрицы A  для всех ni ,1=  та nnj 21,+= , что 

имеем следующую факторизацию 

 

∏=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

k
kP

I0
AI

. 

 

Итак, S),SL( n∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
I0
AI

, тогда по теореме 2.7.2, получим: 
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=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=− ∗∗

∗
∗

IA
0I

IA
A0

I0
AI

I0
0AAAA detdetdet)( n1  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= ∗∗∗∗ I0
AI

0A
AI

IA
0I

0A
AI

IA
A0

detdetdet  

AA
AA0

0I ∗
∗ −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
= det)(det n1 . 

 

Теорема доказана. 

Определение 3.5.1. Для квадратной матрицы A  над телом S  опре-

делитель ее соответствующей эрмитовой матрицы будем называть ее 

двойным (double) определителем: ( ) ( )∗∗ == AAAAA detdet:ddet . 

Замечание 3.5.1. Теорема 3.5.1 обобщает из тела кватернионов на 

тело S  соответствующую теорему о свойствах двойного определителя с 

[50]. Кроме того, предлагается обозначать двойной определитель произ-

вольной матрицы ( )S,M n∈A , как Addet , поскольку обозначение A , 

которое использует Л. Чен, принято применять для понятия нормы мат-

рицы. В теореме 3.5.2 мы также следовали [50], доказывая ее в рамках 

построенной теории столбцовых и строчных определителей. 

Определение 3.5.2. [2, 3] Упорядоченное поле называется макси-

мальным, если каждое алгебраическое упорядоченное расширение поля 

F  совпадает с F . 

Утверждение 3.5.1. [2] Произвольный положительный элемент мак-

симального упорядоченного поля имеет в F  квадратный корень. 

Теорема 3.5.2. Пусть тело S  является композиционной ассоциа-

тивной алгеброй с делением над максимальным упорядоченным полем 

F , тогда для произвольных квадратных матриц над телом 

{ } ( )S,M, n⊂BA  имеем равенство 
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( ) BABA ddetddetddet ⋅=⋅ . 

 

Доказательство. По теореме 2.7.4 эрмитовая матрица AA∗  унимоду-

лярно подобна диагональной матрице, т.е., для матрицы AA∗  существу-

ет такая унимодулярная матрица ( )S,SL n∈U , что 

( )nαα ,,diag K1=⋅⋅ ∗∗ UAAU , где F∈iα  для всех ni ,1= . Тогда,  

 

( ) ( ) UAUAUAAU ⋅⋅⋅=⋅⋅= ∗∗∗
nαα ,,diag K1 . 

 

Пусть ( ) S),M( nqij ∈=⋅UA , тогда для всех ni ,1=  

 

+∈==∑ ∑ F)n(
k k

kikikii qqqα ,        (3.9) 

 

где +F  - множество неотрицательных элементов поля F . Из макси-

мальной упорядоченности поля F  согласно утверждению 3.5.1 следует, 

что для всех ni ,1=  существует +∈α Fi . Кроме того, поскольку 

∗−−∗ = )()( 11 UU , то для эрмитовой матрицы )()( BUBU 11 −∗−  в силу 

теоремы 2.7.1, существует такая унимодулярная матрица ( )S,SL n∈W , 

что 

),,diag()()( nββ=−∗−∗ K1
11 WBUBUW . 

 

Тогда, по теореме 3.5.1 и по лемме 2.7.1, получим 

 

===⋅ −∗∗−∗∗∗∗ ))()(det())(det()ddet( BUUAAUUBBAABBA 11  

( ) ( ) =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= −∗− BUBU 1

1
1

nαα ,,diagdet K  
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( ) ( )( )== −∗− ),,(diag),,(diagdet BUBU 1
1

1
1 nn αααα KK  

( ) ( )( )== ∗−− ),,)(diag,,(diagdet BUBU 1
1

1
1 nn αααα KK  

( ) ( )( )== ∗−−
nn αααα ,,diag))((,,diagdet KK 1

11
1 BUBU  

( ) ( ) ( )( )== ∗−−
nnn ααββαα ,,diag)(,,diag,,diagdet KKK 1

1
1

1
1 WW  

( ) ( ) ( )( ) =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
∗−− T

nnn
T )(,,diag,,diag,,diag)(det 1

111
1 WW ααββαα KKK  

( ) ( ) ( )( )== nnn ααββαα ,,diag,,diag,,diagdet KKK 111  

.detdetdetdet ABBA ⋅=⋅=⋅⋅⋅⋅⋅= nn ββαα KK 11  

 

Теорема доказана.  

Замечание 3.5.2. Как следует из формулы (3.9) и в силу теоремы 

2.7.4, если тело S  есть композиционной ассоциативной нерасщепляемой 

алгеброй над максимальным упорядоченным полем F , то двойной оп-

ределитель произвольной матрицы ( )S,M n∈A  является неотрицатель-

ным, 0≥Addet . 

Теорема 3.5.3. Если ( )S,SL n∈U  - произвольная унимодулярная мат-

рица, тогда её двойной определитель равняется единице, 1=Uddet . 

Доказательство. По теореме 2.7.4 для произвольной унимодулярной 

матрицы ( )S,SL n∈U , получим 1==== ∗∗ IIUUUUU detdetdetddet . 

Теорема доказана.  
Замечание 3.5.3. В силу теоремы 3.5.3 унимодулярную матрицу над 

телом S  можно определить, как матрицу, двойной определитель кото-

рой равняется 1. 

Замечание 3.5.4. Из теорем 3.2.7, 3.2.8, 3.5.2 и 3.5.3 следует, что если 

тело S  является композиционной ассоциативной нерасщепляемой ал-

геброй над максимальным упорядоченным полем F , то двойной опре-

делитель Addet  произвольной матрицы ( )S,M n∈A  удовлетворяет ак-
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сиомы 1, 2, 3 определения 1.1.1. Когда ( )H,M n∈A , то, использовав со-

отношение с [45, 51], которое устанавливает зависимость между опреде-

лителями Мура, Стаде и Дьёдонне, а также замечание 2.5.2, получим 

следующее соотношение между двойным определителем и некоммута-

тивными определителями Мура, Стаде и Дьёдонне: 

( ) AAAAA 2DdetSdetdetMddet === ∗ . 

 

3.6. Детерминантное представление обратной матрицы над телом с 

инволюцией через аналог классической присоединенной 

 

Определение. 3.6.1. Пусть ( )S,M n∈A . Для всех nj ,1=  ее двойной 

определитель можно разложить по j -му столбцу следующим образом, 

( ) ∑
=

∗ ==
n

i
ijijj a

1
AAA cdetddet , тогда ij  будем называть левым двойным 

алгебраическим дополнением элемента ija  матрицы A . 

Определение. 3.6.2. Пусть ( )S,M n∈A . Для всех ni ,1=  ее двойной 

определитель можно разложить по i -й строке следующим образом, 

( ) ij
j

iji a∑== ∗AAA rdetddet , тогда ij  будем называть правым двой-

ным алгебраическим дополнением элемента ija  матрицы A . 

Теорема 3.6.1. Для того чтобы произвольная матрица S),M( n∈A  

была обратимой, необходимо и достаточно, чтобы 0≠Addet , тогда 

существуют единственные ее левая обратная матрица ( ) 1−AL и правая 

обратная ( ) 1−AR  такие, что ( ) ( ) 111 −−− == AAA :RL  и 
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( ) ( )
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,  (3.10) 
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12111
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A
AAAA

ddet
,          (3.11) 

 

при этом ( )∗∗= ijjij ..)(cdet aAA  и ( )∗∗= ..)(rdet jiiij aAA  для всех 

nji ,, 1= . 

Доказательство. (Необходимость). Пусть существует обратная 1−A  

для произвольной матрицы S),M( n∈A . Тогда в силу теоремы 3.4.3 по-

лучим 

n==≥ − IAAA rank)rank(rank 1 . 

 

Отсюда, в силу того, что матрица A  n -ого порядка, n=Arank . По-

скольку по теореме 3.4.1 AAA ∗= rankrank , то столбцы эрмитовой мат-

рицы AA∗  линейно независимые справа. Тогда, по теореме 3.1.4 

0≠=∗ AAA ddet)(det . 

(Достаточность) Поскольку, 0≠= ∗ )(detddet AAA , то по теореме 

3.1.1 для правой соответствующей эрмитовой AA∗  существует обратная 

матрица ( ) 1−∗AA . Умножая ее справа на матрицу ∗A , получим левую 

обратную к A , ( ) ( ) ∗−∗− = AAAA
11L . Действительно, 
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( ) ( ) IAAAAAA == ∗−∗− 11L . 

 

Раскрывая ( ) 1−∗AA  как левую обратную и используя формулу (2.10), по-

лучим: 

( ) ( )( ) == ∗−∗− AAAA
11 LL  
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Поскольку для всех nj ,1=  j -й столбец матрицы AA∗  имеет вид 
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, то справедливым является соотношение 
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( ) ∑∑ ⋅=⋅=== ∗∗∗∗

i
ijijij

i
ijjj aa..)(cdet)(cdet)(detddet aAAAAAAA .  

           (3.12) 

Откуда получим формулу (3.10). 

Докажем теперь формулу (3.11) для детерминантного представления 

правой обратной матрицы над телом S . По определению 3.5.1 и по ус-

ловию теоремы 0≠= ∗ )(detddet AAA , тогда по теореме 3.1.1 для эрми-

товой ∗AA  существует обратная матрица ( ) 1−∗AA . Умножая ее слева на 

матрицу ∗A , получим правую обратную матрицу к матрице A , 

( ) ( ) 11 −∗∗− = AAAAR . Действительно, ( ) ( ) IAAAAAA ==
−∗∗− 11R .  

Раскрывая ( ) 1−∗AA , как правую обратную, и используя формулу 

(2.5), получим: 

( ) ( )( ) ==
−∗∗− 11 AAAA RR  
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Поскольку для всех ni ,1=  i -я строка матрицы ∗AA  имеет вид 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑∑ ∗∗

j
jnij

j
jij aaaa K1 , тогда справедливо соотношение 

 

( ) ∑∑ ⋅=⋅=== ∗∗∗

j
ijij

j
jiiiji aa ..rdet)(rdet)(detddet aGAAAAA . 

 

Откуда и получаем формулу (3.11). 

Равенство ( ) ( ) 11 −− = AA RL  следует из единственности обратной мат-

рицы над телом. 

Теорема доказана. 

Замечание 3.6.1. В теореме 3.6.1 предлагается классический метод 

детерминантного представления обратной матрицы 1−A  для произволь-

ной S),M( n∈A , двойной определитель которой не равняется нулю, 

0≠Addet , через матрицу, которая является аналогом классической при-

соединенной. То есть, ее классическую присоединенную можно пред-

ставить, как матрицу, элементы которой являются левыми двойными 

алгебраическими дополнениями ( ) nnij ×
, - формула (3.10), или правыми 

двойными алгебраическими дополнениями ( ) nnij ×
, - формула (3.11), 

матрицы A . Обозначим ее [ ][ ]AAdj , тогда в теле S  выполняется форму-

ла: 

[ ][ ]
A
AA

ddet
Adj

=−1 . 
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Теорема 3.6.2. Пусть S),M( n∈A  и тело S  является композицион-

ной ассоциативной нерасщепляемой алгеброй над максимальным упоря-

доченным полем F , тогда выполняются равенства, 

1) ( ) 11 −− = AA ddetddet ;  

2) [ ][ ]( ) ( ) 1−= nAA ddetAdjddet . 

Доказательство. Из теоремы 3.5.2 получим 

 

( ) 111 =⋅== −− AAAAI ddetddetddetddet  . 

 

Отсюда, очевидно, вытекает равенство 1) теоремы. 

Докажем теперь равенство 2). Использовав представление обратной 

матрицы (3.10), получим 

 

( ) [ ][ ] =⋅=⋅ − AAAAA Adjddet 1  
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.         (3.13) 

 

За соотношением (3.12) для всех nj ,1=  имеем 

 

( ) AaAA ddet)(cdet .. =⋅∑ ∗∗
ij

i
ijj a  . 

 

Итак, все элементы главной диагонали матрицы (3.13) равняются 

Addet . При условии kj ≠  выражение ( ) ik
i

ijj a⋅∑ ∗∗
..)(cdet aAA  пред-
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ставляет разложение по j -у столбцу столбцового определителя по j -у 

столбцу матрицы, которую получим из эрмитовой матрицы AA∗ , заме-

нив ее j -й столбец ее k -м столбцом. За теоремой 2.6.4 такой определи-

тель равняется нулю. Поэтому для всех kj ≠  имеем 

( ) 0=⋅∑ ∗∗
ik

i
ijj a..)(cdet aAA .  

Таким образом, [ ][ ] ( )AAAA ddet,,ddetdiagAdj K=⋅ . Отсюда, полу-

чим 

[ ][ ]( ) ( )( ) ( )nAAAAA ddetddet,,ddetdiagdetAdjddet ==⋅ K  . 

 

Поскольку, тело S  - композиционная ассоциативная нерасщепляе-

мая алгебра над максимальным упорядоченным полем F , то за теоре-

мой 3.5.2 имеем 

 

[ ][ ]( ) [ ][ ]( ) ( )nAAAAA ddetddetAdjddetAdjddet =⋅=⋅  . 

 

Отсюда, [ ][ ]( ) ( ) 1−= nAA ddetAdjddet . 

 Теорема доказана. 

Этот подраздел подытожим более общим критерием оборотности 

произвольной квадратной матрицы над телом S : 

Теорема 3.6.3. Пусть S),M( n∈A . Следующие утверждения эквива-

лентны: 

а) матрица A  обратимая; 

б) 0≠Addet ; 

в) ее соответствующие эрмитовые матрицы AA∗  и ∗AA  невыро-

жденные; 

г) столбцы матрицы A  линейно независимые справа;  

д) строки матрицы A  линейно независимые слева; 
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е) n=Arank . 

Доказательство. Эквивалентность утверждений а) и б) следует из 

теоремы 3.6.1. Эквивалентность утверждений б) и в) следует из теоремы 

3.5.1 и определения невырожденности эрмитовой матрицы. Из теорем 

3.3.6 и 3.3.7 следует, соответственно, эквивалентность утверждений в) и 

г), а также в) и д). Из теорем 3.4.1 и 3.4.2, очевидно, следует эквивалент-

ность утверждения е) с утверждениями д) и г). 

Теорема доказана. 

 

3.7. Правило Крамера для систем линейных уравнений над телом  

 

3.7.1. Решение правой системы линейных уравнений. Рассмотрим 

правую систему линейных уравнений над телом S   

 

,yxA =⋅      (3.14) 

 

с матрицей коэффициентов S),M( n∈A , столбцом свободных элементов 

( )Tnyy ,,K1=y , где S∈iy  для всех ni ,1= , и столбцом неизвестных 

( )Tnxx ,,K1=x . Матрица A  является основной матрицей системы ли-

нейных уравнений (3.14), тогда ее расширенная матрица имеет вид: 
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Для систем линейных уравнений над телом имеет место теорема 

Кронекера-Капелли: 
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Теорема 3.7.1. [34] Для того чтобы система линейных уравнений над 

телом  была совместной, необходимо и достаточно, чтобы ранг рас-

ширенной матрицы этой системы равнялся рангу ее основной матрицы.  

Теорема 3.7.2. Если двойной определитель основной матрицы A  

правой системы линейных уравнений (3.14) над телом S  не равняется 

нулю, 0≠Addet , тогда система имеет и при этом единственное реше-

ние, которое задается формулой для всех nj ,1= : 

 

( )
A

fAA
ddet

)(cdet . jj
jx

∗
= ,                   (3.15) 

 

где yAf ∗=  - вектор-столбец. 

Доказательство. Докажем существование решения системы, т.е., по-

кажем, что система линейных уравнений (3.14) совместная. 

Поскольку, 0≠∗AAdet , то базисный минор матрицы AA∗  имеет 

порядок n , это означает, что все n  столбцов матрицы A  являются ба-

зисными. В силу теоремы 3.3.3 столбцы основной матрицы A  линейно 

независимые справа и ранг ее равняется n . Первые n  столбцов расши-

ренной матрицы 1A  совпадают с соответствующими столбцами основ-

ной матрицы. Следовательно, они также линейно независимые справа. 

Поскольку правое векторное пространство n -мерных столбцов nR S  

имеет размер n , то 1+n  произвольных n -мерных столбцов линейно за-

висимые справа. Тогда 1+n  столбцов расширенной матрицы 1A  также 

линейно зависимые справа, а n  - максимальное число линейно незави-

симых справа столбцов матрицы 1A . Таким образом, ранг расширенной 

матрицы системы линейных уравнений (3.14) также равняется n  и по 

теореме 3.7.1 система линейных уравнений (3.14) является совместной. 
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Докажем единственность решения системы (3.14). Пусть столбец x  

является решением системы, т.е., существует такой n -мерный столбец x  

над телом S , который превращает уравнение (3.14) в тождественность. 

Поскольку, 0≠∗AAdet , то в силу теоремы 3.6.1 существует матрица 
1−A  - обратная к матрице A . Будем рассматривать ее, как левую обрат-

ную ( ) ( ) ∗−∗− = AAAA
11L . Умножив тождественность (3.14) слева на 

( ) ( ) ∗−∗− = AAAA
11L , получим  

 

( ) ( ) yAAAyAx ⋅=⋅= ∗−∗− 11L            (3.16) 

 

Поскольку, матрица ( ) 1−AL  задается однозначно, то столбец x , ко-

торый задается соотношением (3.16), является единственным решением 

системы линейных уравнений (3.14) над телом S . 

Пусть yAf ⋅= ∗: , где ( )Tnfff ,,, K21=f  - n -мерный столбец над те-

лом S . Запишем решение системы линейных уравнений (3.14) покомпо-

нентно, рассматривая матрицу ( ) 1−∗AA , как левую обратную, тогда из 

равенства (3.16) получим для всех nj ,1=  

 

( ) ∑
=

− ⋅=
n

i
iijj fLx

1

1Addet ,  

где jiL  - левое алгебраическое дополнение соответствующего элемента 

матрицы AA∗ .  

Сумма записанная справа, в силу леммы 2.2.2, отвечает столбцовому 

определителю по j -у столбцу матрицы, которую получим из матрицы 

AA∗ , заменив ее j -й столбец, столбцом f , тогда для всех nj ,1=  



 

   

137

 

 

( ) ( )fAAA jjjx .)(cdetddet ∗−= 1 ,  ,      

где yAf ∗= . 

Теорема доказана. 

Замечание 3.7.1. Формулы (3.15) являются очевидным и естествен-

ным обобщением правила Крамера для правой системы линейных урав-

нений над телом S . Еще большую аналогию к формулам Крамера мож-

но получить в следующем частичном случае.   

Теорема 3.7.3. Если основная матрица A  правой системы линейных 

уравнений (3.14) над телом S  невырожденная эрмитовая, тогда сис-

тема имеет и при этом единственное решение, который задается 

формулой для всех nj ,1= : 

( )
A

yA
det

cdet . jj
jx = . 

 

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 3.7.2, можно 

показать, что система совместная. Найдем ее решение. 

Поскольку, эрмитовая матрица A  - невырожденная, то 0≠Adet , и в 

силу теоремы 2.8.1 существует единственная матрица 1−A  - обратная к 

матрице A . Будем рассматривать ее, как левую обратную ( ) 1−AL . Ум-

ножив уравнение (3.14) слева на ( ) 1−AL , получим 

 

( ) yAx 1−= L .     (3.17) 

 

Столбец x , который задается соотношением (3.17), в силу теоремы 

3.1.1, является единственным решением системы линейных уравнений 
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(3.14) над телом S , когда ее основная матрица является невырожденной 

эрмитовой. Запишем его покомпонентно, тогда для всех nj ,1= : 

 

( ) ∑
=

− ⋅=
n

i
iijj yLx

1

1Adet ,  

 

где ijL - левое алгебраическое дополнение элемента ija  матрицы A . По-

скольку, сумма записанная справа, по лемме 2.2.2, отвечает столбцовому 

определителю по j -му столбцу матрицы, которую получим из матрицы 

A , заменив ее j -й столбец столбцом ( )Tnyy ,,K1=y , тогда для всех 

nj ,1=  получим  

( ) ( )yAA jjjx .cdetdet 1−= .    

Теорема доказана. 

 

3.7.2. Решение левой системы линейных уравнений. Рассмотрим 

левую систему линейных уравнений над телом S  

 

,yAx =⋅      (3.18) 

 

с матрицей коэффициентов S),M( n∈A , строкой свободных элементов 

( )nyy ,,K1=y , где S∈iy  для всех ni ,1= , и столбцом неизвестных 

( )nxx ,,K1=x . Матрица A  является основной матрицей системы линей-

ных уравнений (3.18), тогда ее расширенная матрица 1A  имеет вид: 
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Теорема 3.7.4. Если двойной определитель основной матрицы 

S),M( n∈A  левой системы линейных уравнений (3.18) над телом S  не 

равняется нулю, 0≠Addet , тогда система имеет и при этом единст-

венное решение, который задается следующей формулой для всех 

ni ,1= , 

( )
A

zAA
ddet

)(rdet .ii
ix

∗
= ,                    (3.19) 

 

где ∗⋅= Ayz  - вектор-строка. 

Доказательство. Показав, аналогично доказательству теоремы 3.7.2, 

что система совместная и имеет единственное решение, найдем его 

представление по формуле (3.19). 

Поскольку, 0≠Addet , то в силу теоремы 3.6.1 существует матри-

ца 1−A  - обратная к матрице A . Будем рассматривать ее, как правую об-

ратную ( ) ( ) 11 −∗∗− = AAAAR . Умножив уравнение (3.18) справа на 

( ) ( ) 11 −∗∗− = AAAAR , получим  

 

( ) ( ) 11 −∗∗− ⋅=⋅= AAAyAyx R .                          (3.20) 

 

Пусть ∗⋅= Ayz : , где ( )nzzz K,, 21=z  - n -мерная вектор - стро-

ка над телом S . Запишем решение, которое задается формулой (3.20), 



 

   

140

 

покомпонентно, рассматривая матрицу ( ) 1−∗AA  как правую обратную, 

тогда для всех ni ,1=  имеем 

 

( ) ∑
=

−∗ ⋅=
n

j
ijji Rzx

1

1
AAdet ,      

 

где ijR  - правое алгебраическое дополнение соответствующего элемента 

матрицы ∗AA . Поскольку, сумма записанная справа, по лемме 2.2.1, от-

вечает строчному определителю по i -й строке матрицы, которую полу-

чим из матрицы ∗AA  заменой ее i -й строки строкой z , то для всех 

ni ,1=  имеем  

( ) ( )zAAA .)(rdetddet iiix ∗−= 1 ,  

где ∗⋅= Ayz . 

Теорема доказана. 

Замечание 3.7.2. Формулы (3.19) являются очевидным и естествен-

ным обобщением правила Крамера для левой системы линейных урав-

нений над телом S . Еще большую аналогию формул Крамера можно 

получить в частичном случае, когда основная матрица системы - эрми-

товая.   

Теорема 3.7.5. Если основная матрица S),M( n∈A  левой системы 

линейных уравнений (3.16) над телом S  невырожденная эрмитовая, то-

гда система имеет и при этом единственное решение, которое задает-

ся следующей формулой для всех ni ,1= : 

 

( )
A

yA
det

rdet .ii
ix = .   
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Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 3.7.2, можно 

показать, что система совместная и имеет единственное решение. Най-

дем его аналитическое представление. 

Поскольку, эрмитовая матрица A  - невырожденная, то 0≠Adet , и в 

силу теоремы 3.1.1 существует матрица 1−A  - обратная к матрице A . 

Будем рассматривать ее, как правую обратную ( ) 1−AR . Умножив урав-

нение (3.16) справа на ( ) 1−AR , получим 

 

( ) 1−⋅= Ayx R .            (3.21) 

 

Запишем решение, которое задается формулой (3.21), покомпонент-

но для всех ni ,1= : 

( ) ∑
=

− ⋅=
n

j
ijji Ryx

1

1Adet ,   

 

где ijR  - правое алгебраическое дополнение элемента ijb  матрицы A . 

Поскольку, сумма записана справа, по леммой 2.2.1, отвечает строч-

ному определителю по i -й строке матрицы, которую получим из матри-

цы A  заменой ее i -й строки строкой y , то для всех ni ,1=  имеем 

( ) ( )yAA .rdetdet iiix 1−= . 

Теорема доказана. 

 

3.8. Выводы 

 

1. В первом подразделе получено детерминантное представление 

матрицы обратной к эрмитовой над телом с инволюцией через 

классическую присоединенную. Доказана теорема об определите-
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ле матрицы обратной к эрмитовой. Показано, что определитель 

эрмитовой матрицы удовлетворяет ключевую аксиому 1. 

2. Во втором подразделе вводятся понятия левой и правой соответ-

ствующих эрмитовых матриц для произвольной матрицы над те-

лом. Исследованы свойства, которые устанавливают зависимость 

между произвольной матрицей над телом и соответствующими ей 

эрмитовыми матрицами. 

3. В третьем подразделе доказаны теоремы о базисных минорах со-

ответствующих эрмитовых матриц над телом с инволюцией и ус-

тановлены критерии вырожденности этих матриц в зависимости 

от исходной произвольной матрицы. Вводится понятие ранга по 

главным минорам для эрмитовой матрицы, зависимость между 

этим рангом для соответствующих эрмитовых матриц и рангом 

исходной матрицы установлена в четвертом подразделе. 

4. В пятом подразделе доказана теорема о равенстве определителей 

левой и правой соответствующих эрмитовых матриц для произ-

вольной квадратной матрицы над телом с инволюцией, на осно-

вании которой вводится понятие двойного определителя квадрат-

ной матрицы над телом. Показано, что этот определитель удовле-

творяет аксиомы 1 и 3 определения 1.1.1 некоммутативного опре-

делителя, а также свойство разложения Лапласа определителя по 

любой строке или столбцу. А если тело S  является ассоциатив-

ной композиционной нерасщепляемой алгеброй над максималь-

ным упорядоченным полем F , в частности является телом ква-

тернионов, то двойной определитель также удовлетворяет еще и 

аксиому 2. Над телом кватернионов установлена зависимость ме-

жду двойным определителем и другими известными некоммута-

тивными определителями. 



 

   

143

 

5. В шестом подразделе установлены критерии обратимости квад-

ратной матрицы над телом в рамках теории столбцовых и строч-

ных определителей. Впервые для квадратной матрицы с некомму-

тирующими элементами получено детерминантное представление 

обратной матрицы через матрицу, которая является аналогом 

классической присоединенной. Доказано теорему о двойных оп-

ределителях обраной и аналога классической присоединённой ма-

триць. 

6. В седьмом подразделе впервые решения правой и левой систем 

линейных уравнений над телом находятся по формулами, которые 

обобщают правило Крамера.  

Основные результаты раздела изложены в роботах [8 -11, 14-25, 27-

29]. 
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ВЫВОДЫ 

 

1. Введены новые понятия столбцовых и строчных определителей 

квадратных матриц над телом, которое является ассоциативной 

композиционной нерасщепляемой алгеброй над своим центром - 

полем нулевой характеристики. На основании исследованных 

свойств этих определителей показано, что для произвольных 

квадратных матриц над телом с инволюцией они являются пол-

ным и естественным обобщениям определителя Мура, который 

рассматривался только для эрмитовых матриц.  

2. Для произвольной квадратной матрицы над данным телом эти 

определители, как матричные функционалы, не удовлетворяют 

аксиомы некоммутативного определителя, а потому являются 

пред-определителями. Но, введенный в рамках теории столбцо-

вых и строчных определителей, определитель эрмитовой матрицы 

удовлетворяет ключевую аксиому некоммутативного определите-

ля, а также свойство разложения Лапласа по любой строке или 

столбцу матрицы. Это разрешает ввести понятие правого или ле-

вого алгебраического дополнения произвольного элемента эрми-

товой матрицы и получить детерминантное представление матри-

цы обратной к эрмитовой через классическую присоединенную. 

3. На основании теории столбцовых и строчных определителей для 

произвольной квадратной матрицы над телом вводится понятие 

двойного определителя. Двойной определитель представлен как 

определитель, который удовлетворяет как аксиомы некоммута-

тивного определителя, так и свойство разложения Лапласа по лю-

бому столбцу или строке матрицы над телом, которое является 

ассоциативной композиционной нерасщепляемой алгеброй над 

своим центром - максимальным упорядоченным полем. 
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4. Установлен критерий оборотности произвольной квадратной 

матрицы над телом с инволюцией в терминах теории столбцовых 

и строчных определителей. Получено детерминантное представ-

ление обратной матрицы над телом с инволюцией через аналог 

классической присоединенной. 

5. Решения левой и правой систем линейных уравнений над телом с 

инволюцией находятся по формулам, которые обобщают правило 

Крамера.  
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