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АНОТАЦIЯ

Кирчей I. I. Узагальненi оберненi матрицi над тiлом кватернiонiв та їх за-

стосування. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних на-

ук за спецiальнiстю 01.01.06 «Алгебра i теорiя чисел». – Iнститут прикладних

проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України. – Iнститут

математики НАН України, Київ, 2021.

Дисертацiйну роботу присвячено вивченню узагальнених обернених матриць

над тiлом кватернiонiв i, в першу чергу, побудовi їх визначникових зображень, а

також застосуванню отриманих визначникових зображень до покомпонентного

розв’язку кватернiонових матричних рiвнянь.

Основна частина дисертацiї складається зi вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв,

списку використаних джерел та додатку.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи викладено огляд лiтератури за те-

мою дослiдження, пiдґрунтя окреслених напрямкiв дослiдження та вказано мi-

сце отриманих результатiв у загальнiй теорiї окреслених напрямкiв.

У другому роздiлi у рамках теорiї стовпцево-рядкових некомутативних ви-

значникiв, яка була розроблена здобувачем у кандидатськiй дисертацiї, одержа-

но визначниковi зображення узагальнених обернених матриць Мура-Пенроуза,

Дразiна та їх зважених над тiлом кватернiонiв H.

У першому пiдроздiлi введено поняття узагальненої оберненої матрицi Мура-

Пенроуза на основi сингулярного розкладу кватернiонової матрицi, одержано

граничне зображення матрицi Мура-Пенроуза та доведено допомiжнi леми про

ранг деяких матриць та аналоги характеристичних многочленiв. Цi леми та гра-

ничне зображення матрицi Мура-Пенроуза сформували метод (який назвемо

гранично-ранговим), за допомогою якого отримано визначниковi зображення

матрицi Мура-Пенроуза A† для довiльної A ∈ Hm×n, iндукованих нею прое-

кторiв QA = A†A та PA = AA†, а також для її ермiтово-спряженої матрицi

A∗ та η-ермiтово-спряженої Aη∗ := −ηA∗η, де η ∈ {i, j,k}. Використовую-
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чи гранично-ранговий метод одержано новi визначниковi зображення компле-

ксної матрицi Мура-Пенроуза, якi є бiльш аплiкабельними в порiвняннi з ранiше

отриманими iншими авторами, зокрема Станiмiровiчем.

У другому пiдроздiлi доведено теорему про зважений сингулярний розклад

довiльної A ∈ Hm×n з вагами M i N, що є додатноозначеними матрицями по-

рядку m i n, на основi якого дано означення зваженої узагальненої оберненої

матрицi Мура-Пенроуза A†
M,N , а також її граничне зображення. Визначникове

зображення зваженої Мура-Пенроуза A†
M,N одержимо гранично-ранговим ме-

тодом, коли матриця A♯ = N−1A∗M – ермiтова, та використовуючи представ-

лення A†
M,N = N−1

2

(
M

1
2AN− 1

2

)†
M

1
2 у випадку, коли A♯ не є ермiтова. Окре-

мо, отриманi новi визначниковi зображення комплексної зваженої узагальненої

оберненої матрицi Мура-Пенроуза A†
M,N .

У третьому пiдроздiлi будуються визначниковi зображення узагальненої обер-

неної матрицi Дразiна Ad для довiльної A ∈ Hn×n, гранично-ранговим методом,

коли A – ермiтова, та використовуючи її представлення через матрицю Мура-

Пенроуза, коли A не є ермiтова. Також гранично-ранговим методом одержую-

ться новi визначниковi зображення комплексної матрицi Дразiна.

У четвертому пiдроздiлi одержано загальнi алгебраїчнi структури зваженої

узагальненої оберненої матрицi Дразiна Ad,W для довiльної A ∈ Hm×n з вагою

W ∈ Hn×m, на основi яких отриманi її визначниковi зображення, iншi визначни-

ковi зображення одержанi з використанням визначникових зображень матриць

Дразiна для матриць V = AW i U = WA, та гранично-ранговим методом, коли

матрицi V або U – ермiтовi. В кiнцi кожного пiдроздiлу наводяться приклади

для демонстрацiї отриманих результатiв.

У третьому роздiлi вивчаються кватернiоновi серцевиннi оберненi матрицi

та їх узагальнення. Поняття серцевинної оберненої комплексної матрицi було

введене Баксаларi та Тренклером у 2010 роцi, зокрема вони отримали її визна-

чникове зображення. У публiкацiях, представлених здобувачем, кватернiоновi

серцевиннi оберненi матрицi та їх узагальнення були розглянутi вперше.

У першому пiдроздiлi для довiльної A ∈ Hn×n з IndA ≤ 1 розглядаються її
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права серцевинна A#⃝, що визначається умовами AA#⃝ = PA, Cr(A#⃝) = Cr(A),

та її лiва серцевинна A#⃝ з умовами A#⃝A = QA, та Rl(A#⃝) = Rl(A), де Cr(A) i

Rl(A) позначають, вiдповiдно, правий стовпцевий та лiвий рядковий простори

матрицi A. Установленi їх представлення через групову обернену та матрицю

Мура-Пенроуза, на основi яких отриманi визначниковi зображення.

У другому пiдроздiлi вивчаються кватернiоновi узагальнення EP -серцевинної

оберненої, яка для комплексних матриць була введена Прасадом та Мохана у

2014 роцi. Для довiльної A ∈ Hn×n маємо праву EP -серцевинну обернену A †⃝

таку, що A †⃝AA †⃝ = A, i Cr(A †⃝) = Cr(A †⃝∗) = Cr(Ad), та лiву EP -серцевинну

обернену A †⃝ з умовами A †⃝AA †⃝ = A,Rl(A †⃝) = Rl(A †⃝
∗) = Rl(A

d). При цьому

EP -матрицi, це матрицi якi мають одинаковi проектори (equivalent projectors).

Установленi представлення EP -серцевинних обернених через матрицi Мура-

Пенроуза i Дразiна та побудованi їх визначниковi зображення.

У подальших пiдроздiлах, цього роздiлу впровадженi поняття, дослiдженi

властивостi та одержанi визначниковi зображення таких кватернiонових уза-

гальнень серцевинної оберненої матрицi, як зваженi EP -серцевиннi, а також

MPD-, DMP - та CMP -оберненi матрицi та їх зваженi. В останньому пiдроздiлi

отриманi результати проходять перевiрку прикладами.

Узагальненi оберненi є важливим i ефективним iнструментом розв’язання

матричних рiвнянь. Четвертий роздiл присвячений розв’язку кватернiонових

узагальнених матричних рiвнянь типу Сильвестра та їх систем. Визначниковi

зображення матрицi Мура-Пенроуза отриманi у другому роздiлi виражаються

через аналог класичної приєднаної матрицi, тому розв’язки матричних рiвнянь

можна отримати покомпонентно аналогiчно правилу Крамера. Використовуючи

визначниковi зображення матрицi Мура-Пенроуза, спочатку побудовано пра-

вило Крамера для розв’язкiв та нормальних (найменших квадратiв) розв’язкiв

двостороннього рiвняння, AXB = D, та його часткових випадкiв, коли A або

B є одиничними, а на їх основi одержано правила Крамера для узагальненого

матричного рiвняння Сильвестра, AXB+CYD = E, та його часткових випад-

кiв, коли один чи обидва доданки рiвняння є односторонними. Також отриманi
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визначниковi зображення загальних, ермiтових та η-ермiтових розв’язкiв рiв-

няння Сильвестра iз ∗-ермiтовiстю та η-ермiтовiстю.

У третьому пiдроздiлi будуємо визначниковi зображення розв’язкiв системиA1XB1 = C1,

A2XB2 = C2,

та її часткових випадкiв. Також знайденi визначниковi зображення загальних,

ермiтових та η-ермiтових розв’язкiв системи iз ∗-ермiтовiстю та η-ермiтовiстю.

Кожен iз пiдроздiлiв завершується прикладами.

У першому пiдроздiлi п’ятого роздiлу розглядаються визначниковi зображе-

ння Дразiна оберненого розв’язку, X = AdDBd, двостороннього рiвняння, (що є

його розв’язком при певних обмеженнях), а також розв’язкiв диференцiальних

матричних рiвнянь X
′
= AX+B та X

′
= XA+B, коли A не є оборотна.

У другому пiдроздiлi отримано визначниковi зображення зваженого Мура-

Пенроуза оберненого розв’язку, X = A†
M,NDB†

P,Q, двостороннього матричного

рiвняння, що є його розв’язком з вiдповiдними обмеженнями.

У третьому пiдроздiлi одержано правило Крамера для X = Ad,W1
DBd,W2

–

розв’язку матричного рiвняння W1AW1XW2BW2 = D з певними встановле-

ними обмеженнями та його часткових випадкiв.

У четвертому пiдроздiлi показано, що X = A †⃝CB †⃝ є розв’язком задачi

кватернiонно-матричної мiнiмiзацiї:

∥AXB−C∥F = min, Cr(X) ⊂ Cr(Ak1), Rl(X) ⊂ Rl(B
k2),

де A ∈ Hm×m, B ∈ Hn×n, C ∈ Hm×n з k1 = IndA, k2 = IndB, rankAk1 = r1 i

rankBk2 = r2, та одержано визначникове зображення розв’язку.

Ключовi слова: тiло кватернiонiв, некомутативний визначник, узагальнена

обернена матриця, матриця Мура - Пенроуза, матриця Дразiна, серцевинна

обернена, правило Крамера, нормальний розв’язок, узагальнене матричне рiв-

няння Сильвестра, система матричних рiвнянь, диференцiальне матричне рiв-

няння.
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ABSTRACT

Kyrchei I.I. Generalized inverse matrices over the quaternion skew field and their

applications. — Qualifying work on the right of the manuscript.

Thesis for the doctor of mathematical and physical sciences degree in the speci-

alty 01.01.06 – Algebra and Number Theory. – Pidstryhach Institute for Appli-

ed Problems of Mechanics and Mathematics of NAS of Ukraine. – Institute of

Mathematics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2021.

The thesis is devoted to the study of generalized inverse matrices over the quaterni-

on skew field and, first of all, to the construction of their determinantal representati-

ons, as well as to the applications of the obtained determinantal representations of

componentwise solutions to quaternion matrix equations.

The main part of the thesis consists of an introduction, five chapters, conclusions,

list of references, and appendix.

The first chapter of the thesis presents the review of the literature on the subject

of research is outlined, the background of the outlined areas of research and indicated

on the place obtained by the applicant results in the general theory.

In the second chapter, within the framework of the theory of column and row

noncommutative determinants that was developed by the applicant in his Ph.D.

thesis, determinantal representations of the Moore-Penrose and Drazin generalized

inverses, and their weighted generalized inverses are obtained over the quaternion

skew field H.

In the first section, it is introduced the notion of a generalized inverse Moore-

Penrose matrix based on the singular value decomposition of a quaternion matrix.

The limit representation of the Moore-Penrose inverse is given, and auxiliary lemmas

about ranks of some matrices and analogs of the characteristic polynomial are

proved. These lemmas and the limit representation of the Moore-Penrose inverse

form the method (it is called the limit-rank method), by which the determinantal

representations of the Moore-Penrose inverse A† of A ∈ Hm×n, its hermitian-

conjugated A∗, and η-hermitian-conjugated Aη∗ := −ηA∗η, where η ∈ {i, j,k} are
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obtained. Using the limit-rank method, new determinantal representations of the

complex Moore-Penrose inverse are obtained, that are more applicable in compari-

son with previously obtained by other authors, in particular Stanimirović.

In the second section, it is proved the theorem on the weighted singular value

decomposition of A ∈ Hm×n with weights M and N that are positive-definite matri-

ces of order m and n. Using this theorem, the weighted Moore-Penrose inverse A†
M,N

is introduced and its determinantal representations are obtained.

In the third section, determinantal representations of the Drazin inverse Ad of

A ∈ Hn×n are obtained by the corresponding limit-rank method, when A is Hermi-

tian, and by using its representation through the Moore-Penrose inverse, when A

is not Hermitian. Also, new determinantal representations of the complex Drazin

inverse are derived by the limit-rank method as well.

In the fourth section, we give general algebraic structures of the weighted Drazin

inverse Ad,W for A ∈ Hm×n with respect to W ∈ Hn×m. Using these general

algebraic structures, determinantal representations of the weighted Drazin inverse

are obtained. Other determinantal representations are derived by using the determi-

nantal representations of the Drazin inverses of V = AW and U = WA, and by the

limit-rank method when V or U is Hermitian. At the end of each sections, examples

are given to demonstrate the obtained results.

The core inverse and its generalizations for quaternion matrices are studied in the

third chapter. The concept of a core inverse for a complex matrix was introduced by

Baksalari and Trenkler in 2010. In particular, they give its determinantal representati-

on. For the first time, the quaternion core inverses and their generalizations were

considered by the applicant. In the first section, for an arbitrary A ∈ Hn×n with

IndA ≤ 1, it is introduced its right core A#⃝ that is determined by the equations

AA#⃝ = PA, Cr(A#⃝) = Cr(A), and its left core A#⃝ with the conditions A#⃝A = QA,

and Rl(A#⃝) = Rl(A), where Cr(A) and Rl(A) denote, respectively, the right

column and left row spaces of the matrix A.

In the second section, the quaternion generalizations of the EP -core inverse

are examined that was introduced for complex matrices by Prasad and Mohan
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in 2014. For A ∈ Hn×n, we have its right EP -core inverse A †⃝, i.e. A †⃝AA †⃝ =

A, and Cr(A †⃝) = Cr(A †⃝∗) = Cr(Ad), and its left EP -core inverse A †⃝ that is

A †⃝AA †⃝ = A, Rl(A †⃝) = Rl(A †⃝
∗) = Rl(A

d). EP -matrices are such that have

identical projectors. Representations of the EP -core inverses by using the Moore-

Penrose inverse and the Drazin inverse are established, and their determinantal

representation are constructed.

In the following sections, other quaternion generalizations of the core inverses

are introduced, namely the weighted EP -core inverses, MPD-, DMP - and CMP -

inverses, and their weighted. Their properties are investigated, and their determi-

nantal representations are obtained. In the last section, the results are verified by

examples.

Generalized inverses are important and effective tools in solving matrix equati-

ons. The fourth chapter is devoted to solving quaternion generalized Sylvester-type

matrix equations and their systems. The determinantal representations of the Moore-

Penrose inverse obtained in the second chapter are expressed through an analog of

the classical adjoint matrix, so solutions of matrix equations can be derived simi-

larly to Cramer’s rule. Using the determinantal representations of the Moore-Penrose

inverse, Cramer’s rules are constructed for solutions and least squares solutions to a

two-sided quaternion matrix equation, AXB = D, and its partial cases, when A = I

and B = I. On their basis, we give Cramer’s rules for the quaternion generalized

Sylvester matrix equation

AXB+CYD = E.

and its partial cases when one or both terms of the equation are one-sided. Determi-

nantal representations of the general, Hermitian, and η-hermitian solutions to the

generalized Sylvester matrix equation with ∗-hermicity and η–hermicity are also

obtained.

In the third section, we construct determinantal representations of the solutions
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to the system A1XB1 = C1,

A2XB2 = C2,

and its partial cases. Determinantal representations of the general, Hermitian, and

η-hermitian solutions to to the system are also obtained.

In the first section of the fifth chapter determinantal representations of the Drazin

inverse solution, X = AdDBd, to the two-sided quaternion restricted matrix equati-

on are considered. We also give determinantal representations of solutions to the

differential matrix equations X′
= AX+B and X

′
= XA+B with singular A.

In the second section, determinantal representations of the weighted Moore-

Penrose inverse solution, X = A†
M,NDB†

P,Q, to some two-sided quaternion restricted

matrix equation are derived.

In the third section, Cramer’s rules for the weighted Drazin inverse solution,

X = Ad,W1
DBd,W2

, to the restricted equation W1AW1XW2BW2 = D and its

partial cases are derived.

In the forth section, it is demonstrated that X = A †⃝CB †⃝ is the solution of

matrix minimization problem:

∥AXB−C∥ = min, Cr(X) ⊂ Cr(Ak1), Rl(X) ⊂ Rl(B
k2),

where A ∈ Hm×m, B ∈ Hn×n, C ∈ Hm×n with k1 = IndA, k2 = IndB, rankAk1 =

r1 and rankBk2 = r2. Determinantal representations of the solution are given.

Keywords: quaternion skew field, noncommutative determinant, generalized inverse

matrix, Moore-Penrose inverse, Drazin inverse, core inverse, Cramer’s rule, least

squares solution, generalized Sylvester matrix equation, system of matrix equations,

differential matrix equation.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйну роботу присвячено вивченню узагаль-

нених обернених матриць над тiлом кватернiонiв i, в першу чергу, побудовi

їх визначникових зображень, а також застосуванню отриманих визначникових

зображень до покомпонентного розв’язку кватернiонових матричних рiвнянь.

З часу побудови Гамiльтоном у 1843 роцi некомутативної чотиривимiрної ал-

гебри кватернiонiв до сьогодення, кватернiони стали стали об’єктом вивчення

багатьох частин математики, зокрема алгебри, геометричної алгебри i топо-

логiї, аналiзу та та iнших, а також вони знаходять застосування у багатьох

прикладних галузях, таких як обробка сигналiв та кольорових зображень, тео-

рiя управлiння, квантова механiка та механiка обертання, iнформатика, тощо.

Наприклад, Бiхан i Марс використовували сингулярний розклад кватернiоно-

вих матриць для обробки сигналiв [14]. Тюк i Мандiк проiлюстрували застосу-

вання доповнювальної кватернiонової статистики в адаптивному фiльтруван-

нi [240, 241]. Джiа та iн. розглядали робастну кватернiонову матричну компен-

сацiю та її застосування у вiдновленнi зображень [83]. Кватернiонова лiнiйна

алгебра викликає все бiльший iнтерес з боку теоретичної фiзики, переважно в

контекстi квантової механiки та теорiї поля [1,43,55,84–86]. Зокрема, у фiзичних

наукових журналах розглядалося питання про розширення поняття визначника

з комплексних до кватернiонових матриць [1, 41].

Хронологiя робiт, в яких вводяться та вивчаються визначники матриць iз

некомутуючими елементами, їх ще називають некомутативними визначника-

ми, розпочинаються ще вiд роботи Келi 1845 року, але продовжується й досi.

Найбiльш вiдомi некомутативнi визначники Дьйодонне (1943 р.) i Стадi (1920

р.) були означенi шляхом перетворення кватернiонової матрицi в еквiвален-

тну їй комплексну або дiйсну матрицю, але при цьому можливiсть використати

їх для визначникового зображення кватернiонової оберненої чи узагальненої
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оберненої матрицi була втрачена. Хоча деякi iншi ранiше введенi визначни-

ки матриць над тiлом кватернiонiв приймають значення у самому тiлi (див.,

напр. [29, 30, 300, 301]), але вони є важко застосовними для визначникового зо-

браження кватернiонової оберненої матрицi.

У данiй дисертацiйнiй роботi використовуються стовпцевi i рядковi некому-

тативнi визначники, теорiя яких була розроблена здобувачем у кандидатськiй

дисертацiї [303], де зокрема було отримане визначникове зображення оберненої

матрицi. У подальших дослiдженнях, якi є представленi у дисертацiйнiй роботi,

розвиток теорiї стовпцевих i рядкових визначникiв продовжується до вивчення

узагальнених обернених кватернiонових матриць.

Вперше, поняття псевдообернення увiв Фредгольм у 1903 роцi для iнтеграль-

них операторiв. Узагальнену обернену (псевдообернену) матрицю незалежно

один вiд одного описали Мур у 1920 роцi [187], Б’єхаммар у 1951 роцi [16] та Пен-

роуз у 1955 роцi [192]. Пенроуз на основi сингулярного розкладу матрицi випи-

сав рiвняння, як необхiднi та достатнi умови для визначення такої узагальненої

оберненої матрицi, єдиної для довiльної матрицi. Розглядалися рiзнi представ-

лення та способи побудови матрицi Мура-Пенроуза, серед яких її сингулярний

розклад, повнорангове представлення, граничне та визначникове зображення,

отримано багато iтеративних методiв її побудови (див. напр. [11,22,67,198,246]).

Прямими методами знаходження матрицi Мура-Пенроуза є її сингулярний роз-

клад та визначникове зображення. На вiдмiну вiд оберненої матрицi, яка має

однозначне визначникове зображення через алгебричнi доповнення, для уза-

гальнених обернених матриць, зокрема матрицi Мура – Пенроуза, були побу-

дованi рiзнi визначниковi зображення навiть для матриць над полем дiйсних

чи комплексних чисел внаслiдок пошуку їхнiх бiльш застосовних явних виразiв

(для матрицi Мура – Пенроуза див., напр. [8, 10,187,233,299]).

У подальших дослiдженнях Прасад i Бапат [194] отримали зважену уза-

гальнену обернену матрицю Мура-Пенроуза. Означення зваженої узагальненої

оберненої матрицi Мура-Пенроуза отримують, виходячи зi зваженого сингуляр-

ного розкладу (ЗСР) матриць. ЗСР для комплексних матриць було отримано
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Лоаном [161], використовуючи розклад Холецького, та Галба [91] для дiйсних

матриць через зваженi ортогональнi та псевдоортогональнi матрицi. Визначни-

ковi зображення комплексної зваженої узагальненої оберненої матрицi Мура-

Пенроуза були отриманi Станiмiровiчем i Станковiчем [234] через повноранго-

ву факторизацiю, Лю, Ю та iн. методом обчислення визначникiв [158] та Лю,

Жу та iн. [159] через граничне зображення, використовуючи гранично-ранговий

метод вперше запропонований здобувачем [101].

У 1958 роцi Дразiн [48] дав означення нової узагальненої оберненої матрицi

для комплексної квадратної матрицi. Як один iз важливих типiв узагальнених

обернених матриць, матриця Дразiна та її застосування ґрунтовно вивчаються

у науковiй лiтературi (див., напр. [10, 22, 68, 96, 258, 285]). Зокрема, отриманi

представлення матрицi Дразiна, використовуючи жорданову форму [11], її гра-

ничне зображення [175], на основi якого побудованi рiзного роду iтеративнi ме-

тоди її знаходження [151, 213, 260]. Станiмiровiч i Джорджевiч [232] отримали

повнорангове, а на його основi i визначникове зображення комплексної узагаль-

неної оберненої матрицi Дразiна.

Клайн i Гревiлл [34] розширили поняття узагальненої оберненої компле-

ксної матрицi Дразiна з квадратних матриць до прямокутних. Властивостi ком-

плексної W-зваженої узагальненої оберненої матрицi Дразiна дослiджуються,

зокрема, у роботах [34,183,261–263,281]. Наприклад, отриманi загальнi алгебри-

чнi структури W-зваженої матрицi Дразiна [262,281]. Визначниковi зображення

комплексної W-зваженої матрицi Дразiна, будуються через повноранговий роз-

клад [158] та через граничне зображення [159].

У дисертацiйнiй роботi отриманi визначниковi зображення узагальнених обер-

нених матриць Мура – Пенроуза, Дразiна та їх зважених для матриць над

тiлом кватернiонiв у рамках теорiї некомутативних стовпцевих i рядкових ви-

значникiв. Як наслiдок, побудованi новi визначниковi зображення комплексних

узагальнених обернених матриць Мура – Пенроуза, Дразiна та їх зважених на

основi розробленого гранично-рангового методу.

Вiдмiтимо, що в останнi двадцять рокiв, iнтерес математикiв розширився
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з вивчення комплексних узагальнених обернених матриць до кватернiонових

[32, 253, 284]. Властивостi узагальнених обернених в основному повнiстю уза-

гальнюються на кватернiоновi матрицi, але побудову визначникових зображень

кватернiонових узагальнених обернених матриць вдалося отримати тiльки за-

собом рядково-стовпцевих визначникiв. Вперше це було зроблено у роботах, якi

представленi здобувачем у данiй дисертацiйнiй роботi, але й iншi математики

почали застосовувати апарат рядково-стовпцевих визначникiв для дослiдження

кватернiонових узагальнених обернених [157,222–230].

Уведення Баксаларi та Тренклерем у 2010 роцi [6] поняття серцевинної обер-

неної для комплексних матриць викликало сплеск нової активностi у розвитку

теорiї узагальнених обернених матриць. У наступнi роки, були введенi та до-

слiдженi такi її узагальнення, як EP -серцевинна обернена – Прасадом i Мо-

хана [195] у 2014 р., DMP -обернена – Малик i Томе [171] у 2014 р., CMP -

обернена – Мехдiпур i Салемi [173] у 2017 р., зважена EP -обернена – Ферейра

та iн. [53] у 2018 р., зважена DMP -обернена – Менг [174] у 2017 р. i зважена

CMP -обернена – Мосiч [182] у 2018 р. Дослiджувалися зображення, властивостi

та застосування цих нових узагальнених обернених не тiльки для комплексних

матриць [162–166,170,196,249–251], але i для операторiв у гiльбертовому просто-

рi чи елементiв кiльця [39,59,180,181,184,275,276]. Були отриманi, зокрема, ви-

значниковi зображення комплексної серцевинної оберненої [6] i EP -серцевинна

оберненої [195]. Кватернiоновi серцевинна обернена та її узагальнення вперше

дослiджувалися у роботах здобувача, результати яких представляються у ди-

сертацiї, отриманi їх визначниковi зображення для матриць над тiлом кватер-

нiонiв. Для комплексних матриць побудованi новi визначниковi зображення.

Узагальненi оберненi матрицi є важливим iнструментом розв’язку матри-

чних рiвнянь. У 1979 роцi, Баксаларi та Кала [5] дали необхiдну i достатню

умову розв’язностi рiвняння AX + YB = C, та виразили його розв’язок у

термiнах узагальнених обернених матриць. Пiзнiше, вони встановили [6] необ-

хiдну та достатню умову сумiсностi та подали розв’язок у термiнах узагальне-

них обернених матриць для двостороннього узагальненого матричного рiвняння
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Сильвестра

AXB+CYD = E. (1)

Нормальнi розв’язки (розв’язки у найменших квадратах) та деякi iншi особли-

вi розв’язки двостороннього матричного рiвняння i рiвнянь типу Сильвестра

вивчалися, зокрема, у роботах [37,72,97,150,155,160,254,286,288–290].

За останнi двадцять рокiв iнтерес до матричних рiвнянь типу Сильвестра

розширився до матриць над алгеброю кватернiонiв [69–71, 77, 89, 154, 221, 277,

279, 292]. Наприклад, Родман розглядає стандартне кватернiонове матричне

рiвняння Сильвестра AX + XB = C [205]. Футорний та iн. представили кри-

терiї розв’язностi Рота деяких кватернiонових матричних рiвнянь типу Силь-

вестра [56]. Дмитришин та Кагстрем розглядають зв’язку матричних рiвнянь

типу Сильвестра та дiагоналiзацiю блокiв [45]. Ванг та iн. дослiджували двосто-

роннє узагальнене кватернiонове матричне рiвняння Сильвестра, рiвнянь типу

Сильвестра, та їх систем i дали зображення їх розв’язкiв у термiнах узагаль-

нених обернених матриць [252,253,255,257]. Багато робiт присвячено правилам

Крамера для комплексних матричних рiвнянь [63, 86, 87, 247, 248, 267], а також

для кватернiонових рiвнянь, визначниковi зображення розв’язкiв у яких отри-

манi в рамках теорiї рядково-стовпцевих визначникiв. Це як роботи здобувача,

так i iнших авторiв, зокрема [157,223,224,227–230].

У дисертацiйнiй роботi вперше одержано визначникове зображення розв’яз-

ку двостороннього кватернiонового матричного рiвняння, а на його основi для

розв’язку узагальненого кватернiонового матричного рiвняння Сильвестра (1),

усiх його часткових випадкiв, та особливих випадкiв рiвняння Сильвестра з

∗-ермiтовiстю i η-ермiтовiстю. Також отриманi аналоги правила Крамера для

системи кватернiонових двостороннiх матричних рiвнянь, усiх її часткових ви-

падкiв, та особливих випадкiв для рiвнянь з ∗-ермiтовiстю i η-ермiтовiстю.

У деяких ситуацiях виникає потреба знаходження Дразiна оберненого розв’яз-

ку систем лiнiйних рiвнянь та матричних рiвнянь (див., напр. [66, 67, 176, 191,

214, 265]). Матрицю Дразiна також застосовують до розв’язку деяких сингу-
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лярних диференцiальних матричних рiвнянь [19, 24]. Для обчислення Дразiна

оберненого розв’язку було розроблено багато рiзних методiв [151, 177, 215, 216,

264,286,296], зокрема, у комплексному чи дiйсному випадках, розглядалися рi-

знi пiдходи до побудови правила Крамера [88,159,247,248].

Зважений Мура-Пенроуза розв’язок матричних рiвнянь з деякими обмежен-

нями на стовпцевий простiр та ядро невiдомої матрицi розглядається для ком-

плексного випадку у роботах [152, 153] та для кватернiонових матричних рiв-

нянь [222,224], використовуючи апарат рядково-стовпцевих визначникiв.

W-зваженi оберненi розв’язки Дразiна виникають для деяких вироджених

лiнiйних рiвнянь та матричних рiвнянь з певними обмеженнями на стовпцевий

та нульовий простори невiдомої матрицi для комплексних матриць [261–263] i

для кватернiонових [226].

Серцевиннi оберненi та їх узагальнення знаходять застосування у розв’язках

деяких задач матричного наближення з обмеженнями [90,251].

У дисертацiйнiй роботi отриманi правила Крамера для узагальнених оберне-

них розв’язкiв Дразiна, зваженого Мура-Пенроуза, та зваженого Дразiна для

двостороннього кватернiонового матричного рiвняння з вiдповiдними для ко-

жного випадку обмеженнями на стовпцевий (рядковий) та нульовий простори

невiдомої матрицi. Одержано визначникове зображення розв’язку деяких син-

гулярних кватернiонових диференцiальних матричних рiвнянь. Як застосуван-

ня визначникових зображень кватернiонової серцевинної оберненої та її узагаль-

нень, отримано визначникове зображення розв’язку деяких задач кватернiонно-

матричної мiнiмiзацiї.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами, гран-

тами. Робота виконувалась в рамках виконання держбюджетних тем Iнституту

прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН Украї-

ни: “Алгебро-геометричнi методи дослiдження iнварiантних структур на много-

видах та релятивiстських рiвнянь математичної та теоретичної фiзики” (номер

державної реєстрацiї 01102U004819), “Розвиток методiв дослiдження структур

на многовидах, асоцiйованих з групами, алгебрами i графами та розвиток гео-
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метричного аналiзу стосовно релятивiстських полiв i часток” (номер державної

реєстрацiї 01102U004819).

Мета та завдання дослiдження. Основною тематикою дослiдження є

вивчення узагальнених обернених матриць над тiлом кватернiонiв та їх засто-

сувань до розв’язку кватернiонових матричних та деяких диференцiальних ма-

тричних рiвнянь.

Метою дисертацiйної роботи є побудова визначникових зображень кватер-

нiонових узагальнених обернених матриць, засобом стовпцево-рядкових визна-

чникiв та iндукованих ними визначникових зображень узагальнено-обернених

розв’язкiв кватернiонових матричних рiвнянь та їх систем.

Об’єктом дослiдження є узагальненi оберненi матрицi над тiлом кватернiо-

нiв, кватернiоновi матричнi та диференцiальнi матричнi рiвняння та їх системи.

Предметом дослiдження є алгебраїчнi властивостi стовпцевих i рядкових не-

комутативних визначникiв кватернiонових матриць, алгебра матриць над тiлом

кватернiонiв.

Методи дослiдження дисертацiйної роботи є методи теорiї некомутативних

кiлець та алгебр, теорiї матриць над тiлом.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi отриманi в роботi резуль-

тати є новими i полягають у наступному.

1. Отримано визначниковi зображення узагальнених обернених матриць Мура-

Пенроуза, Дразiна та їх зважених для матриць над тiлом кватернiонiв, ви-

користовуючи ранiше введенi здобувачем стовпцевi i рядковi некомутативнi

визначники. Встановленi новi властивостi стовпцевих i рядкових визначни-

кiв, тим самим внесено значний вклад в розвиток їх теорiї.

2. Доведено новi теореми з теорiї матриць над тiлом кватернiонiв, зокрема,

теореми про зважений сингулярний розклад матрицi, про граничне зобра-

ження зваженої матрицi Мура-Пенроуза, теорема про загальну алгебричну

структуру зваженої матрицi Дразiна, тощо.

3. Розроблено новий гранично-ранговий метод, який застосовується для по-
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будови визначникового зображення кватернiонової узагальненої оберненої

матрицi Мура-Пенроуза. Для кватернiонових узагальненої оберненої матри-

цi Дразiна, зважених узагальнених обернених матриць Мура-Пенроуза та

Дразiна цей метод застосовується в особливих випадках, пов’язаних з ермi-

товiстю вiдповiдних матриць.

4. За допомогою гранично-ранговий методу отриманi новi визначниковi зобра-

ження комплексних узагальнених обернених матриць Мура-Пенроуза, Дра-

зiна та їх зважених.

5. Поняття та властивостi серцевинної оберненої матрицi та її узагальнень роз-

ширено до кватернiонових матриць. Зокрема, доведенi теореми про хара-

ктеризацiю лiвої W-зваженої EP -серцевинної оберненої матрицi, зваженої

MPD -оберненої матрицi, тощо.

6. Побудованi визначниковi зображення кватернiонових правої та лiвої сер-

цевинних обернених, правої та лiвої EP -серцевинних обернених, DMP - та

MPD -обернених, CMP -оберненої, зважених правої та лiвої EP -обернених,

зважених DMP - та MPD -обернених i зваженої CMP -оберненої.

7. Новизна отриманих визначникових зображень серцевинної оберненої матри-

цi та її узагальнень зберiгається i у випадку їх побудови для комплексних

матриць.

8. Побудованi аналоги правила Крамера для кватернiонових двосторонньо-

го матричного рiвняння, узагальненого матричного рiвняння Сильвестра,

усiх його часткових випадкiв, та особливих випадкiв з ∗-ермiтовiстю i η-

ермiтовiстю. Отриманi правила Крамера зберiгають свою новизну як прямо-

го методу знаходження розв’язку комплексного узагальненого матричного

рiвняння Сильвестра, усiх його часткових випадкiв, та особливого випадку

з ∗-ермiтовiстю.

9. Одержанi визначниковi зображення загального розв’язку системи кватер-

нiонових двостороннiх матричних рiвнянь та усiх його часткових випадкiв,

а також загального, ермiтового, η-(косо-)ермiтового розв’язкiв системи з,
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вiдповiдно, ∗-ермiтовiстю чи η-ермiтовiстю.

10. Отриманi визначниковi зображення Дразiна оберненого розв’язку кватер-

нiонового двостороннього матричного рiвняння з обмеженнями, а також

розв’язку деяких сингулярних кватернiонових диференцiальних матричних

рiвнянь.

11. Побудованi визначниковi зображення зваженого Мура-Пенроуза оберненого

розв’язку кватернiонового двостороннього матричного рiвняння з вiдповiд-

ними обмеженнями, а також його часткових випадкiв.

12. Одержанi визначниковi зображення Дразiна зваженого оберненого розв’язку

кватернiонового двостороннього матричного рiвняння з вiдповiдними обме-

женнями та його часткових випадкiв.

13. Як застосування визначникових зображень кватернiонової серцевинної обер-

неної та її узагальнень, одержано розв’язки деяких задач кватернiонно-матричної

мiнiмiзацiї та побудованi правила Крамера для їх знаходження.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має теоретичний

характер. Отриманi результати є внеском у теорiю некомутативних визначни-

кiв, зокрема у теорiю стовпцевих i рядкових визначникiв, у теорiю матриць над

тiлом кватернiонiв, у теорiю узагальнених обернених матриць та їх застосу-

вань. Результати роботи можуть бути використаннi в теорiї матричних рiвнянь

типу Сильвестра та їх систем, як над тiлом кватернiонiв, так i над полем ком-

плексних (дiйсних) чисел, в теорiї кватернiонових диференцiальних матричних

рiвнянь, у задачах кватернiонових матричних наближень та апроксимацiї.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться на захист,

одержанi здобувачем самостiйно. У статтях, що опублiковано у спiвавторствi

[99, 131, 201], до дисертацiї увiйшли результати, що отриманi здобувачем само-

стiйно.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї.

Результати, наведенi у данiй дисертацiйнiй роботi, доповiдалися та обгово-

рювалися на таких наукових конференцiях, семiнарах, школах:
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– Мiжнародна конференцiя iм. В. Я. Скоробагатька, м. Львiв, Україна, 26-30

жовтня 2020 р.

– XII Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, присвячена 215-й рi-

чницi з дня народження В. Буняковського, м.Вiнниця, Україна, 02–06 липня,

2019 р.

– XI Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi присвячена 75-рiччю В.

В. Кириченка, м.Київ, Україна, 3-7 липня 2017 р.

– Мiжнародна конференцiя iм. В. Я. Скоробагатька, м. Дрогобич, Україна,

25-28 серпня 2015 р.

– X Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, присвячена 70-й рiчницi

з дня народження Ю. A. Дрозда, м.Одеса, Україна, 20-27 серпня, 2015 р.

– IX Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, м. Львiв, Україна, 8-13

липня, 2013 р.

– Мiжнародна конференцiя з алгебри, присвячена 100-й рiчницi С.M. Чернi-

кова, м.Київ, Україна, 23-27 червня, 2012 р.

– Мiжнародна конференцiя iм. В. Я. Скоробагатька, м. Дрогобич, Україна,

19-23 жовтня 2011 р.

– VIII Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, м. Луганськ, Україна,

5-12 липня, 2011 р.

– VII Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, м. Харкiв, Україна, 18-

23 серпня, 2009 р.

– XIII Мiжнародна наукова конференцiя iм. академiка М. Кравчука, м.Київ,

Україна, 13-15 травня, 2010 р.

– XII Мiжнародна наукова конференцiя iм. академiка М. Кравчука, м.Київ,

Україна, 15-17 травня, 2008 р.

– Мiжнародний симпозiум "Питання оптимiзацiї обчислень"(ПОО-XXXIII), м.

Ялта, Україна, 23–28 вересня, 2007 р.

– Мiжнародна конференцiя iм. В. Я. Скоробагатька, м. Дрогобич, Україна,

24-28 жовтня 2007 р.
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– Науковий семiнар iм. В. Я. Скоробогатька Iнституту прикладних проблем

механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України, 20 грудня, 2016

р.

– Алгебраїчний семiнар Iнституту математики НАН Україна, 15 сiчня, 2019 р.

– Науковий семiнар iм. В. Я. Скоробогатька Iнституту прикладних проблем

механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України, 4 лютого, 2021

р.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 37 науковiй робо-

тi (див. список публiкацiй здобувача), внесених до перелiку фахових видань з

тонким–математичних наук, 30 з них [1-4,6-10,13-16,18-34] надруковано у видан-

нях, внесених до мiжнародних науково–метричних баз Scopus та Web of Science.

Частково вони також висвiтленi у матерiалах 19 мiжнародних конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, анота-

цiї, 5 роздiлiв, розбитих на пiдроздiли i пункти, висновкiв, списку використаних

джерел iз 318 найменувань та додатку, що мiстить список публiкацiй здобува-

ча за темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв. Повний обсяг

дисертацiї становить 444 сторiнок.

Змiст дисертацiї. Увступi дисертацiї обґрунтовано актуальнiсть теми до-

слiдження, вказано зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами,

визначено мету i завдання, об’єкт, предмет i методи дослiдження, вказано нау-

кову новизну та практичне значення одержаних результатiв, охарактеризовано

особистий внесок здобувача, апробацiю матерiалiв дисертацiї, описано структу-

ру, обсяг та її основний змiст.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи викладено огляд лiтератури за

темою дослiдження, пiдґрунтя окреслених напрямкiв дослiдження та вказано

мiсце отриманих результатiв у загальнiй теорiї окреслених напрямкiв. У пер-

шому пiдроздiлi розглядаються елементи лiнiйної алгебри та теорiї матриць

над тiлом кватернiонiв, якi будуть необхiднi для викладення основного мате-

рiалу. Зокрема, розглядаються властивостi стовпцевих i рядкових некомута-
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тивних визначникiв, теорiя яких була дослiджена здобувачем у кандидатськiй

дисертацiї [303], i якi застосовуються для побудови визначникових зображень

узагальнених обернених кватернiонових матриць.

Нехай Hn×n – множина n× n-матриць над тiлом кватернiонiв

H = {a0 + a1i+ a2j+ a3k | i2 = j2 = k2 = ijk = −1, a0, a1, a2, a3 ∈ R},

а Hn×n
r позначає її пiдмножину матриць рангу r.

Нехай Sn – симетрична група на множинi In = {1, . . . , n}.

Означення 1.6 Рядковий визначник по i-му рядку матрицi A = (aij) ∈

Hn×n для довiльного i ∈ In будемо визначати, поклавши

rdetiA =
∑
σ∈Sn

(−1)n−r (aiik1aik1ik1+1
. . . aik1+l1

i) . . . (aikr ikr+1
. . . aikr+lr ikr ),

σ = (i ik1ik1+1 . . . ik1+l1) (ik2ik2+1 . . . ik2+l2) . . . (ikrikr+1 . . . ikr+lr) ,

де σ є перестановкою впорядкованою злiва. Це означає, що перший цикл злiва

починається iндексом i, iншi цикли розпочинаються злiва з мiнiмального з усiх

iндексiв, якi мiстяться в ньому, ikt < ikt+s для всiх t = 2, . . . , r, s = 1, . . . , lt, а

порядок неперервних циклiв (крiм першого) обумовлений строгим зростанням

злiва направо їх перших елементiв, ik2 < ik3 < · · · < ikr .

Означення 1.7 Стовпцевий визначник по j-му стовпцю матрицi A =

(aij) ∈ Hn×n для довiльного j ∈ In будемо означати, поклавши

cdetjA =
∑
τ∈Sn

(−1)n−r(ajkrjkr+lr
. . . ajkr+1jkr ) . . . (ajjk1+l1

. . . ajk1+1jk1
ajk1j),

τ = (jkr+lr . . . jkr+1jkr) . . . (jk2+l2 . . . jk2+1jk2) (jk1+l1 . . . jk1+1jk1j) ,

де τ є право-впорядкована перестановка. Це означає, що перший цикл справа

починається iндексом j, iншi цикли розпочинаються справа з мiнiмального з

усiх цiлих чисел, якi мiстяться в ньому, jkt < jkt+s для всiх t = 2, . . . , r, s =

1, . . . , lt, а порядок неперервних циклiв (крiм першого) обумовлений строгим

зростанням справа налiво їх перших елементiв, jk2 < jk3 < · · · < jkr .

У загальному, стовпцевi та рядковi визначники довiльної квадратної кватер-

нiонової матрицi не є рiвними мiж собою, але коли A ∈ M(n,H) – ермiтова,
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то rdet1A = . . . = rdetnA = cdet1A = . . . = cdetnA ∈ R. На основi чого вво-

диться поняття визначника ермiтової матрицi, detA := rdetiA = cdetiA для

довiльного i = 1, . . . , n.

У другому пiдроздiлi першого роздiлу розглядаються деякi ранiше отриманi

факти з теорiї узагальнених обернених матриць та їх застосувань.

Виклад основних результатiв дисертацiї починається з другого роздiлу, у

якому у рамках теорiї стовпцево-рядкових некомутативних визначникiв одержа-

но визначниковi зображення узагальнених обернених матриць Мура-Пенроуза,

Дразiна та їх зважених над тiлом кватернiонiв H. У першому пiдроздiлi введено

поняття узагальненої оберненої матрицi Мура- Пенроуза на основi сингулярно-

го розкладу кватернiонової матрицi.

Означення 2.1. Нехай A ∈ Hm×n. Матриця A† називається її узагальне-

ною оберненою матрицею Мура-Пенроуза, якщо вона задовольняє умови

(1) AA†A = A, (2) A†AA† = A†, (3)
(
AA†)∗ = AA†, (4)

(
A†A

)∗
= A†A.

Доведена теорема про про граничне зображення матрицi Мура-Пенроуза, ле-

ми про ранги матриць та стовпцево-рядковi аналоги характеристичного много-

члена, якi формують метод (назвемо його гранично-ранговим), на основi якого

доведена теорема про визначниковi зображення матрицi Мура-Пенроуза.

Теорема 2.2. Якщо A ∈ Hm×n
r , тодi узагальнена обернена матрицi Мура-

Пенроуза A† =
(
a†ij

)
∈ Hn×m має визначниковi зображення

a†ij =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti
(
(A∗A) . i

(
a∗.j
))β

β∑
β∈Jr,n

|A∗A|ββ
=

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj ((AA∗)j.(a
∗
i .))

α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

,

де a∗.j i a∗i . – j-й стовпець та i-й рядок матрицi A∗.

Розглядаються визначниковi зображення проективних матриць A†A =: QA i

AA† =: PA, та матриць Мура-Пенроуза для деяких особливих матриць, а саме

для ермiтово-спряженої, η-ермiтово-спряженої.

Нехай η ∈ {i, j,k} i покладемо, i Aη∗ = −ηA∗η.
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Лема 2.13. Якщо A ∈ Hm×n
r i Aη∗ =

(
aη∗ij
)

∈ Hn×m є її η-ермiтово-

спряжена матриця. Тодi матриця Мура-Пенроуза (Aη∗)† =
(
(aη∗ij )

†) ∈ Hm×n

має наступнi визначниковi зображення,

(aη∗ij )
† =− η

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (ai .)

)α
α∑

β∈Ir,n
|A∗A|αα

η =

=− η

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti ((AA∗).i(a.j))
β
β∑

β∈Jr,m
|AA∗|ββ

η.

У пунктi 2.1.4 будуються визначниковi зображення матрицi Мура-Пенроуза

для комплексних матриць, замiнивши у вiдповiдних визначникових зображе-

ннях кватернiонових матриць стовпцевi i рядковi визначники звичайними ви-

значниками. Отриманi визначниковi зображення матрицi Мура-Пенроуза для

комплексних матриць є новими i бiльш застосовними, порiвнюючи з ранiше

введеними.

У пiдроздiлi 2.2 будуються визначниковi зображення зваженої узагальненої

оберненої матрицi Мура-Пенроуза. У пунктi 2.2.1 введено поняття зваженої уза-

гальненої оберненої матрицi Мура- Пенроуза на основi зваженого сингулярного

розкладу кватернiонової матрицi. Доведена теорема.

Теорема 2.3. Нехай A ∈ Hm×n
r , та M i N додатноозначенi матрицi по-

рядку m i n, вiдповiдно. Позначимо A♯ = N−1A∗M. Тодi iснують матрицi

U ∈ Hm×m, V ∈ Hn×n, що задовольняють умови U∗MU = Im i V∗N−1V = In,

i такi, що A = UDV∗, де D =

Σ 0

0 0

, Σ = diag(σ1, σ2, ..., σr), σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥

σr > 0 i σ2i - ненульовi власнi значення матриць A♯A чи AA♯, якi спiвпада-

ють.

Означення 2.3. Для матрицi A ∈ Hm×n, зважена узагальнена обернена

матриця Мура-Пенроуза з вагами M i N (позначається як A†
M,N) є єдина
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X ∈ Hn×m, що задовольняє рiвняння:

(1) AXA = A; (2) XAX = X;

(3M) (MAX)∗ = MAX; (4N) (NXA)∗ = NXA.

Показано, що матриця A†
M,N може бути представлена як

A†
M,N = N−1V

Σ−1 0

0 0

U∗M. (2)

Визначниковi зображення матрицi A†
M,N будуються у залежностi вiд того, чи

матрицi A♯A та AA♯ обидвi або одна з них є ермiтовими, або не є ермiтовими.

У випадку ермiтових матриць A♯A чи AA♯ будується гранично-ранговий

метод, з допомогою якого маємо

Теорема 2.7. Нехай A ∈ Hm×n
r . Якщо A♯A або AA♯ є ермiтовими, тодi

A†
M,N =

(
a‡ij

)
∈ Hn×m має визначниковi зображення

a‡ij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯.j

))β
β∑

β∈Jr, n
|A♯A|ββ

=

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA♯)j .(a

♯
i. )
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA♯|αα

.

У випадку неермiтових матриць A♯A чи AA♯ визначниковi зображення ма-

трицi A†
M,N будуються, використовуючи представлення (2).

У пiдроздiлi 2.3 будуються визначниковi зображення узагальненої оберненої

матрицi Дразiна.

Означення 2.4. Нехай для A ∈ Hn×n
r з iндексом k = IndA

(2) XAX = X; (5) AX =XA; (6) Ak+1X = Ak. (3)

Тодi єдина матриця X, що задовольняє рiвняння (2), (5) i (6) називається її

узагальненою оберненою матрицею Дразiна i позначається як X = Ad. Якщо

IndA = 1, то X – групова обернена, X = A#.

Для ермiтової кватернiонової матрицi визначникове зображення матрицi Дра-

зiна одержимо вiдповiдним гранично-ранговим методом.
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Теорема 2.10. Якщо A ∈ Hn×n
r – ермiтова з iндексом IndA = k та

rankAk+1 = rankAk = r, тодi Ad =
(
adij
)
∈ Hn×n має визначниковi зобра-

ження:

adij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

))β
β∑

β∈Jr, n
|Ak+1|ββ

=

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(Ak+1)j .(a

(k)
i. )
)α
α∑

α∈Ir, n
|Ak+1|αα

.

Для визначникового зображення довiльної кватернiонової матрицi викори-

стовуємо представлення Ad = Ak(A2k+1)†Ak.

Теорема 2.11. Якщо A ∈ M(n,H) з IndA = k i rankAk+1 = rankAk = r,

тодi Ad має визначниковi зображення

adij =

n∑
t=1

a
(k)
it

∑
β∈Jr, n{t}

cdett
(((

A2k+1
)∗

A2k+1
)
. t
(â. j)

)β
β∑

β∈Jr, n

∣∣(A2k+1)
∗
A2k+1

∣∣β
β

=

=

n∑
s=1

( ∑
α∈Ir, n{s}

rdets
((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
s .
(ǎi .)

)α
α

)
a
(k)
sj∑

α∈Ir, n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α

.

де â.j – j-й стовпець матрицi (A2k+1)∗Ak =: Â та ǎi. – i-й рядок матрицi

Ak(A2k+1)∗ =: Ǎ.

У пiдроздiлi 2.4 розглядається зважена узагальнена обернена матриця Дра-

зiна.

Означення 2.5. Для A ∈ Hm×n i W ∈ Hn×m, W-зважена обернена Дразiна

до A з вагою W є єдиним розв’язком рiвнянь,

(AW)k+1XW = (AW)k, XWAWX = X, AWX = XWA,

де k = max{Ind(AW), Ind(WA)}. Позначається як X = Ad,W.

У випадках, коли AW = V = (vij) ∈ Hm×m або WA = U = (uij) ∈ Hn×n є

ермiтовими матрицями, то можемо застосувати вiдповiдний гранично-ранговий

метод. Зокрема маємо теорему.
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Теорема 2.18. Якщо A ∈ Hm×n, W ∈ Hn×m, i AW = V = (vij) ∈ Hm×m

є ермiтовою з iндексом k = max{Ind(AW), Ind(WA)} та rank(AW)k+1 =

rank(AW)k = r, тодi Ad,W =
(
ad,Wij

)
∈ Hm×n має визначникове зображення:

ad,Wij =

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti

(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))β
β∑

β∈Jr, m

∣∣∣(AW)k+2
∣∣∣β
β

,

де v̄
(k)
.j – j-й стовпець матрицi V̄k = (AW)kA для всiх j = 1, . . . ,m.

У випадку коли коли V та U не є ермiтовими матрицями, то визначниковi

зображення будуються, використавши представлення

Ad,W =
{
(AW)k

[
(AW)2k+1

]†
(AW)k

}
W† =

=W†
{
(WA)k

[
(WA)2k+1

]†
(WA)k

}
.

З того, що Ad,W = A
(
(WA)d

)2
=
(
(AW)d

)2
A одержимо ще два новi визна-

чниковi зображення матрицi Ad,W .

Третiй роздiл присвячений веденню понять та дослiдженню властивостей,

зокрема визначниковому зображенню, кватернiонової серцевинної оберненої ма-

трицi та її узагальнень. У пiдроздiлi 3.1 розглядаються кватернiоновi серцевиннi

оберненi матрицi.

Означення 3.1 (3.2). Матриця X ∈ Hn×n називається правою (лiвою)

серцевинною оберненою матрицi A ∈ Hn×n, якщо AX = PA, Cr(X) = Cr(A)

(XA = QA, Rl(X) = Rl(A)). Коли така X iснує, то позначається A#⃝ (A#⃝).

Вiдомо, що серцевиннi оберненi матрицi iснують для довiльної A ∈ Hn×n,

якщо IndA ≤ 1. Маємо наступнi представлення серцевинних обернених.

A#⃝ = A#AA†, A#⃝ = A†AA#.

Використавши одержанi у роздiлi 2 визначниковi зображення групової оберне-

ної та матрицi Мура-Пенроуза, одержимо визначниковi зображення серцевин-

них обернених. Зокрема, для правої серцевинної оберненої маємо.
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Теорема 3.3. Нехай IndA ≤ 1, rankA2 = rankA = s. Тодi визначникове

зображення A#⃝ =
(
a#⃝,r
ij

)
має вираз

a#⃝,r
ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(ũi.))
α
α∑

α∈Is,n

∣∣(A3 (A3)∗)
α
α

∣∣ ∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
,

де ũi. є i-м рядком Ũ := UA2A∗. Тут U = (uif) ∈ Hn×n є такою, що

uif =
∑

α∈Is,n{f}

rdetf

((
A3
(
A3
)∗)

.f
(ǎi .)

)α
α
,

де ǎi . – i-й рядок матрицi Ǎ := A(A3)∗.

У пiдроздiлi 3.2 розглядаються ЕP -серцевиннi оберненi матрицi.

Означення 3.3(3.4). Матриця X ∈ Hn×n називається правою (лiвою)

EP-серцевинною оберненою до матрицi A ∈ Hn×n, якщо вона задовольняє

умови XAX = A, Cr(X) = Cr(X∗) = Cr(Ad) (Rl(X) = Rl(X
∗) = Rl(A

d)).

Вона позначається як A †⃝ (A †⃝).

З леми про характеризацiю ЕP -серцевинних обернених слiдує

Теорема 3.5. Нехай A ∈ Hn×n з IndA = k i rankAk = s, та iснують права

A †⃝ =
(
a †⃝,r
ij

)
та лiва A †⃝ =

(
a †⃝,l
ij

)
EP-серцевиннi оберненi матрицi. Тодi

a †⃝,r
ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
Ak+1

(
Ak+1

)∗)
j.
(âi .)

)α
α∑

α∈Is,n

∣∣Ak+1 (Ak+1)
∗∣∣α

α

,

a †⃝,l
ij =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti
(((

Ak+1
)∗

Ak+1
)
.i
(ǎ.j)

)β
β∑

β∈Js,n

∣∣(Ak+1)
∗
Ak+1

∣∣β
β

,

де âi . – i-й рядок Â = Ak(Ak+1)∗ та ǎ.j – j-й стовпець Ǎ = (Ak+1)∗Ak.

У пiдроздiлi 3.2 розглядаються кватернiоновi DMP - i MPD -оберненi матрицi.

Означення 3.5 (3.6). Нехай A ∈ Hn×n з IndA = k. Матриця X ∈ Hn×n

називається DMP-(MPD-)оберненою до A, якщо вона задовольняє умови

XAX = X, XA = AdA, AkX = AkA†

(XAX = X, AX = AAd, XAk = A†Ak).
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Вона позначається як Ad,† (A†,d).

Лема 3.5 (3.6). Для довiльної матрицi A ∈ Hn×n, її DMP-(MPD)-обернена

завжди iснує та є єдиною, при цьому Ad,† = AdAA† (A†,d = A†AAd).

Використавши одержанi у роздiлi 2 визначниковi зображення матриць Мура-

Пенроуза та Дразiна, одержимо визначниковi зображення DMP - i MPD-оберне-

них. Зокрема, для DMP-оберненої маємо теорему.

Теорема 3.7. Нехай A ∈ Hn×n
s , IndA = k та rank(Ak) = s1. Тодi її DMP-

обернена Ad,† =
(
ad,†ij

)
має наступнi визначниковi зображення.

(i) Коли A є довiльною матрицею, то

ad,†ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(ũi.))
α
α∑

α∈Is1,n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α

∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
.

Тут ũi. – i-й рядок матрицi Ũ := UA2A∗, а матриця U = (uif) ∈ Hn×n є

така, що

uif =
∑

α∈Is1,n{f}

rdetf

((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
.f
(ǎi .)

)α

α

,

де ǎi . – i-й рядок матрицi Ǎ = A(A2k+1)∗.

(ii) Коли A – ермiтова, то

ad,†ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(vi.)

)α
α∑

β∈Js1,n
|Ak+1|ββ

∑
α∈Is,n

|A2|αα
=

∑
β∈Js1,n{i}

cdeti
((
Ak+1

)
. i
(w.j)

)β
β∑

β∈Js1,n
|Ak+1|ββ

∑
β∈Js,n

|A2|ββ
,

де

vi. =

 ∑
β∈Js1,n{i}

cdeti

((
Ak+1

)
.i

(
a
(k+2)
.f

))β
β

 ∈ H1×n, f = 1, . . . , n,

w.j =

 ∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(A2)j.(a

(k+2)
l. )

)α
α

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n.

У пiдроздiлах 3.4, 3.5, 3.6 та 3.7 розглядаються кватернiоновi CMP -обернена,

та зваженi лiва та права EP -обернена, DMP - i MPD -оберненi, а також CMP -

обернена. Одержанi теореми про їх характеризацiю та визначниковi ображення.
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Узагальненi оберненi є важливим i ефективним iнструментом розв’язання

матричних рiвнянь. Четвертий роздiл присвячений розв’язку кватернiонових

узагальнених матричних рiвнянь типу Сильвестра та їх систем. У пiдроздiлi 4.2

розглядається узагальнене кватернiонове матричне рiвняння Сильвестра

AXB+CYD = E. (4)

Його частковий розв’язок може бути виражений як

X = A†EB† −A†CM†EB† −A†SC†EN†DB†, (5)

Y = M†ED† +QSC
†EN†, (6)

де M = RAC = (I−AA†)C, N = DLB = D(I−B†B), S = CLM = C(I−M†M).

Наступна теорема дає визначникове зображення розв’язку (5)-(6).

Теорема 4.14. Нехай A ∈ Hm×n
r1

, B ∈ Hr×s
r2

, C ∈ Hm×p
r3

, D ∈ Hq×s
r4

, rankM =

r5, rankN = r6, rankS = r7. Тодi розв’язок (5)-(6), X = (xij) ∈ Hn×r, Y =

(ygf) ∈ Hp×q покомпонентно xij = x
(1)
ij − x

(2)
ij − x

(3)
ij , ygf = y

(1)
gf + y

(2)
gf , має

наступнi визначниковi зображення.

(i) Для A†EB† = X1 =
(
x
(1)
ij

)
,

x
(1)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗A).i

(
dB
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,r

|BB∗|αα
=

∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
dA
i.

))α
α∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,r

|BB∗|αα
,

dB
. j =

 ∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
e
(1)
k.

))α
α

 ∈ Hn×1, k = 1, . . . , n,

dA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
e
(1)
.l

))β
β

 ∈ H1×r, l = 1, . . . , r.

Тут e
(1)
k. i e(1). l є k-м рядком i l-м стовпцем матрицi E1 := A∗EB∗.

(ii) Для A†CM†EB† = X2 =
(
x
(2)
ij

)
,

x
(2)
ij =

∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.(ϕ̃i.

)α
α∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Ir5,m

|MM∗|αα
∑

α∈Ir2,r
|BB∗|αα

,
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де ϕ̃i. - i-й рядок Φ̃ := ΦEB∗. Матриця Φ = (ϕiq) є така, що

ϕiq =
∑

β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗A). i

(
φM

. q

))β
β
=

∑
α∈Ir5,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q.

(
φA

i.

))α
α
,

φM
. q =

 ∑
α∈Ir5,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q .

(
c
(1)
f.

))α
α

 ∈ Hn×1, f = 1, . . . , n,

φA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
c(1).s

))β
β

 ∈ H1×m, s = 1, . . . ,m.

Тут c
(1)
f . i c(1). s є f -м рядком i s-м стовпцем C1 := A∗CM∗.

(iii) Для A†SC†EN†DB† = X3 =
(
x
(3)
ij

)
,

x
(3)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (υ̃.j))

β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Jr3,p

|C∗C|ββ
∑

α∈Jr6,s
|N∗N|ββ

∑
α∈Ir2,r

|BB∗|αα
,

де υ̃.j - j-й стовпець Υ̃ = A∗SΥ. Матриця Υ = (υtj) ∈ Hp×n така, що

υtj =
∑

β∈Jr3,p{t}

cdett ((C
∗C).t (ẽ.j))

β
β ,

де ẽ.j - j-й стовпець Ẽ = C∗EΨ, а Ψ = (ψfj) ∈ Hs×n задається умовою

ψfj =
∑

α∈Ir2,r{t}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
ζNf.
))α

α
=

∑
β∈Jr6,s{f}

cdetf

(
(N∗N).f

(
ζB.j
))β

β
,

ζNf. =

 ∑
β∈Jr6,s{f}

cdetf

(
(N∗N).f

(
d
(1)
.k

))β
β

 ∈ H1×r, k = 1, . . . , r,

ζB.j =

 ∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
d
(1)
l.

))α
α

 ∈ Hs×1, l = 1, . . . , s,

та d
(1)
.k i d(1)

l. є k-м стовпцем i l-м рядком матрицi D1 = N∗DB∗.

(iv) Для M†ED† = Y1 =
(
y
(1)
gf

)
,

y
(1)
gf =

∑
β∈Jr5,p{g}

cdetg

(
(M∗M).g

(
dD
.f

))β
β∑

β∈Jr5,p
|M∗M|ββ

∑
α∈Ir4,q

|DD∗|αα
=

∑
α∈Ir4,q{f}

rdetf

(
(DD∗)f.

(
dM
g.

))α
α∑

β∈Jr5,p
|M∗M|ββ

∑
α∈Ir4,q

|DD∗|αα
,
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dD
. f =

 ∑
α∈Ir4,q{f}

rdetf

(
(DD∗)f.

(
e
(4)
k.

))α
α

 ∈ Hp×1, k = 1, . . . , p,

dM
g . =

 ∑
β∈Jr5,p{g}

cdetg

(
(M∗M).g

(
e
(4)
.l

))β
β

 ∈ H1×q, l = 1, . . . , q.

Тут e
(4)
k . i e(4). l є k-м рядком i l-м стовпцем матрицi E4 := M∗ED∗.

(v) Для QSC
†EN† = Y2 =

(
y
(2)
gf

)
,

y
(2)
gf =

∑
β∈Jr7,p{g}

cdetg

(
(S∗S).g (ω̃.f)

)β
β∑

β∈Jr7,p
|S∗S|ββ

∑
β∈Jr3,p

|C∗C|ββ
∑

α∈Ir6,q
|NN∗|αα

,

де ω̃. f - f -й рядок Ω̃ := S∗SΩ. Матриця Ω = (ωtf) така, що

ωtf =
∑

α∈Ir6,q{f}

rdetf

(
(NN∗)f .

(
ξCt .
))α

α
=

∑
β∈Jr3,p{t}

cdett
(
(C∗C). t

(
ξN. f
))β

β
,

ξCt . =

 ∑
β∈Jr3,p{t}

cdett

(
(C∗C). t

(
e
(5)
. k

))β
β

 ∈ H1×q, k = 1, . . . , q,

ξN.f =

 ∑
α∈Ir6,q{f}

rdetf

(
(NN∗)f .

(
e
(5)
l .

))α
α

 ∈ Hs×1, l = 1, . . . , p.

Тут e
(5)
. k i e(5)l . є k-м стовпцем i l-м рядком матрицi E5 = C∗EN∗.

Також отриманi визначниковi зображення загальних, ермiтових та η-ермiтових

розв’язкiв рiвняння (4) iз ∗-ермiтовiстю та η-ермiтовiстю. У третьому пiдроздiлi

будуємо визначниковi зображення розв’язкiв системиA1XB1 = C1,

A2XB2 = C2,
(7)

та її часткових випадкiв. Також знайденi визначниковi зображення загаль-

них, ермiтових та η-ермiтових розв’язкiв системи (7) iз ∗-ермiтовiстю та η-

ермiтовiстю.
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У першому пiдроздiлi п’ятого роздiлу розглядаються визначниковi зобра-

ження Дразiна оберненого розв’язку двостороннього матричного рiвняння

AXB = D, (8)

де A ∈ Hn×n, B ∈ Hm×m, D ∈ Hn×m заданi матрицi, i X ∈ Hn×m – невiдома.

Нехай IndA = k1 i IndB = k2. Рiвняння (5.1) з обмеженнями

Rr(X) ⊂ Rr(A
k1), Rl(X) ⊂ Rl(A

k1), (9)

Nr(X) ⊃ Nr(B
k2), Nl(X) ⊃ Nl(B

k2), (10)

має єдиний розв’язок X = AdDBd, де Ad, Bd – узагальненi оберненi матрицi

Дразiна.

Визначникове зображення розв’язку одержимо в залежностi вiд того чи ма-

трицi A та B є ермiтовими, чи довiльними. Зокрема, маємо.

Теорема 5.1. Нехай матрицi A ∈ Hn×n i B ∈ Hm×m обидвi є ермiтовими,

при цьому rankAk1+1 = rankAk1 = r1 ≤ n i rankBk2+1 = rankBk2 = r2 ≤ m.

Позначимо Ak1DBk2 =: D̃ = (d̃ij) ∈ Hn×m. Тодi розв’язок X = AdDBd =

(xij) ∈ Hn×m рiвняння (8) з обмеженнями (9)-(10) має визначниковi зображе-

ння

xij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
Ak1+1

)
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|Ak1+1|ββ

∑
α∈Ir2,m

|Bk2+1|αα
=

∑
α∈Ir2,m{j}

rdetj

((
Bk2+1

)
j .

(
dA
i .

))α
α∑

β∈Jr1,n

∣∣∣(Ak1+1)
β
β

∣∣∣ ∑
α∈Ir2,m

|Bk2+1|αα
,

dB
. j =

 ∑
α∈Ir2,m{j}

rdetj

((
Bk1+1

)
j.

(
d̃l.

))α
α

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n,

dA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

((
Ak1+1

)
.i

(
d̃.t

))β
β

 ∈ H1×m, t = 1, . . . ,m.

Тут d̃i. i d̃.j – i-й рядок i j-й стовпець матрицi D̃.

Узагальнену обернену матрицю Дразiна можна застосувати до розв’язку де-

яких кватернiонових сингулярних диференцiальних матричних рiвнянь. У пiд-

роздiлi 5.1 розглядається наступне праве лiнiйне кватернiонове диференцiальне
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матричне рiвняння

X
′
= AX+B, (11)

де A ∈ Hn×n, а матрицi, B(t) i X(t), вiдповiдно, кватернiоннозначнi матричнi

функцiї з дiйсною змiнною. Маємо теорему.

Теорема 5.8. Якщо матриця A ∈ Hn×n має iндекс k, тодi∫
e−Atdt =−Ade−At+

+(I−AAd)t

[
I− A

2
t+

A2

3!
t2 + ...+

(−1)k−1Ak−1

k!
tk−1

]
+G, (12)

де Ad – узагальнена обернена матриця Дразiна.

Теорема 5.9. Якщо матриця A ∈ Hn×n має iндекс k i rankAk+1 = rankAk =

r < n, тодi частковий розв’язок рiвняння (11), X(t) = (xij(t)), має наступне

визначникове зображення,

(i) коли матриця A ∈ Hn×n – ермiтова, тодi

xij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

(
Ak+1

. i

(
b̂
(k)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(Ak+1) β
β

∣∣∣ +

bij −
∑

β∈Jr, n{i}
cdeti

(
Ak+1

. i

(
b̂
(k+1)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(Ak+1) β
β

∣∣∣
 t

− 1

2

b̂(1)ij −

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

(
Ak+1

. i

(
b̂
(k+2)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(Ak+1) β
β

∣∣∣
 t2 + ...

(−1)k

k!

b̂(k−1)
ij −

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

(
Ak+1

. i

(
b̂
(2k)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(Ak+1) β
β

∣∣∣
 tk

де AlB =: B̂(l) =
(
b̂
(l)
ij

)
∈ Hn×n для всiх l = 1, . . . , 2k;
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(ii) коли A ∈ Hn×n - довiльна, то

xij =

n∑
s=1

a
(k)
it

∑
β∈Jr, n{s}

cdets

((
A2k+1

)∗ (
A2k+1

)
. s

(
d̂
(0)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(A2k+1)
∗
(A2k+1) β

β

∣∣∣
+

bij −

n∑
s=1

a
(k)
is

∑
β∈Jr, n{s}

cdets

((
A2k+1

)∗ (
A2k+1

)
. s

(
d̂
(1)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(A2k+1)
∗
(A2k+1) β

β

∣∣∣
 t

− 1

2

b̂
(1)
ij −

n∑
t=1

a
(k)
it

∑
β∈Jr, n{s}

cdets

((
A2k+1

)∗ (
A2k+1

)
. s

(
d̂
(2)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(A2k+1)
∗
(A2k+1) β

β

∣∣∣
 t2 + ...

(−1)k

k!

b̂
(k−1)
ij −

n∑
s=1

a
(k)
is

∑
β∈Jr, n{s}

cdets

((
A2k+1

)∗ (
A2k+1

)
. s

(
d̂
(k)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(A2k+1)
∗
(A2k+1) β

β

∣∣∣
 tk,

де (A2k+1)∗Ak+lB =: D̂(l) = (d̂
(l)
ij ) ∈ Hn×n для всiх l = 0, . . . , k.

У пiдроздiлi 5.2 розглядаються застосування зваженої оберненої матрицi

Мура-Пенроуза до розв’язку кватернiонових матричних рiвнянь.

Лема 5.4. [224] Нехай A ∈ Hm×n
r1

, B ∈ Hp×q
r2

, а матрицi M, N, P i Q є до-

датноозначеними порядкiв m, n, p i q, вiдповiдно. Позначимо A♯ = N−1A∗M

i B♯ = Q−1B∗P. Якщо D ⊂ Cr
(
AA♯,B♯B

)
i D ⊂ Rl

(
A♯A,BB♯

)
для двосто-

роннього рiвняння (8) з обмеженнями

Cr(X) ⊂ N−1Cr(A∗), Nr(X) ⊃ P−1Nr(B
∗), (13)

Rl(X) ⊂ Rl(A
∗)M, Nl(X) ⊃ Nl(B

∗)Q (14)

тодi єдиним його розв’язком є X = A†
M,NDB†

P,Q.

Розглядаються визначниковi зображення розв’язку в залежностi вiд того, чи

матрицi A♯A та BB♯ є ермiтовими та повноранговими. Зокрема, для ермiтового

випадку маємо.

Теорема 5.17. Нехай A♯A та BB♯ – ермiтовi. Позначимо D̃ = A♯DB♯.

Тодi розв’язок A♯A та BB♯ має наступнi визначниковi зображення.
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(i) Якщо rankA = r1 < n i rankB = r2 < p, тодi

xij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A♯A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
=

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

((
BB♯

)
j .

(
dA
i .

))α
α∑

β∈Jr1,n
|A♯A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
,

dB
. j =

 ∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

((
BB♯

)
j.

(
d̃k.

))α
α

 ∈ Hn×1, k = 1, . . . , n, (15)

dA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

((
A♯A

)
.i

(
d̃. l

))β
β

 ∈ H1×p, l = 1, . . . , p. (16)

Тут d̃ k . i d̃ . l – k-й рядок i l-й стовпець D̃.

(ii) Якщо rankA = n i rankB = p, тодi

xi j =
cdeti(A

♯A). i
(
dB
.j

)
det(A♯A) · det(BB♯)

=
rdetj(BB♯)j.

(
dA
i .

)
det(A♯A) · det(BB♯)

,

dB
.j :=

[
rdetj(BB♯)j.

(
d̃k .

)]
∈ Hn×1, k = 1, . . . , n, (17)

dA
i . :=

[
cdeti(A

♯A). i

(
d̃. l

)]
∈ H1×p, l = 1, . . . , p. (18)

(iii) Якщо rankA = n i rankB = r2 < p, тодi

xij =
cdeti

((
A♯A

)
. i

(
dB
. j

))
det(A♯A) ·

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
=

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

((
BB♯

)
j .

(
dA
i .

))α
α

det(A♯A) ·
∑

α∈Ir2,p
|BB♯|αα

,

де dB
. j є (15) i dA

i . знаходиться за формулою (18).

(iv) Якщо rankA = r1 < n i rankB = p, тодi

xi j =
rdetj(BB♯)j.

(
dA
i .

)∑
β∈Jr1,n

|A♯A|ββ · det(BB♯)
=

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A♯A|ββ · det(BB♯)

,

де dB
. j є (17) i dA

i . визначається формулою (16).

У пiдроздiлi 5.3 розглядаються застосування зваженої кватернiонової уза-

гальненої оберненої матрицi Дразiна до розв’язку кватернiонових матричних

рiвнянь.
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Розглянемо наступне матричне рiвняння з обмеженням,

WAWX = D, (19)

Cr(X) ⊂ Cr
(
(AW)k

)
, Nl(X) ⊃ Nl

(
(WA)k

)
, (20)

де A ∈ Hm×n, D ∈ Hn×p та W ∈ Hn×m
r з iндексом k = max {Ind(AW), Ind (WA)},

rank (AW)k = rank Vk = r1 i rank (WA)k = rank Uk = r2.

Теорема 5.21. Якщо D ⊂ Cr
(
(AW)k

)
i D ⊃ Nl

(
(WA)k

)
, тодi рiвнян-

ня (19) з обмеженням (20) має єдиний розв’язок, X = Ad,WD, котрий має

наступнi визначниковi зображення,

(i)

xij =

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti
(
(W∗W).i (ω̃

(1)
. )
)β
β∑

β∈Jr,m
|W∗W|ββ

∑
β∈Jr2, n

∣∣(U2k+1)
∗
U2k+1

∣∣β
β

,

де ω̃(1)
.j – j-й стовпець Ω̃1 = W∗UkΩ1 i матриця Ω1 =

(
ω
(1)
tj

)
така, що

ω
(1)
ts :=

∑
β∈Jr2, n{t}

cdett

(((
U2k+1

)∗
U2k+1

)
.t
(d̂.j)

)β
β
,

де d̂.j – j-й стовпець матрицi D̂ = (U2k+1)∗UkD.

(ii)

xij =

m∑
t=1

v
(k)
it

∑
β∈Jr1,m{t}

cdett

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. t

(
ψ̃

(1)
.j

))β
β( ∑

β∈Jr1,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

)2 ,

де ψ̃(1)
.j - j-й стовпець Ψ̃1 := (V2k+1)∗V2kΨAD, i Ψ = (ψsj) ∈ Hm×n така, що

ψsj =
∑

β∈Jr1,m{s}

cdets

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. s
(v̂. j)

)β
β

i v̂. j - j-й стовпець (V2k+1)∗Vk =: V̂ ∈ Hm×n.

(iii) Якщо AW ∈ Hm×m – ермiтова, тодi

xij =

∑
β∈Jr1,m{i}

cdeti

(
(AW)k+2

. i (f.j)
)β
β∑

β∈Jr1,m

∣∣∣(AW)k+2
∣∣∣β
β

,
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де f.j – j-й стовпець F = (AW)kAD.

У пiдроздiлi 5.4, як приклад застосування кватернiонової серцевинної обер-

неної та її узагальнень розглянемо наступну задачу кватернiонових матричних

наближень з обмеженнями:

∥AXB−C∥F = min, Cr(X) ⊂ Cr(Ak1), Rl(X) ⊂ Rl(B
k2), (21)

де A ∈ Hm×m, B ∈ Hn×n, C ∈ Hm×n з k1 = Ind(A), k2 = Ind(B), rank (Ak1) = r1

i rank(Bk2) = r2.

Теорема 5.25. Єдиним розв’язком задачi матричної мiнiмiзацiї (21) є

X = A †⃝CB †⃝. (22)

Теорема 5.26. Нехай A ∈ Hm×m, B ∈ Hn×n, C ∈ Hm×n з k1 = Ind(A), k2 =

Ind(B), rank(Ak1) = r1 та rank(Bk2) = r2. Єдиний розв’язок X = (xij) ∈ Hm×n

заданий умовою (22) покомпонентно можна подати як

xij =
c̃ij∑

α∈Ir1,m

∣∣Ak1+1 (Ak1+1)
∗∣∣α

α

∑
β∈Jr2,n

∣∣(Bk2+1)
∗
Bk2+1

∣∣β
β

,

де C̃ = (c̃ij) = ΦCΨ. Тут Φ = (ϕij) i Ψ = (ψij) задаються умовами

ϕik =
∑

α∈Ir1,m{k}

rdetk

((
Ak1+1

(
Ak1+1

)∗)
k.
(âi .)

)α
α
,

ψlj =
∑

β∈Jr2,n{l}

cdetl

(((
Bk2+1

)∗
Bk2+1

)
.l
(b̌.j)

)β
β
,

де b̌. j – j-й стовпець B̌ = (Bk2+1)∗Bk2 i âi . – i-й рядок Â = Ak1(Ak1+1)∗.
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РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури за темою дисертацiї. Попереднi вiдомостi

Цей роздiлено на два пiдроздiли. У пiдроздiлi 1.1 розглядаються елементи

лiнiйної алгебри теорiї матриць над тiлом кватернiонiв, якi будуть необхiднi для

викладення основного матерiалу. У пiдроздiлi 1.2 наводяться деякi результати

з теорiї узагальнених обернених матриць та їх застосувань.

1.1. Елементи лiнiйної алгебри над тiлом кватернiонiв

1.1.1. Кватернiоновi алгебри. Кватернiовою алгеброю над полем F на-

зивається центральна проста алгебра A над F розмiрнiсть якої дорiвнює 4. Коли

характеристика поля charF ̸= 2, то кватернiонову алгебру можна описати як 4-

вимiрний векторний простiр над F з базисом {1, i, j,k} та таблицею множення:

i2 = a, j2 = b, ij = k, ji = −k. Тодi кватернiонову алгебру будемо позна-

чати H(a, b) або (a,bF ). Кожну кватернiонову алгебру H(a, b) можна асоцiювати

з квадратичною формою n (яку називають нормою) на H такою, що n(xy) =

n(x)n(y) для всiх x i y з H. Над H може бути визначене лiнiйне вiдображення

x → x = t(x)− x, що є iнволюцiєю, тобто x = x, x+ y = x + y, x · y = y · x.

Елемент x називається спряженим до x ∈ H. t(x) i n(x) називаються, вiдпо-

вiдно, слiдом i нормою x так, що {n(x), t(x)} ⊂ F для всiх x з H. Вони також

задовольняють наступним умовам: n (x) = n(x), t (x) = t(x) i t (q · p) = t (p · q).

Залежно вiд вибору F, a i b маємо наступнi випадки [148]:

1.(a,bF ) є алгеброю з дiленням – тiлом,

2. (a,bF ) є iзоморфною алгебрi всiх 2× 2 матриць iз елементами з F.

Якщо F-алгебра iзоморфна до всiх 2 × 2 матриць над F то кажуть, що ця

алгебра є розщеплюваною (split algebra), в iншому випадку, нерозщеплюваною.
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Найбiльш вiдомими випадками розщеплюваної кватернiонової алгебри, є ал-

гебра бiкватернiонiв, – кватернiонова алгебра над полем комплексних чисел, а

також алгебра кокватернiонiв Кокла [35], HS = (−1,1
R ), – алгеброю над полем

дiйсних чисел R та таблицею множення

i2 = −1, j2 = k2 = 1,

ij = −ji = k, jk = −kj = −i, ik = −ki = −j.

Єдиним прикладом нерозщеплюваної кватернiонової алгебри над полем дiйсних

чисел R є Гамiльтонова кватернiонова алгебра з дiленням, – тiло кватернiонiв

H, яке можна визначити як

H = {a+ bi+ cj+ dk | i2 = j2 = k2 = ijk = −1, a, b, c, d ∈ R}.

Для довiльного кватернiона q = a+ bi+ cj+ dk:

1. q = a− bi− cj− dk – спряжений до q з властивiстю q1q2 = q2 q1;

2. ∥q∥ =
√
qq =

√
a2 + b2 + c2 + d2 – норма кватернiона;

3. q−1 = q
∥q∥2 – обернений до q кватернiон.

Для довiльних кватернiонiв q1 = a1 + b1i+ c1j+ d1k та q2 = a2 + b2i+ c2j+ d2k

маємо

1. q1 ± q2 = a1 ± a2 + (b1 ± b2)i+ (c1 ± c2)j+ (d1 ± d2)k;

2. q1q2 = a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2 + (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2) i+

(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2) j+ (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k.

У дисертацiйнiй роботi будемо розглядати елементи теорiї матриць над тiлом

кватернiонiв H.

1.1.2. Кватернiоновi матрицi та векторнi простори. Розглянемо пра-

вий i лiвий кватернiоновi векторнi простори, позначивши їх, вiдповiдно, Hr i

Hl, з вiдповiдними H-значними внутрiшними добутками ⟨·, ·⟩, котрi для всiх

α, β ∈ H, i x,y, z ∈ Hr(Hl) задовольняють вiдношення:

⟨x,y⟩ = ⟨y,x⟩; (1.1)
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⟨x,x⟩ ≥ 0 ∈ R i ∥x∥2 := ⟨x,x⟩ = 0 ⇔ x = 0; (1.2)

⟨xα+ yβ, z⟩ = ⟨x, z⟩α+ ⟨y, z⟩β, коли x,y, z ∈ Hr

⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩, коли x,y, z ∈ Hl;
(1.3)

⟨x,yα + zβ⟩ = α⟨x,y⟩+ β⟨x, z⟩, коли x,y, z ∈ Hr

⟨x, αy + βz⟩ = ⟨x,y⟩α + ⟨y, z⟩β, коли x,y, z ∈ Hl.
(1.4)

Це може бути досягнуто, поклавши

⟨x,y⟩r =y1x1 + · · ·+ ynxn для x = (xi)
n
i=1 ,y = (yi)

n
i=1 ∈ Hr, (1.5)

⟨x,y⟩l =x1y1 + · · ·+ xnyn для x,y ∈ Hl.

Якщо ⟨x,y⟩r = 0 (⟨x,y⟩l = 0), то вектори x i y будемо називати ортогональними

i позначатимемо x ⊥ y, а якщо, крiм того, ∥x∥ = ∥x∥ = 1, то вектори x i y –

ортонормальнi.

Правий векторний простiр Hr володiє процесом Грама-Шмiдта, який з мно-

жини неортогональних лiнiйно незалежних векторiв S = {v1, ...,vk} для k ≤ n

будує ортогональний (чи ортонормальний) базис S ′
= {u1, ...,uk}, що охоплює

той самий k-мiрний векторний пiдпростiр простору Hr, що й S. Для Hr, може

бути визначений наступний проективний оператор

proju(v) := u
⟨u,v⟩r
⟨u,u⟩r

,

який ортогонально проектує вектор v на вектор u. Тодi алгоритм процесу

Грама-Шмiдта є наступним,

u1 = v1, e1 =
u1

∥u1∥ ,

uk = vk −
∑k−1

j=1 projuj
(vk), ek =

uk

∥uk∥ .

Послiдовнiсть векторiв u1, ...,uk є результуючою системою ортогональних ве-

кторiв, i нормалiзованi вектори e1, ..., ek утворюють результуючу множину ор-

тонормальних векторiв.

Процес Грама-Шмiдта для лiвого векторного простору Hl реалiзується ана-

логiчним алгоритмом, але проективним оператором

proju(v) :=
⟨u,v⟩l
⟨u,u⟩l

u.
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Для довiльної матрицi над тiлом кватернiонiв H, стовпцi матрицi утворюють

систему векторiв правого простору Hr, а рядки – лiвого Hl. Mножину кватер-

нiонових m × n-матриць позначатимемо Hm×n. Кватернiоновi n × n-матрицi

утворюють кiльце, яке позначатимемо M(n,H).

Означення 1.1. Нехай U ∈ M(n,H) i U∗U = UU∗ = I, тодi матриця U

називається унiтарною.

Зрозумiло, що стовпцi матрицi U утворюють систему ортонормальних ве-

кторiв у правому просторi Hr, рядки матрицi U∗ – систему ортонормальних

векторiв у лiвому просторi Hl.

Векторнi норми ∥x∥r =
√
⟨x,x⟩r та ∥x∥l =

√
⟨x,x⟩l на просторах Hr i Hl,

визначають вiдповiднi iндукованi матричнi норми на множинi Hn×n всiх n× n

матриць наступним чином:

∥A∥r = sup{∥Ax∥r : x ∈ Hn×1, ∥x∥r = 1},

∥A∥l = sup{∥xA∥l : x ∈ H1×n, ∥x∥l = 1}.

Оскiльки ∥x∥r = ∥xT∥l, тодi ∥A∥r = ∥A∥l для довiльної матрицi A ∈ Hn×n.

Таким чином, можна визначити норму матрицi A ∈ Hn×n поклавши, ∥A∥ :=

∥A∥r = ∥A∥l. Аналогiчно, комплексному випадку визначають i еквiвалентну їй

матричну норму Фробенiуса, поклавши для A ∈ Hm×n,

∥A∥F =

√∑
i

∑
j

∥aij∥2.

Зауваження 1.1. Кватернiоновi вектор-стовпцi утворюють правий вектор-

ний простiр Hr, а вектор-рядки – лiвий Hl, якi є пре-гiльбертовими простора-

ми. Ввiвши умову повноти по кожнiй кватернiоновiй базиснiй одиницi одер-

жимо правий i лiвий кватернiоновi гiльбертовi простори (тобто, банаховi з

вiдповiдними операцiями внутрiшнього множення).

Правий кватернiоновий гiльбертовий простiр iз кватернiнно-значним внутрi-

шним добутком (1.5) вивчається у роботi [235].
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Означення 1.2. Для довiльної матрицi A ∈ Hm×n введемо наступнi позна-

чення.

• Cr(A) = {y ∈ Hm×1 : y = Ax, x ∈ Hn×1}, – правий стовпцевий простiр

матрицi A,

• Nr(A) = {x ∈ Hn×1 : Ax = 0}, – правий нуль-простiр матрицi A

(праве ядро),

• Rl(A) = {y ∈ H1×n : y = xA, x ∈ H1×m}, – лiвий рядковий простiр

матрицi A,

• Nl(A) = {x ∈ H1×m : xA = 0}, – лiвий нуль-простiр матрицi A (лiве

ядро).

Введемо також означення та позначення деяких кватернiонових матриць, якi

використовуються у роботi.

Для A ∈ Hm×n, будемо називати матрицю:

– транспонованою, AT ∈ Hn×m, – матриця, яку одержимо з A замiною її

рядкiв на стовпцi;

– ермiтово-спряженою, A∗ ∈ Hn×m, – матриця, яку одержимо з A через її

транспонування матрицi i замiни кожного її елемента на спряжений.

Вiдмiтимо наступнi властивостi транспонованої та ермiтово-спряженої матриць.

Нехай A i B – кватернiоновi матрицi i λ ∈ H, тодi маємо.

(i) Лiнiйнiсть.

(A+B)T =AT +BT , (λA)T = λAT ;

(A+B)∗ =A∗ +B∗, (λA)∗ = A∗λ.

(ii) Добуток.

(AB)T ̸=ATBT у загальному, (AB)∗ = B∗A∗.

(iii) Обернена. Нехай A i B – оборотнi.

(AB)−1 =B−1A−1;

(A−1)T ̸=(AT )−1 у загальному, (A−1)∗ = (A∗)−1.
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Для A ∈ Hn×n, будемо називати матрицю:

– ермiтовою, якщо A∗ = A;

– нормальною, якщо A∗A = AA∗;

– iдемпотентною, якщо A2 = A.

Позначимо суму двох пiдпросторiв L,M ∈ Hn як

L+M := {x+ y : x ∈ L, y ∈M}. (1.6)

Якщо L
∩
M = {0}, тодi сума (1.6) називається прямою i позначається L

⊕
M .

Два пiдпростори L,M ∈ Hn називаються доповняльними, якщо L
⊕

M = Hn.

Тодi для довiльного x ∈ Hn iснують такi y ∈ L та z ∈M , що

x = y + z, (1.7)

i будемо говорити, що y є проекцiєю x на L вздовж M . Нехай PL,M позначає

перетворення, яке вiдображає будь-яке x ∈ Hn у свою проекцiю на L вздовж

M . Будемо називати перетворення PL,M проектором на L вздовж M , або косим

проектором. Аналогiчно до комплексного випадку маємо наступну теорему.

Лема 1.1. [11, Теорема 8] Для довiльної iдемпотентної матрицi A ∈ Hn×n,

простори Cr(A) та Nr(A) є доповняльними пiдпросторами з умовою A =

PCr(A),Nr(A). I, навпаки, якщо L та M є доповняльними, тодi iснує єдина iдем-

потентна матриця PL,M така, що Cr(PL,M) = L та Nr(PL,M) =M .

Якщо в рiвностi (1.7), y ⊥ z, тодi проектор PL,M будемо називати ортого-

нальним i позначати M := L⊥. Має мiсце

Лема 1.2. [11, Лема 3] Нехай L
⊕

M = Hn. Тодi M = L⊥ тодi тiльки тодi,

коли PL,M є ермiтовою.

1.1.3. Елементи теорiї некомутативних визначникiв. Важливим iн-

струментом лiнiйної алгебри над полем дiйсних чи комплексних чисел є визна-

чники. В силу некомутативностi множення в тiлi кватернiонiв, питання озна-

чення визначника матрицi з некомутативними елементами (їх ще називають

некомутативними визначниками) не має однозначної вiдповiдi.
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Iснує кiлька пiдходiв до означення некомутативного визначник. Але жоден

з ранiше введених некомутативних визначникiв матриць над некомутативним

кiльцем повнiстю не зберiгає всi тi властивостi, якими вiн володiв для матриць

над полем, - центром кiльця. Зокрема, визначники матриць над полем є мульти-

плiкативними. Але в [50] доведено, що не iснує узагальнення визначника дiйсних

матриць до кватернiонових, яке б зберiгало його мультиплiкативнiсть. Тому

проблема означення некомутативного визначника досi залишалася вiдкритою.

Сучасну теорiю некомутативних визначникiв можна роздiлити на три класи.

Нехай M(n,R) – кiльце n× n матриць, елементи яких належать некомута-

тивному кiльцю R.

Перший пiдхiд [3,36,49] полягає в означеннi визначника, як матричного фун-

кцiоналу d : M (n,R) → R, що задовольняє набiр необхiдних аксiом.

Аксiома 1. (Виродженiсть.) d (A) = 0 тодi i тiльки тодi, коли матриця A –

необоротна.

Аксiома 2. (Мультиплiкативнiсть.) d (A ·B) = d (A) ·d (B) для всiх A,B ∈

M(n,R).

Аксiома 3. (Iнварiантнiсть.) Якщо матриця A′ одержується з квадратної

матрицi A ∈ M(n,R) через додавання до її довiльного рядка, помноженого

злiва на елемент кiльця, її iнший рядок, або через додавання до її довiльно-

го стовпця, помноженого справа на елемент кiльця, її iнший стовпець, тодi

d (A)′ = d (A).

Тодi значення функцiоналу d (A) називають визначником матрицi A ∈ M(n,R).

Має мiсце теорема.

Теорема 1.1. [3] Нехай d(A) задовольняє аксiоми 1, 2, 3, тодi образ d(M(n,R))

належить центру кiльця R.

Прикладами такого визначника є вiдомi визначники Стадi та Дьйодонне.

У випадку для матриць над тiлом кватернiонiв такi визначники отримуються

шляхом перетворення кватернiонової матрицi до еквiвалентної їй матрицi над
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полем комплексних, чи вiдповiдно, дiйсних чисел, але при цьому втрачаються

деякi функцiональнi можливостi визначника, зокрема застосування його для

побудови кватернiонової оберненої чи узагальненої оберненої матрицi.

Другий спосiб означення некомутативного визначника – це розглядати його

як певну рацiональну функцiю вiд елементiв матрицi. Найбiльшого успiху тут

досягли Гельфанд та Ретах, ввiвши теорiєю квазiдетермiнантiв [300,301].

Довiльна n × n матриця над тiлом R асоцiюється з n × n матрицею, еле-

менти якої є квазiдетермiнанти. Квазiдетермiнант не є аналогом звичайного

комутативного визначника, а його вiдношення до визначника (n− 1)× (n− 1)-

пiдматрицi.

Означення 1.3. Нехай I = J = {1, . . . , n} – множини рядкових i стовпцевих

iндексiв, вiдповiдно, i A = (aij) ∈ M(n,R), i ∈ I, j ∈ J . Для i ∈ I, j ∈ J ,

(i, j)-й квазiдетермiнант |A|ij матрицi A визначається як | A |ij= b−1
ji , де

B = A−1 = (bij).

Iнше означення квазiдетермiнанта отримується за рекурентними спiввiдно-

шеннями.

Означення 1.4. Якщо n = 1 так, що I = {i}, J = {j}, тодi | A |ij= aij.

Нехай n ≥ 2 та Aij буде (n − 1) × (n − 1)-матрицею, що отримується з

матрицi A, викресливши її i-й рядок та j-й стовпець. Тодi

| A |ij= aij −
∑

aip
(
| Aij |qp

)−1
aqj.

Тут сума береться по всiх p ∈ I \ i, q ∈ J \ j.

Оскiльки квазiдетермiнанти не володiють властивiстю розкладу за алгебри-

чними доповненнями вздовж довiльного рядка чи стовпця, то обернена матриця

не може бути представлена через класичну приєднану матрицю. Не дивлячись

на це, квазiдетермiнанти застосовуються для розв’язку систем лiнiйних рiвнянь.

Для лiвої системи лiнiйних рiвнянь, A · x = ξ, де A ∈ M(n,R) – матриця

коефiцiєнтiв, ξ = (ξ1, . . . , ξn)
T стовпець вiдомих, маємо

xi =
n∑

j=1

|A|−1
ji ξj,
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або за аналогом правила Крамера як

|A|ij xj = |Aj (ξ)|ij ,

де Aj (ξ) одержується з матрицi A. замiнивши j-й стовпець стовпцем ξ.

Нарештi, при третьому пiдходi некомутативний визначник означається як

сума n! добуткiв елементiв матрицi взятих по одному з кожного рядка i стов-

пця, але з наперед заданим порядком елементiв у кожному добутку. Мур був

першим, хто домiгся виконання основної Аксiоми 1, означаючи таким чином

некомутативний визначник. Таке означення було введено не для всiх квадра-

тних матриць над кiльцем, а лише для ермiтових матриць. Некомутативний

визначник Мура був введений в [186]. Пiзнiше Дайсон дав деяке узагальнення

i описав теорiю визначник Мура в бiльш сучасних термiнах [49].

Визначник Мура ермiтової матрицi A = (aij)n×n (тобто, такої, що aij = aji)

над кiльцем R з iнволюцiєю вводиться за iндукцiєю по n наступним чином.

Означення 1.5. [49] Нехай A(i→ j) – матриця, отримана з ермiтової A ∈

M(n,R) замiною її j-о стовпця i-м стовпцем, i потiм викресливши її i-i рядок

i стовпець. Визначник Мура означається як

MdetA =


a11, n = 1,
n∑

j=1

εijaijMdet (A(i→ j)) , n > 1.
εij =

1, i = j,

−1, i ̸= j.
(1.8)

Визначник Мура представляється [3] у термiнах пiдстановок як

MdetA =
∑
σ∈Sn

|σ|an11n12
· · · an1l1

n11
an21n22

· · · anrl1
nr1
.

Циклiчним представленням перестановки σ ∈ Sn в нормальнiй формi є

σ = (n11 . . . n1l1) (n21 . . . n2l2) . . . (nr1 . . . nrlr) ,

де ni1 < nim для всiх i = 1, . . . , r та m > 1, при цьому n11 > n21 > · · · > nr1.

Дайсон [49] доводить виконання Аксiом 1 i 3 для визначника Мура та Аксiоми

2 при певних строгих обмеженнях на вихiдне кiльце R. Однак, як вiн вiдмiтив,
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питання узагальнення визначення Мура на довiльнi квадратнi матрицi над не-

комутативним кiльцем на той час залишалося вiдкритим. Враховуючи те, що

над кiльцем не iснує визначникового функцiоналу, який би, з одного боку, задо-

вольняв всi три аксiоми 1, 2, 3, а з iншого, приймав значення у самому кiльцi,

Дайсон також допустив можливiсть побудови такого визначника, який не задо-

вольняв би всi три аксiоми, але запропонував вважати Аксiому 1 необхiдною й

ключовою для означення некомутативного визначника.

Свою спробу вирiшення цiєї проблеми зробив Чен у роботах [29, 30]. Вiн ви-

значив визначник довiльної квадратної матрицi A = (aij) ∈ M(n,H) над тiлом

кватернiонiв H, поклавши

detA =
∑
σ∈Sn

ε (σ) an1i2ai2i3 . . . aisn1
. . . anrk2 . . . aklnr

,

σ =(n1i2 . . . is) . . . (nrk2 . . . kl) ,

n1 >i2, i3, . . . , is; . . . ;nr > k2, k3, . . . , kl,

n =n1 > n2 > · · · > nr ≥ 1.

Хоча побудований таким чином визначник не задовольняє Аксiому 1, Чен отри-

мав визначникове зображення оберненої матрицi над тiлом кватернiонiв. Однак

цей визначник також не володiє властивiстю розкладу через алгебричнi допов-

нення по довiльному рядку чи стовпцю за винятком n-го рядка. Тому Чен також

не отримав класичну приєднану матрицю чи її аналог.

Через ∥A∥ := det(A∗A) Чен означив подвiйний визначник матрицi A =

(aij) ∈ M(n,H), тодi визначникове зображення оберненої матрицi задається

наступною теоремою.

Теорема 1.2. Якщо ∥A∥ := det(A∗A) ̸= 0 для A = (α1, . . . , αm) над H, тодi

iснує обернена матриця A−1 = (bjk), де

bjk =
1

∥A∥
ωkj, (j, k = 1, 2, . . . , n) ,

ωkj = det (α1 . . . αj−1αnαj+1 . . . αn−1δk)
∗ (α1 . . . αj−1αnαj+1 . . . αn−1αj) .
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Тут αi – i-й стовпець матрицi A, δk – n-мiрний стовпець з 1 у k-у рядку та

0 в iнших.

Якщо ∥A∥ ̸= 0, то розв’язок правої системи лiнiйних рiвнянь
∑n

j=1 αjxj = β

над H задається наступним аналогом правило Крамера,

xj = ∥A∥−1Dj,

для всiх j = 1, . . . , n, де

Dj = det



α∗
1

...

α∗
j−1

α∗
n

α∗
j+1

...

α∗
n−1

β∗



(
α1 . . . αj−1 αn αj+1 . . . αn−1 αj

)
.

Тут αi – i-й стовпець матрицi A, α∗
i – i-й рядок матрицi A∗, i β∗ є n-мiрним

вектор-рядком спряженим до β.

Оскiльки, жоден iз означених ранiше визначникiв не задовольняє власти-

вiсть розкладу Лапласа по будь-якому рядку чи стовпцю матрицi, то й означити

алгебричне доповнення елемента матрицi, а звiдси, й одержати аналiтичне зо-

браження класичної приєднаної матрицi над некомутативним кiльцем у рамках

теорiї будь-якого з означених вище визначникiв неможливо.

1.1.4. Елементи теорiї стовпцевих та рядкових визначникiв. Як

показано у попередньому пунктi, щоб одержати визначникове зображення обер-

неної матрицi над тiлом через аналог класичної приєднаної матрицi, необхiдно

побудувати такий некомутативний визначник, який, з одного боку, задовольняв

би властивiсть розкладу по будь-якому рядку чи стовпцю матрицi i в той же

час, як визначникове вiдображення, задовольняв би Аксiоми 1, 2, 3.
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Досягнути поставленої вище цiлi вдається у рамках теорiї стовпцевих i ряд-

кових визначникiв, розробленої здобувачем [104, 303, 305]. У цьому пунктi роз-

глянемо її детальнiше.

Нехай Sn – симетрична група на множинi In = {1, . . . , n}.

Означення 1.6. [104, 305] Рядковий визначник по i-му рядку матрицi A =

(aij) ∈ Hn×n для довiльного i ∈ In будемо визначати, поклавши

rdetiA =
∑
σ∈Sn

(−1)n−r (aiik1aik1ik1+1
. . . aik1+l1

i) . . . (aikr ikr+1
. . . aikr+lr ikr ),

σ =(i ik1ik1+1 . . . ik1+l1) (ik2ik2+1 . . . ik2+l2) . . . (ikrikr+1 . . . ikr+lr) ,

де σ є перестановкою впорядкованою злiва. Це означає, що перший цикл злiва

починається iндексом i, iншi цикли розпочинаються злiва з мiнiмального з

усiх iндексiв, якi мiстяться в ньому,

ikt < ikt+s для всiх t = 2, . . . , r, s = 1, . . . , lt,

а порядок неперервних циклiв (крiм першого) обумовлений строгим зростан-

ням злiва направо їх перших елементiв, ik2 < ik3 < · · · < ikr.

Означення 1.7. [104,305] Стовпцевий визначник по j-му стовпцю матрицi

A = (aij) ∈ Hn×n для довiльного j ∈ In будемо означати, поклавши

cdetjA =
∑
τ∈Sn

(−1)n−r(ajkrjkr+lr
. . . ajkr+1jkr ) . . . (ajjk1+l1

. . . ajk1+1jk1
ajk1j),

τ =(jkr+lr . . . jkr+1jkr) . . . (jk2+l2 . . . jk2+1jk2) (jk1+l1 . . . jk1+1jk1j) ,

де τ є право-впорядкована перестановка. Це означає, що перший цикл справа

починається iндексом j, iншi цикли розпочинаються справа з мiнiмального з

усiх цiлих чисел, якi мiстяться в ньому,

jkt < jkt+s for all t = 2, . . . , r, s = 1, . . . , lt,

а порядок неперервних циклiв (крiм першого) обумовлений строгим зростан-

ням справа налiво їх перших елементiв, jk2 < jk3 < · · · < jkr.
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Зауваження 1.2. Для кватернiонової 2 × 2-матрицi A =

a11 a12

a21 a22

, маємо

чотири стовпцево-рядковi визначники

rdet1A =a11a22 − a12a21, rdet2A = a22a11 − a21a12,

cdet1A =a22a11 − a12a21, cdet2A = a11a22 − a21a12.

Оскiльки aij ∈ H, i, j = 1, 2, то, в загальному, вони не є рiвнi мiж собою.

Нехай a.j позначає j-й стовпець, а ai. – i-й рядок матрицi A. Через A.j (c)

позначимо матрицю, яку одержимо з A замiною її j-го стовпця вектор-стовпцем

c, а через Ai. (b) – матрицю, яку одержимо з A, замiнивши її i-й рядок вектор-

рядком b. Пiдматрицю, яку отримаємо з A, викресливши її i-й рядок i j-й

стовпець позначимо як Aij.

Наступнi леми вводять розклад рядкового визначника rdetiA за правими ал-

гебричними доповненнями по i-му рядку та стовпцевого визначника за лiвими

алгебричними доповненнями по j-му стовпцю, вiдповiдно, для всiх i, j = 1, . . . , n.

Таким чином, обчислення рядкових i стовпцевих визначникiв n×n-матрицi зво-

диться до обчислення визначникiв матрицi нижчого порядку.

Лема 1.3. [305] Нехай Rij буде правим ij-им алгебричним доповненням ма-

трицi A ∈ M(n,H), що означає rdetiA =
n∑

j=1

aij ·Rij для всiх i = 1, . . . , n.

Тодi

Rij =

 −rdetj A
ii
.j (a. i) , i ̸= j,

rdetk A
ii, i = j,

(1.9)

де Aii
.j (a. i) одержується з матрицi A, замiнивши її j-й стовпець i-м, а по-

тiм, видаливши i-й рядок та стовпець; k = min {In \ {i}}.

Лема 1.4. [305] Нехай Lij буде правим ij-им алгебричним доповненням ма-

трицi A ∈ M(n,H), тобто cdetj A =
n∑

i=1

Lij · aij для всiх j = 1, . . . , n. Тодi

Lij =

 −cdetiA
j j
i . (aj .) , i ̸= j,

cdetk A
j j, i = j,

(1.10)
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де матриця Ajj
i . (aj .) одержується з A замiною i-о рядка j-м рядком, а потiм,

видаливши j-й рядок i стовпець; k = min {Jn \ {j}}.

Розглянемо основнi властивостi рядкових i стовпцевих визначникiв довiльної

квадратної матрицi над тiлом кватернiонiв H, зокрема, про лiву дистрибутив-

нiсть рядкового визначника, та праву – стовпцевого, вiдповiдно.

Лема 1.5. [305] Якщо i-й рядок матрицi A ∈ Hn×n є лiвою лiнiйною ком-

бiнацiєю iнших вектор-рядкiв, тобто, ai. = α1b1 + · · · + αkbk, де αl ∈ H та

bl ∈ H1×n для всiх l = 1, . . . , k, i = 1, . . . , n, тодi

rdetiAi. (α1b1 + · · ·+ αkbk) =
∑
l

αlrdetiAi. (bl) .

Лема 1.6. [305] Якщо j-й стовпець матрицi A ∈ Hn×n є правою лiнiйною

комбiнацiєю iнших вектор-стовпцiв, тобто, a.j = b1α1+ · · ·+bkαk, де αl ∈ H

та bl ∈ Hn×1 для всiх l = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n, тодi

cdetj A.j (b1α1 + · · ·+ bkαk) =
∑
l

cdetj A.j (bl)αl.

Лема 1.7. [305] Якщо t-й рядок матрицi A ∈ M(n,H) такий, що atj = bj+cj

для всiх j = 1, . . . , n, то для всiх i = 1, . . . , n

rdetiA = rdetiAt . (b) + rdetiAt . (c) ,

cdetiA = cdetiAt . (b) + cdetiAt . (c) ,

де b = (b1, . . . , bn), c = (c1, . . . , cn).

Лема 1.8. [305] Якщо t-й стовпець матрицi A ∈ M(n,H)такий, що ai t =

bi + ci для всiх i = 1, . . . , n, то для всiх j = 1, . . . , n

rdetj A = rdetj A. t (b) + rdetj A. t (c) ,

cdetj A = cdetj A. t (b) + cdetjA. t (c) ,

де b = (b1, . . . , bn)
T , c = (c1, . . . , cn)

T .

Лема 1.9. [104] Якщо матриця A∗ – ермiтово-спряжена до A ∈ M(n,H),

тодi rdetiA∗ = cdetiA для всiх i = 1, . . . , n.



65

Зауваження 1.3. Рядковi i стовпцевi визначники довiльної квадратної ма-

трицi над тiлом кватернiонiв H не задовольняють Аксiому 1, зокрема, та-

кож не виконується ключова властивiсть, – його виродженiсть при умовi,

що довiльний його рядок чи стовпець є лiнiйною комбiнацiєю iнших. Тому мо-

жемо вважати їх пре-визначниками. Очевидно, також, що якщо елементи

матрицi A комутують, то rdet1A = . . . = rdetnA = cdet1A = . . . = cdetnA.

Ключовою в теорiї рядково-стовпцевих визначникiв є наступна теорема.

Теорема 1.3. [305] Якщо матриця A ∈ M(n,H) – ермiтова, то

rdet1A = . . . = rdetnA = cdet1A = . . . = cdetnA ∈ R.

Зауваження 1.4. В силу Теореми 1.3, можемо означити визначник ермiто-

вої матрицi A ∈ M(n,H), поклавши detA := rdetiA = cdetiA для довiльного

i = 1, . . . , n.

Зауваження 1.5. За Лемою 1.3, маємо

detA = −
∑
σ∈In

aij · rdetj Aii
.j (a.i) + aii · rdetk Aii, k = min {In \ {i}}. (1.11)

Порiвнюючи вирази (1.8) та (1.11) для ермiтової A ∈ M(n,H), є очевидно,

що рядковий визначник ермiтової матрицi спiвпадає з визначником Мура, а

множина всiх рядкових i стовпцевих визначникiв є його природним i повним

узагальненням для довiльної квадратної матрицi.

Властивостi визначника ермiтової матрицi, (засобом рядково-стовпцевих ви-

значникiв), є близькими до властивостей звичайного визначника.

Лема 1.10. [305] Якщо i-й рядок ермiтової матрицi A ∈ M(n,H) замiнений

лiвою лiнiйною комбiнацiєю його iнших рядкiв, тобто ai. = c1ai1.+ · · ·+ ckaik.,

де cl ∈ H для всiх l = 1, . . . , k i {i, il} ⊂ In, тодi

rdetiAi . (c1ai1. + · · ·+ ckaik.) = cdetiAi . (c1ai1. + · · ·+ ckaik.) = 0.
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Лема 1.11. [305] Якщо j-й стовпець ермiтової A ∈ M(n,H) замiнений пра-

вою лiнiйною комбiнацiєю його iнших стовпцiв, тобто a.j = a.j1c1+· · ·+a.jkck,

де cl ∈ H для всiх l = 1, . . . , k i {j, jl} ⊂ Jn, тодi

cdetj A.j (a.j1c1 + · · ·+ a.jkck) = rdetj A.j (a.j1c1 + . . .+ a.jkck) = 0.

Лема 1.12. [305]Якщо i-й рядок ермiтової матрицi A ∈ M(n,H) отриманий

при додаваннi до нього лiвої лiнiйної комбiнацiї його iнших рядкiв, тодi

rdetiAi. (ai. + c1 · ai1. + . . .+ ck · aik.) =

= cdetiAi. (ai. + c1 · ai1. + . . .+ ck · aik.) = detA,

де cl ∈ H для всiх l = 1, . . . , k i {i, il} ⊂ In.

Лема 1.13. [305]Якщо j-й стовпець ермiтової A ∈ M(n,H) отриманий при

додаваннi до нього правої лiнiйної комбiнацiї його iнших стовпцiв, тодi

cdetj A.j (a.j + a.j1c1 + . . .+ a.jkck) =

= rdetj A.j (a.j + a.j1c1 + . . .+ a.jkck) = detA,

де cl ∈ H для всiх l = 1, . . . , k i {j, jl} ⊂ Jn.

Прямим наслiдком цих властивостей є наступна теорема про визначникове

зображення матрицi оберненої до ермiтової.

Теорема 1.4. [305] Нехай матриця A ∈ H – ермiтова, i detA ̸= 0, тодi iснує

єдина права (RA)−1 i єдина лiва (LA)−1 її оберненi матрицi, рiвнi мiж собою

(RA)−1 = (LA)−1 =: A−1 i, що мають наступнi визначниковi зображення

(RA)−1 =
1

detA


R11 R21 · · · Rn1

R12 R22 · · · Rn2

· · · · · · · · · · · ·

R1n R2n · · · Rnn

 , (1.12)

(LA)−1 =
1

detA


L11 L21 · · · Ln1

L12 L22 · · · Ln2

· · · · · · · · · · · ·

L1n L2n · · · Lnn

 , (1.13)
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де Rij, Lij виражаються формулами (1.9) та (1.10), вiдповiдно.

Наслiдок 1.1. Якщо A – ермiтова i detA ̸= 0, тодi detA−1 = (detA)−1.

Зауваження 1.6. Якщо матриця A ∈ M(n,H) – ермiтова i невироджена

(detA ̸= 0), тодi її класична приєднана представляється як AdjA = (Lij)n×n

або AdjA = (Rij)n×n, при цьому det (Adj [A]) = (detA)n−1.

Маємо наступний критерiй оборотностi ермiтової матрицi.

Теорема 1.5. [104] Нехай A ∈ M(n,H) – ермiтова, тодi наступнi твердже-

ння еквiвалентнi.

(i) Матриця A – оборотна, тобто, A ∈ GL (n, S).

(ii) detA ̸= 0.

(iii) Рядки матрицi A є лiнiйно незалежними злiва.

(iv) Стовпцi A є лiнiйно незалежними справа.

Зауваження 1.7. Вiдмiтимо, що стовпцево-рядковi iмананти (стовпцево-

рядковi визначники, зокрема) i їх властивостi дослiджувалися для матриць

над кiльцем кокватернiонiв у роботi [111]. Також були отриманi [113] ви-

значниковi зображення оберненої матрицi та правила Крамера для правої i

лiвої систем лiнiйних кокватернiонових рiвнянь з ермiтовими коефiцiєнтни-

ми матрицями.

Для побудови визначникового зображення оберненої для довiльної A ∈ Hn×n

розглядаються властивостi її вiдповiдних ермiтових матриць A∗A та AA∗.

Лема 1.14. Якщо довiльний рядок (стовпець) матрицi A ∈ Hm×n є лiвою

(правою) лiнiйною комбiнацiєю iнших його рядкiв, то detAA∗ = 0.

Зауваження 1.8. На основi Леми 1.14 вводиться поняття визначниково-

го рангу матрицi A як порядку максимального ненульового головного мiнору

вiдповiдної ермiтової матрицi A∗A чи AA∗. Доведено, що стовпцевий ранг

матрицi A, – максимальна кiлькiсть її лiнiйно незалежних справа стовпцiв
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(якi називаємо базисними стовпцями), дорiвнює її рядковому рангу, – макси-

мальнiй кiлькостi лiнiйно незалежних злiва рядкiв (якi називаємо базисними

рядками), та її визначниковому рангу.

Теорема 1.6. [305] Довiльний стовпець (рядок) матрицi A ∈ Hm×n є правою

(лiвою) лiнiйною комбiнацiєю його базисних стовпцiв (рядкiв).

Теорема 1.7. [305] Якщо A ∈ M(n,H), тодi detAA∗ = detA∗A.

Означення 1.8. [305] Для A ∈ M(n,H) визначник її вiдповiдної ермiтової

матрицi будемо називати подвiйним визначником, тобто

ddetA := det (A∗A) = det (AA∗) .

Теорема 1.8. [305] Довiльний стовпець (рядок) матрицi A ∈ Hn×n є правою

(лiвою) лiнiйною комбiнацiєю iнших його стовпцiв (рядкiв) тодi i тiльки тодi,

коли ddetA∗A = 0.

Теорема 1.9. [305] Для довiльних матриць {A,B} ⊂ M(n,H),

ddet (A ·B) = ddetA · ddetB.

Означення 1.9. [305] Нехай A ∈ M(n,H) i ddetA = cdetj (A
∗A) =

∑
i

Lij · aij
для всiх j = 1, . . . , n. Тодi Lij будемо називати лiвим подвiйним (ij)-им алге-

бричним доповненням матрицi A.

Означення 1.10. [305] Нехай A ∈ M(n,H) i ddetA = rdeti (AA∗) =
∑
j

aij·Rij

для всiх i = 1, . . . , n. Тодi Rij будемо називати правим подвiйним (ij)-им ал-

гебричним доповненням матрицi A.

Теорема 1.10. [104] Необхiдною i достатньою умовою оборотностi довiльної

матрицi A ∈ M(n,H) є ddetA ̸= 0. Тодi iснує її обернена матриця A−1 =

(LA)−1 = (RA)−1, яка виражається як лiва

(LA)−1 = (A∗A)−1A∗ =
1

ddetA


L11 L21 . . . Ln1

L12 L22 . . . Ln2

. . . . . . . . . . . .

L1n L2n . . . Lnn
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чи права обернена

(RA)−1 = A∗ (AA∗)−1 =
1

ddetA∗


R11 R21 . . . Rn1

R12 R22 . . . Rn2

. . . . . . . . . . . .

R1n R2n . . . Rnn


такi, що

Lij = cdetj(A
∗A).j (a

∗
. i) , R ij = rdeti(AA∗)i.

(
a∗j.
)
, (1.14)

для всiх i, j = 1, . . . , n.

Зауваження 1.9. З Теорем 1.10, 1.8 i 1.9 для довiльної матрицi A ∈ M(n,H)

випливає, що її подвiйний визначник ddetA задовольняє Аксiоми 1, 2, 3 неко-

мутативного визначника, а за Означеннями 1.9 та 1.10 – властивiсть роз-

кладу по будь-якому рядку чи стовпцю матрицi.

Зауваження 1.10. [99] Для довiльної матрицi A ∈ M(n,H) встановлено

наступнi залежностi мiж її подвiйним визначником та визначниками Мура

MdetA, Стадi SdetA i Дьйодонне DdetA,

ddetA = Mdet (A∗A) = SdetA = Ddet2A;

а також з квазiдетермiнантами Гельфанда-Ретаха, |A|pq з p, q = 1, . . . , n,

коли A ∈ M(n,H) – оборотна матриця,

|A|pq =
ddetA · cdetq(A∗A). q

(
a∗.p
)

∥cdetq(A∗A). q
(
a∗.p
)
∥2

=
ddetA · rdetp(AA∗)p .

(
a∗q .
)

∥rdetp(AA∗)p .
(
a∗q .
)
∥2

.

Зауваження 1.11. Виходячи з формул (1.14), для лiвого i правого алгебрично-

го доповнення ермiтової матрицi A одержимо бiльш зручнi для обчислення

вирази, анiж (1.9) та (1.10), а саме,

Lij = cdetj(A
2).j (a. i) , Rij = rdeti(A

2)i. (aj.) ,

для всiх i, j = 1, . . . , n.
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Важливим застосуванням визначникових зображень обернених матриць є

правило Крамера для розв’язку систем лiнiйних рiвнянь.

Теорема 1.11. [104] Нехай

A · x = y (1.15)

є права система лiнiйних рiвнянь з A ∈ M(n,H), стовпцем вiдомих y =

(y1, . . . , yn)
T ∈ Hn×1, та стовпцем невiдомих x = (x1, . . . , xn)

T . Якщо ddetA ̸=

0, тодi розв’язок системи (1.15) покомпонентно задається як

xj =
cdetj(A

∗A).j (f)

ddetA
, j = 1, . . . , n, (1.16)

де f = A∗y.

Теорема 1.12. [104]Нехай

x ·A = y (1.17)

– лiва система лiнiйних рiвнянь з A ∈ M(n,H), рядком вiдомих y = (y1, . . . , yn) ∈

H1×n, та рядком невiдомих x = (x1, . . . , xn). Якщо ddetA ̸= 0, то розв’язок

лiнiйної системи (1.17) покомпонентно задається як

xi =
rdeti(AA∗)i. (z)

ddetA
, i = 1, . . . , n (1.18)

де z = yA∗.

Зауваження 1.12. Формули (1.16) i (1.18) є узагальненнями правила Крамера

для систем лiнiйних рiвнянь над тiлом кватернiонiв. Ще ближчий аналог

правилу Крамера слiдує з Теореми 1.4 у особливих випадках, коли матрицi

коефiцiєнтiв є ермiтовими.

Наслiдок 1.2. Якщо матриця A ∈ M(n,H) у правiй системi лiнiйних рiв-

нянь (1.15) є ермiтовою, тодi розв’язок лiнiйної системи x = (x1, x2, . . . , xn)

покомпонентно задається як

xj =
cdetjA.j (y)

detA
j = 1, . . . , n.
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Наслiдок 1.3. Якщо матриця A ∈ M(n,H) у лiвiй системi лiнiйних рiвнянь

(1.17) є ермiтовою, тодi розв’язок лiнiйної системи x = (x1, x2, . . . , xn) зада-

ється як

xi =
rdetiAi. (y)

detA
i = 1, . . . , n.

1.1.5. Власнi значення кватернiонових матриць. Нам також знадо-

бляться наступнi факти про власнi значення кватернiонових матриць. Через

некомутативнiсть кватернiонiв iснують два типи їх власних значень.

Означення 1.11. Кватернiон λ називається лiвим власним значенням ма-

трицi A ∈ M(n,H) якщо

A · x = λ · x (1.19)

для деякого ненульового кватернiонового вектор-стовпця x ∈ Hn. Аналогiчно,

λ є її правим власним значенням, якщо

A · x = x · λ (1.20)

для ненульового x ∈ Hn.

Тодi, множина {λ ∈ H | Ax = λx, x ̸= 0 ∈ Hn} називається лiвим спектром

матрицi A, i позначається як σl(A). Правий спектр визначається, поклавши

σr(A) := {λ ∈ H | Ax = xλ, x ̸= 0 ∈ Hn}.

Теорiя лiвих власних значень кватернiонових матриць дослiджувалася, зокре-

ма в роботах [78, 168, 220, 272]. Теорiя правих власних значень кватернiонових

матриць є бiльш розвинена (див. напр., [4, 18, 47, 51, 52, 283]). Це може бути на-

слiдком того, що кватернiоновi вектор-стовпцi утворюють правий векторний

простiр, для якого лiвi власнi значення (1.19) є "екзотичними".

Представимо деякi факти з теорiї правих власних значень, якi будуть ниж-

че використанi. Зважаючи на вищесказане, вiдтепер ми опускатимемо термiн

"правi". Зокрема, добре вiдомо, що якщо λ /∈ R є власним значенням A, але не

дiйсним, то будь-який елемент класу еквiвалентностi [λ] = {x|x = u−1λu, u ∈

H, ∥u∥ = 1} також є його власним значенням.
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Лема 1.15. [18] Будь-яка кватернiонова матриця A ∈ M(n,H) має точно

n власних значень, якi є комплексними числами з невiд’ємними уявними ча-

стинами.

Власнi значення з Леми 1.15, h1 + k1i, . . . , hn + kni, де kt ≥ 0 i ht, kt ∈ R для

всiх t = 1, . . . , n, називаються стандартними власними значеннями матрицi.

Лема 1.16. [4] Нехай λ1, . . . , λn є рiзними власними значеннями матрицi

A ∈ M(n,H), жоднi два з яких не є спряженими, i нехай v1, . . . ,vn будуть

вiдповiдними власними векторами. Тодi вектори v1, . . . ,vn є лiнiйно незале-

жними (справа).

Аналогiчно комплексному випадку розглянемо теорему про дiагоналiзацiю

кватернiонової матрицi i дамо її доведення, враховуючи некомутативнiсть ква-

тернiонової алгебри.

Теорема 1.13. Матриця A ∈ M(n,H) дiагоналiзується тодi i тiльки тодi,

коли A має множину n лiнiйно незалежних справа векторiв. Бiльше того,

якщо (λi,vi) є власною парою матрицi A для всiх i = 1, . . . , n, тодi

A = PDP−1, (1.21)

де P = [v1, . . . ,vn], D = diag [λ1, . . . , λn].

Доведення. (⇒) Нехай матриця A є дiагоналiзованою, тобто, iснують необоро-

тна P i дiагональна D матрицi такi, що A = PDP−1. Тодi

D = P−1AP. (1.22)

Оскiльки D ∈ M(n,H) – дiагональна, то вона має лiнiйно незалежну справа

множину n правих власних векторiв таких, що

Dei = eidii, D = diag [d11, . . . , dnn] , I = [e1, . . . , en] .

Отже, пара (dii, ei) є власною парою матрицi D, для всiх i = 1, . . . , n. З того,

що eidii = diiei i використовуючи (1.22), маємо

eidii = diiei = Dei = P−1APei. (1.23)
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Помноживши рiвняння (1.23) злiва на матрицю P, одержимо

A(Pei) = (Pei)dii.

Отже, вектори vi = Pei є власними векторами матрицi A з власними значен-

нями dii для всiх i = 1, . . . , n. Оскiльки, матриця P = [v1, . . . ,vn] є оборотною,

то за Теоремою 1.5, власнi вектори v1, . . . ,vn є лiнiйно незалежними справа.

(⇐) Нехай (λi,vi) є власною парою матрицi A для всiх i = 1, . . . , n. Розгля-

немо матрицю P = [v1, . . . ,vn]. Обчислюючи добуток матриць, маємо

AP = A [v1, . . . ,vn] = [Av1, . . . ,Avn] = [v1λ1, . . . ,vnλn] .

Оскiльки власнi вектори {v1, . . . ,vn} – лiнiйно незалежнi справа, то за Теоре-

мою 1.5, матриця P = [v1, . . . ,vn] є оборотною. Тодi iснує P−1 i

P−1AP = P−1 [v1λ1, . . . ,vnλn] =
[
P−1v1λ1, . . . ,P

−1vnλn
]
.

Оскiльки, P−1P = I, то P−1vi = ei для всiх i = 1, . . . , n. Отже,

P−1AP = [e1λ1, . . . , enλn] = diag [λ1, . . . , λn]

Нехай D = diag [λ1, . . . , λn], тодi P−1AP = D, або еквiвалентно, A = PDP−1.

Наслiдок 1.4. [4] Якщо матриця A ∈ M(n,H) маємо n неспряжених вла-

сних значень, то вона може бути дiагоналiзована в тому сенсi, що тодi iснує

необоротна матриця P ∈ GLn(H) для яких PAP−1 – дiагональна.

Теорема 1.14. [18] Нехай A ∈ M(n,H). Тодi iснує унiтарна матриця U

така, що U∗AU – верхня трикутна матриця з дiагональними елементами

h1 + k1i, . . . , hn + kni, що є стандартними власними значеннями матрицi A.

З Теореми слiдує розклад Шура для довiльної, тобто для довiльної A ∈

M(n,H) iснують унiтарна матриця U та верхня трикутна R такi, що

A = URU∗. (1.24)
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Наслiдок 1.5. [283] Нехай матриця A ∈ M(n,H) має стандартнi власнi

значення h1 + k1i, . . . , hn + kni. Тодi σr = [h1 + k1i] ∪ · · · ∪ [hn + kni].

Наслiдок 1.6. [283] Матриця A ∈ M(n,H) є нормальною тодi i тiльки тодi,

коли iснує унiтарна матриця U ∈ M(n,H) така, що

U∗AU = diag [λ1, . . . , λn] ,

де λi = hi + kii ∈ C – стандартнi власнi значення для всiх i = 1, . . . , n.

Наслiдок 1.7. Нехай A ∈ M(n,H). Матриця A є ермiтовою тодi i тiльки

тодi, коли iснує унiтарна матриця U ∈ M(n,H) i дiагональна матриця D =

diag (λ1, λ2, . . . , λn) така, що A = UDU∗, де λi ∈ R для всiх i = 1, . . . , n є

правими власними значеннями матрицi A.

За Лемою 1.18, для кватернiонової матрицi A ∈ Hm×n, власнi значення її

вiдповiдних ермiтових A∗A та AA∗ є невiд’ємнi дiйснi числа.

Означення 1.12. Невiд’ємнi квадратнi коренi n власних значень матрицi

A∗A будемо називати сингулярними значеннями матрицi A ∈ Hm×n.

Наступна теорема вводить сингулярний розклад кватернiонової матрицi.

Теорема 1.15. [268, 283] Нехай A ∈ Hm×n
r . Тодi iснують унiтарнi кватер-

нiоновi матрицi U1 ∈ Hm×m та U2 ∈ Hn×n такi, що

U1AU2 =

Dr 0

0 0

 ∈ Hm×n, (1.25)

де Dr = diag (σ1, σ2, . . . , σr) , σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0, та σ1, σ2, . . . , σr - ненульо-

вi сингулярнi значення матрицi A.

Теорема 1.16. [268] Довiльна кватернiонова матриця A ∈ Hn×n має жор-

данова канонiчну форму з стандартними власним значеннями на головнiй

дiагоналi. Тобто, iснують невироджена матриця P ∈ Hn×n та жорданова

матриця

J = diag
[
Jλ1

. . . Jλr

]
,
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де матричнi блоки Jλi
на дiагоналi є жордановими клiтинами

Jλ =



λ 1

λ 1 (0)

. . . . . .

(0) λ 1

λ


∈ Ck×k,

що вiдповiдають стандартним власним значенням λi, для всiх i = 1, . . . , r,

r ≤ n, i k – кратнiсть власного значення λ ∈ {λ1, . . . , λr}.

Правi (1.20) та лiвi (1.19) власнi значення у загальному не поєднанi мiж собою

[50], але не для ермiтових матриць. Припустимо, що A ∈ M(n,H) – ермiтова

i λ ∈ R – її праве власне значення, тодi A · x = x · λ = λ · x. Це означає, що

всi правi власнi значення ермiтової матрицi є i її лiвими власними значеннями.

Для лiвих власних значень, λ ∈ R, матриця λI−A є також ермiтовою.

Означення 1.13. Якщо t ∈ R, то для ермiтової матрицi A многочлен pA (t) =

det (tI−A) називається характеристичним многочленом матрицi A.

Коефiцiєнти характеристичного многочлена ермiтової матрицi можна дослi-

дити подiбно до комутативного випадку (див., напр. [144]). Спочатку доведемо

допомiжну лему.

Лема 1.17. Нехай A ∈ M(n,H) - ермiтова, а її стовпцi i1, . . . , ik є одинични-

ми векторами ei1, . . . , eik. Тодi визначник detA дорiвнює головному мiнору

матрицi A, який отримаємо викресливши стовпцi та рядки i1, . . . , ik.

Доведення. Очевидно, що коли A ∈ M(n,H) - ермiтова, а її стовпцi i1, . . . , ik

є одиничними вектор-стовпцями ei1, . . . , eik , то i рядки i1, . . . , ik є одиничними

вектор-рядками ei1, . . . , eik . За Лемою 1.4, розкладемо detA по i1-у стовпцю, де
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ai1k = 0 для всiх k ̸= i1 та ai1 i1 = 1. Тодi

detA = cdeti1A =

= −cdeti1A
11
i1.
(a1.) · a1i1 − · · ·+ cdet1A

i1i1 · ai1i1 − · · · − cdeti1A
nn
i1.

(an.) · ani1
= −cdeti1A

11
i1.
(a1.) · 0 + · · ·+ cdet1A

i1i1 · 1 + · · · − cdeti1A
nn
i1.

(an.) · 0

= cdet1A
i1i1.

Оскiльки пiдматриця Ai1i1 отримується з матрицi A викресленням i1-о рядка та

стовпця, тодi з Теореми 1.3 слiдує, що cdet1A
i1i1 = detAi1i1. Обчислимо мiнор

detAi1i1, розклавши його i2-му стовпцю. Тодi одержимо, що detA дорiвнює

головному мiнору, отриманому з A, викресливши i1-i та i2-i рядки i стовпцi.

Продовжуючи аналогiчно, отримаємо твердження леми.

Використавши Лему 1.17, за аналогiєю до комутативного випадку (див.,

напр., [144]) можна довести наступну теорему.

Теорема 1.17. Якщо A ∈ M(n,H) - ермiтова матриця, то pA (t) = tn −

d1t
n−1+d2t

n−2−. . .+(−1)n dn, де dr - сума головних мiнорiв матрицi A порядку

r, де 1 ≤ r < n i dn = detA.

Коренi характеристичного многочлена ермiтової матрицi є її (дiйсними) лi-

вими власними значеннями, котрi є також i її правими власними значеннями.

Означення 1.14. Нехай A ∈ Hn×n – ермiтова матриця, π(A) = π – кiлькiсть

її додатних власних значень, ν(A) = ν – вiд’ємних, а δ(A) = δ – нульових.

Тодi впорядкована трiйка ω(A) = (π, ν, δ) називається iндексами iнерцiї A.

Означення 1.15. Ермiтова матриця A ∈ Hn×n називається додатноозначе-

ною (невiд’ємноозначеною), якщо x∗Ax > 0(≥ 0) для довiльного ненульового

x ∈ Hn.

Наступнi властивостi з множини комплексних матриць можна узагальнити

для кватернiонових додатноозначених матриць. Оскiльки, їх доведення ана-

логiчнi доведенням у комплексному випадку, то ми перелiчимо їх без повних

доведень, але з деякими коментарями.



77

Теорема 1.18. Нехай матриця A ∈ Hn×n є додатноозначеною. Тодi наступнi

властивостi є еквiвалентними.

(i) Всi її власнi значення є додатними.

(ii) Всi головнi мiнори матрицi є додатними.

(iii) Асоцiйована напiвбiлiнiйна форма є правим кватернiоново-значним скаляр-

ним добутком.

(iv) Вона є матрицею Грама лiнiйно незалежних векторiв.

(v) Вона має єдиний розклад Холеського.

Доведення. (i) За Наслiдком 1.7 iснує унiтарна матриця U така, що A =

U∗DU, де правi власнi значення λ1, ..., λn є дiйсними. Тодi x∗Ax = (Ux)∗DUx.

Замiною однiєї змiнної на iншу y = Ux, одержимо y∗Ay > 0, для довiльного

ненульового вектора y ∈ Hn, коли D є додатно-визначеною. Це означає кожен

елемент головної дiагоналi матрицi D, а отже, кожне власне значення матрицi

A є додатним.

(ii) Доведення цього пункту є аналогiчним комплексному випадку, врахо-

вуючи той факт, що всi головнi пiдматрицi ермiтової матрицi є ермiтовими, i

можна визначити головнi мiнори, як визначники ермiтових пiдматриць.

(iii) Нехай напiвбiлiнiйна форма для матрицi A ∈ H визначається як вiд-

ображення ⟨·, ·⟩r,A : Hn × Hn =⇒ H таке, що ⟨x,y⟩r,A := y∗Ax для всiх

x,y ∈ Hn. За умовою (1.2), ця форма є правим кватернiоново-значним скаляр-

ним добутком H тодi i тiльки тодi, коли ⟨x,x⟩r,A є дiйсним ненульовим значен-

ням для довiльного вектора x. А це означає, що A – додатно-визначена.

(iv) Iснує x1, . . . ,xn множина n лiнiйно незалежних справа векторiв на про-

сторi Hn
r з кватернiоново-значним скалярним добутком ⟨·, ·⟩r така, що матриця

A = (aij), де aij = ⟨xi, xj⟩r, є матрицею Грама для системи векторiв.

(v) Iснує єдина нижня трикутна матриця L, з дiйсними i додатними елемен-

тами на головнiй дiагоналi така, що A = LL∗ . Така факторизацiя називається

розкладом Холецького матрицi A.

Нехай A ∈ Hn×n – додатноозначена матриця i A = UDU∗. Тодi A має
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єдиний квадратний корiнь, який позначається як A
1
2б визначається, поклавши,

A
1
2 := UD

1
2U∗.

Лема 1.18. [268] Нехай A ∈ Hm×n
r , тодi вiдповiднi ермiтовi матрицi A∗A

та AA∗ є невiд’ємноозначеними, i r ненульових власних значень матриць

A∗A and AA∗ спiвпадають.

Означення 1.16. Матрицю Q ∈ Hm×m називають H-зваженою унiтарною

(унiтарною з вагою H ) якщо Q∗HQ = Im, де Im – одинична матриця.

Наступнi два факти (див., напр. [75]) про додатноозначенi та ермiтовi ма-

трицi та їх добутки можуть бути узагальненi на кватернiоновi матрицi.

Лема 1.19. Нехай A ∈ Hn×n – додатноозначена i B ∈ Hn×n –ермiтова ма-

триця, вiдповiдно. Тодi AB – дiагоналiзована матриця, всi її власнi значення

є дiйсними, i w(AB) = w(A).

Лема 1.20. Нехай A ∈ Hn×n – додатноозначена матриця i B ∈ Hn×n – ер-

мiтова. Тодi iснує невироджена матриця C ∈ Hn×n така, що C∗AC = In i

C∗BC = Λ, де Λ є дiагональною матрицею.

1.2. Узагальненi оберненi матрицi та їх застосування

Поняття узагальнених обернених вперше було згадано в 1903 р. Фредголь-

мом [54], який сформулював псевдообернення для лiнiйного iнтегрального опе-

ратора, який не є оборотним. У 1904 р. Гiльберт [73] вивчав узагальненi оберненi

диференцiальнi оператори. Клас усiх псевдообернень був охарактеризований у

1912 р. Гурвiцем [79], який використав скiнченну розмiрнiсть нульового просто-

ру операторiв Фредгольма, щоб дати їх просту алгебраїчну конструкцiю. Таким

чином, узагальненi оберненi диференцiальнi та iнтегральнi оператори породили

узагальненi оберненi матрицi, iснування яких вперше встановив Мур [187, 188]

для довiльної дiйсної матрицi. Вiдкриття Мура було малопомiтним протягом

30 рокiв пiсля його першої публiкацiї. На протязi цього перiоду узагальненi
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оберненi переозначувалися для матриць – Зiгелем [217,218], i для операторiв –

Ценгом [316–318], Мюрреєм та фон Нейманом [189], Аткiнсон [302] та iн. Вiд-

родження iнтересу до цiєї теми в 1950-х рр. зосередилося навколо властиво-

стей найменших квадратiв деяких узагальнених обернених, якi були встановленi

Б’єрхаммаром [15,16]. Вiн перевiдкрив узагальнену обернену Мура, та знайшов

зв’язок мiж псевдооберненням та розв’язуванням лiнiйних систем. У 1955 р.

Пенроуз [192] розширив результати Б’єрхаммара i на основi сингулярного роз-

кладу матрицi виписав рiвняння, якi дають необхiднi та достатнi умови для

визначення такої узагальненої оберненої матрицi, єдиної для довiльної матрицi.

В 1958 роцi Дразiн [48] ввiв поняття нової узагальненої оберненої матрицi,

яка зараз називається в його честь, як узагальнена обернена матриця Дразiна.

Пiзнiше, Прасад i Бапат [194] у 1992 р. та Клайн i Гревiлл [34] у 1980 ввели

зваженi узагальненi оберненi матрицi Мура-Пенроуза i Дразiна, вiдповiдно. Всi

цi узагальненi оберненi матрицi мають мають обширну лiтературу, але й досi

грунтовно вивчаються.

На даний час узагальненi оберненi охоплюють широкий спектр роздiлiв ма-

тематики, серед яких теорiї матриць та операторiв, диференцiальнi рiвняння,

чисельний аналiз, ланцюги Маркова, C∗-алгебри чи кiльця. Їх численнi засто-

сування включають, зокрема, такi прикладнi областi, як статистика [33, 198],

криптографiя [149], теорiя управлiння [22, 23], електротехнiка [2], робототехнi-

ка [143,145] та iн.

У пiдроздiлi 1.2.1, будуть розглянутi деякi основнi результати з теорiї уза-

гальнених обернених матриць Мура-Пенроуза i Дразiна та їх зважених.

В останнi десять рокiв зростання iнтересу до вивчення узагальнених обер-

нених було спричинене появою нових узагальнених обернених матриць як сер-

цевинна обернена, EP -серцевинна обернена та їх узагальнення. У пiдроздiлi

1.2.2, будуть наведенi означення та основнi властивостi серцевинної оберненої

та її узагальнень.
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1.2.1. Узагальненi оберненi матрицi Мура-Пенроуза, Дразiна та

їх зваженi. Нехай Cm×n та Cm×n
r позначають множину m×n матриць з ком-

плексними елементами, та її пiдмножину матриць рангу r, вiдповiдно.

Означення 1.17. Узагальненою оберненою Мура-Пенроуза для матрицi A ∈

Cm×n називається матриця X ∈ Cn×m, що задовольняє рiвняння

(1) AXA = A; (2) XAX = X; (3) (AX)∗ = AX; (4) (XA)∗ = XA.

Позначається як A†.

Порядок нумерацiї цих рiвнянь є усталеним. Бiльше того, матриця A, що за-

довольняє умовам (i), (j), . . . називається {i, j, . . .}-оберненою для матрицi A, i

позначається як A(i,j,...). Множину матриць A(i,j,...) будемо позначати A{i, j, . . .}.

Зокрема, A(1) називається внутрiшньою оберненою, A(2) - зовнiшньою обер-

неною, i A(1,2) - рефлексивною, A(1,2,3,4) є узагальненою оберненою матрицею

Мура-Пенроуза i т.д.

Вiдмiтимо наступнi властивостi матрицi Мура-Пенроуза.

Лема 1.21. [192] Для довiльної матрицi A ∈ Cm×n iснує єдина узагальнена

обернена матриця Мура-Пенроуза A†.

Лема 1.22. [175](про граничне зображення матрицi Мура-Пенроуза) Якщо

A ∈ Cm×n, тодi A† = lim
λ→0

A∗ (AA∗ + λI)−1 = lim
λ→0

(A∗A+ λI)−1A∗, де λ ∈ R+,

– множина дiйсних додатних чисел.

Наслiдок 1.8. Нехай A ∈ Cm×n.

i) Якщо rank A = n, тодi A† = (A∗A)−1A∗ .

ii) Якщо rank A = m, тодi A† = A∗ (AA∗)−1 .

iii) Якщо rank A = n = m, тодi A† = A−1 .

Лема 1.23. [167] (про повнорангове зображення матрицi Мура-Пенроуза)

Якщо A ∈ Cm×n
r , тодi A має повноранговий розклад A = BC, де B ∈ Cm×r

та C ∈ Cr×n, при цьому A† = C†B† = C∗ (CC∗)−1 (B∗B)−1B∗.
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Лема 1.24. (про сингулярний розклад матрицi Мура-Пенроуза) Нехай A ∈

Cm×n
r та iснують унiтарнi матрицi V ∈ Cm×m та W ∈ Cn×n такi, що

A = VΣW∗, Σ =

D 0

0 0

 ∈ Cm×n
r .

Тут D = diag [σ1, σ2, . . . , σr] , σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0, σ2i – ненульовi власнi

значення матрицi AA∗ для всiх i = 1, . . . , r. Стовпцi матрицi V є власними

векторами матрицi AA∗, а стовпцi матрицi W∗ – власнi вектори матрицi

AA∗. Тодi A† = WΣ†V∗, де Σ† =

D−1 0

0 0

 ∈ Cn×m
r .

Сингулярний розклад матрицi Мура-Пенроуза дає прямий метод її знахо-

дження, але приводить до iншої складної задачi, (особливо, у випадку кватер-

нiонових матриць), – знаходження власних векторiв матрицi.

Iнший прямий метод можна отримати, давши визначникове зображення уза-

гальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза. На вiдмiну вiд оберненої матрицi,

яка має однозначно визначникове зображення через алгебричнi доповнення її

елементiв, для узагальнених обернених матриць, зокрема матрицi Мура – Пен-

роуза, iснують рiзнi визначниковi зображення навiть для матриць над полем

дiйсних чи комплексних чисел внаслiдок пошуку їхнiх бiльш застосовних яв-

них виразiв (для матрицi Мура – Пенроуза див., напр. [8, 10,187,233,299]).

Будемо використовувати наступнi позначення.

Нехай α := {α1, . . . , αk} ⊆ {1, . . . ,m} i β := {β1, . . . , βk} ⊆ {1, . . . , n} –

пiдмножини порядку 1 ≤ k ≤ min {m,n}. Тодi |A|αβ позначає мiнор матрицi

A ∈ Cm×n рядки якого iндексуються множиною α, а стовпцi – β. Ясно, що

тодi вираз |A|αα позначає головний мiнор, рядки i стовпцi якого iндексуються

множиною α. Алгебричне доповнення елемента aij матрицi A ∈ Cn×n будемо

позначати як ∂
∂aij

|A|.

Для 1 ≤ k ≤ n, через Lk,n := {α : α = (α1, . . . , αk) , 1 ≤ α1 ≤ . . . ≤ αk ≤ n}

позначимо множину строго зростаючих послiдовностей з k натуральних чисел

вибраних з {1, . . . , n}. Нехай Nk := Lk,m × Lk,n. Для фiксованого α ∈ Lp,m,
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β ∈ Lp,n, 1 ≤ p ≤ k, покладемо

Ik,m (α) :={I : I ∈ Lk,m, I ⊇ α}, Jk, n (β) := {J : J ∈ Lk, n, J ⊇ β},

Nk (α, β) :=Ik,m (α)× Jk, n (β) .

Для випадку i ∈ α та j ∈ β, позначимо

Ik,m{i} :={α : α ∈ Lk,m, i ∈ α}, Jk, n{j} := {β : β ∈ Lk,n, j ∈ β},

Nk{i, j} :=Ik,m{i} × Jk, n{j}.

Визначникове зображення узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза, яке

отримав Станiмiровiч [233], використовуючи її повноранговий розклад, полягає

в наступнiй теоремi.

Теорема 1.19. Узагальнена обернена матрицi Мура-Пенроуза A† = (a+ij)n×m

для матрицi A ∈ Cm×n
r має наступне визначникове зображення

a†ij =

∑
(α, β)∈Nr{j, i}

|A∗|βα ∂
∂aj i

|A|αβ∑
(γ, δ)∈Nr

|A∗|δγ |A|γδ
, 1 ≤ i, j ≤ n. (1.26)

Визначникове зображення (1.26), не дивлячись на те, що ця формула є гро-

мiздкою, дає прямий метод побудови матрицi Мура-Пенроуза.

У роздiлi 2 даної дисертацiї отримано визначниковi зображення узагальнених

обернених матриць, зокрема, у пунктi 2.1.2 отримано визначниковi зображення

кватернiонової узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза у рамках теорiї

рядково-стовпцевих визначникiв, а в пунктi 2.1.4 – комплексної матрицi Мура-

Пенроуза з використанням звичайних визначникiв.

У роботi [194] Прасад i Бапат отримали наступне узагальнення комплексної

оберненої матрицi Мура-Пенроуза.

Означення 1.18. [194] Нехай M i N ермiтовi додатноозначенi матрицi по-

рядку m i n, вiдповiдно. Для матрицi A ∈ Cm×n, зваженою узагальненою

оберненою матрицею Мура-Пенроуза з вагами M i N для матрицi A (позна-

чається як A†
M,N) є єдина матриця X ∈ Cn×m, що задовольняє рiвняння (1) i
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(2) Означення 1.17, а також наступнi:

(3M) (MAX)∗ = MAX; (4N) (NXA)∗ = NXA.

Зокрема, коли M = Im and N = In, то матриця X є узагальненою оберненою

матрицею Мура-Пенроуза A†.

Означення зваженої узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза отри-

мують, виходячи зi зваженого сингулярного розкладу (ЗСР) матриць. ЗСР для

комплексних матриць було отримано Лоаном [161], використовуючи розклад

Холецького, та Галба [91] для дiйсних матриць через зваженi ортогональнi та

псевдоортогональнi матрицi.

Визначниковi зображення комплексної зваженої узагальненої оберненої ма-

трицi Мура-Пенроуза були отриманi Станiмiровiчем i Станковiчем [234] через

понорангову факторизацiю, Лю, Ю та iн. методом обчислення визначникiв [158]

та Лю, Жу та iн. [159] через граничне зображення, використовуючи метод впер-

ше запропонований у [101].

У пунктi 2.2.1 дисертацiї отримано зважений сингулярний розклад (ЗСР)

кватернiонової матрицi, на основi якого у рамках теорiї рядково-стовпцевих ви-

значникiв одержуються визначниковi зображення зваженої кватернiонової уза-

гальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза у пунктi 2.2.3, а в пунктi 2.2.4 –

комплексної зваженої узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза.

В 1958 роцi Дразiн [48] дав означення нової узагальненої оберненої матрицi.

Означення 1.19. Для матрицi A ∈ Cn×n з iндексом k = IndA, яке є най-

меншим невiд’ємним цiлим таким, що rankAk+1 = rankAk, її узагальненою

оберненою матрицею Дразiна є єдина матриця X , що задовольняє рiвняння

(2) XAX = X; (5) AX =XA; (6) Ak+1X = Ak. (1.27)

Позначається як X = Ad.

Зокрема, якщо IndA = 1, то матриця X називається груповою оберненою

i позначається X = A#.

Очевидно, що коли IndA = 0, тодi A - оборотна, i Ad ≡ A† = A−1.
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Як один iз важливих типiв узагальнених обернених матриць, матриця Дра-

зiна та її застосування грунтовно вивчаються у науковiй лiтературi (див., напр.

[10,22,68,96,285]). Матриця Дразiна має просте представлення, використовуючи

жорданову форму.

Теорема 1.20. [11] Нехай A ∈ Cn×n має жорданову форму

A = P

C 0

0 N

P−1, (1.28)

де rankAk = rankC i N – нiльпотентна порядку k, i P – невироджена, тодi

Ad = P

C 0

0 0

P−1. (1.29)

Станiмiровiч i Джорджевiч у роботi [232] отримали повнорангове, а на його

основi i визначникове зображення комплексної узагальненої оберненої матрицi

Дразiна.

Теорема 1.21. [232] Нехай A ∈ Cn×n, IndA = k, rk = rankAk. Припустимо,

що l ≥ k – довiльне натуральне число i Al = PAlQAl є повноранговою факто-

ризацiєю матрицi Al. Тодi матриця QAlAPAl – оборотна i матрицю Дразiна

можна подати як

Ad = PAl (QAlAPAl)−1QAl.

Теорема 1.22. [232] Узагальнена обернена матриця Дразiна Ad =
(
adij
)

для

довiльної матрицi A ∈ Cn×n має наступне визначникове зображення

adij =

∑
(α,β)∈Nrk

(j,i)

∣∣Al
∣∣α
β

∂
∂aji

|A|βα∑
(γ,δ)∈Nrk

|Al|δγ |A|γδ
, 1 ≤ i, j ≤ n, (1.30)

де l ≥ k = IndA i rk = rankAl.

Очевидно, що розглянутi узагальненi оберненi є зовнiшнiми оберненими.

Означення 1.20. [212] Нехай A ∈ Cm×n
r , T є пiдпростором Cn розмiрностi

t ≤ r i S є пiдпростором Cm розмiрностi m − t, тодi матриця A має {2}-

обернену X таку, що R(X) = T i N (X) = S тодi i тiльки тодi, коли AT⊕S =

Cm, у цьому випадку {2}-обернену X є єдиною i позначається A
(2)
T,S.
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Вiдомо [246], що узагальненi оберненi Мура-Пенроуза A†, зважена обернена

Мура-Пенроуза A†
M,N , узагальнена обернена Дразiна Ad та групова обернена

матриця A# можуть бути поданi як узагальненi оберненi A(2)
T,S iз вiдповiдно

заданими просторами T i S так, що

A† = A
(2)
R(A∗),N (A∗), A†

M,N = A
(2)

R(A♯),N (A♯)
,

Ad = A
(2)

R(Ak),N (Ak)
, A# = A

(2)
R(A),N (A).

У пунктах 2.3.2 та 2.3.3 будуть отриманi визначниковi зображення узагальне-

ної оберненої матрицi Дразiна, використовуючи рядково-стовпцевi визначники,

у пунктi 2.2.4 – комплексної матрицi Дразiна.

Зауваження 1.13. Вiдмiтимо, що починаючи з 2000 р. з’являються роботи

[32,84–87,89,90], де розглядаються кватернiоновi матричнi рiвняння та ква-

тернiоновi оберненi чи узагальненi оберненi матрицi необхiднi для їх розв’яз-

ку. Оскiльки, алгебри кватернiонових та комплексних матриць мають мало

вiдмiнностей (серед яких вiдмiтимо деякi властивостi транспонованої ма-

трицi та некомутативнi визначники (див. пiдроздiл 1.1) та iн.), то iнколи

означення та властивостi узагальнених обернених без жодних змiн поши-

рюються на кватернiоновi матрицi. Але вiдмiнностi все ж є, що далi при

необхiдностi буде вказано.

Клайн i Гревiлл [34] розширили поняття узагальненої оберненої комплексної

матрицi Дразiна з квадратних матриць до прямокутних.

Означення 1.21. Для A ∈ Cm×n i W ∈ Cn×m, W-зважена обернена Дразiна

до A з вагою W є єдиним розв’язком рiвнянь,

(AW)k+1XW = (AW)k, XWAWX = X, AWX = XWA,

де k = max{Ind(AW), Ind(WA)}. Позначається як X = Ad,W.

Властивостi комплексної W-зваженої узагальненої оберненої матрицi Дразi-

на були дослiдженi, зокрема, у роботах [34,183,261–263,281]. У роботах [262,281],
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розглядаються загальнi алгебричнi структури W-зваженої узагальненої обер-

неної матрицi Дразiна, якi в пунктi 2.4.1 будуть узагальненi на кватернiоновi

матрицi.

Визначниковi зображення комплексної W-зваженоi узагальненої оберненої

матрицi Дразiна, були отриманi через повноранговий розклад у роботi [158] та

через граничне зображення у роботi [159]. Визначниковi зображення кватернiо-

нової W-зваженоi узагальненої оберненої матрицi Дразiна вдається одержати

тiльки засобом рядково-стовпцевих визначникiв. Крiм визначникових зобра-

жень отриманих здобувачем i якi будуть побудованi у пунктах 2.4.2, 2.4.3 та

2.4.4, нещодавно, у рамках теорiї рядково-стовпцевих визначникiв визначниковi

зображення кватернiонової W-зваженої узагальненої оберненої матрицi Дразiна

одержав Сонг [226].

Означення 1.22. Зовнiшня обернена до матрицi A ∈ Hm×n
r iз заданим правим

стовпцевим простором T1, правим ядром S1, лiвим стовпцевим простором T2

i лiвим ядром S2 є розв’язком матричного рiвняння з обмеженнями:

XAX = X, Cr(X) = T1, Nr(X) = S1, Rl(X) = T2, Nl(X) = S2,

i позначається як A
(2)
(T1,T2),(S1,S2)

.

Лема 1.25. Нехай A ∈ Hm×n, W ∈ Hn×m i k = max{Ind(AW), Ind(WA)}.

Тодi

Ad,W = (WAW)
(2)

(Cr((AW)k),Rl((WA)k)),(Nr((WA)k),Nl((AW)k))
.

З Леми 1.25, слiдує теорема про визначникове зображення Ad,W.

Теорема 1.23. Нехай матрицi A ∈ Hm×n, W ∈ Hn×m мають iндекс k =

max{Ind(AW), Ind(WA)} та rank(AW)k = s. Припустимо, що матрицi B ∈

Hn×(n−s)
n−s i C∗ ∈ Hm×(m−s)

m−s є матрицями повного рангу i такi, що

Rr(B) = Nr

(
(WA)k

)
, Nl(B) = Rl

(
(WA)k

)
, (1.31)

Rl(C) = Nl

(
(AW)k

)
, Nr(C) = Rr

(
(AW)k

)
. (1.32)
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Позначимо

M =

WAW B

C 0

 .
Тодi W-зважена узагальнена обернена матриця Дразiна Ad,W = (a)ij ∈ Hn×m

має наступнi визначниковi зображення для всiх i = 1, . . . ,m, та j = 1, . . . , n,

aij =

∑m+n−s
k=1 Lkim

∗
kj

detM∗M
=

∑m+n−s
k=1 m∗

ikRjk

detMM∗ , (1.33)

де Lij є лiвим (ij)-им алгебричним доповненням матрицi M∗M i Rij – правим

(ij)-им алгебричним доповненням матрицi MM∗, вiдповiдно, для всiх i, j =

1, . . . ,m+ n− s.

Як можна побачити, у визначникових зображеннях (1.33), використовуються

матрицi B i C, що задовольняють умови (1.31) та (1.32) i якi не завжди легко пi-

дiбрати. У пiдроздiлi 2.4 будуть отриманi визначниковi зображення W-зваженої

узагальненої оберненої матрицi Дразiна для довiльної матрицi A ∈ Hm×n по вiд-

ношенню до W ∈ Hn×m, використовуючи елементи тiльки цих двох матриць.

1.2.2. Комплексна серцевинна обернена матриця та її узагальне-

ння. Поняття серцевинної оберненої комплексної матрицi було введене Бакса-

ларi та Тренклером [7] у 2010 роцi.

Означення 1.23. [7] Матриця X ∈ Cn×n називається серцевинною оберне-

ною до матрицi A ∈ Cn×n якщо вона задовольняє умови

AX = PA, C(X) = C(A).

Коли така матриця X iснує, то вона позначається як A#⃝.

Ракiч та iн. [200] узагальнили серцевинну обернену як елемента довiльного

кiльця та ввели поняття дуальної серцевинної оберненої.

Означення 1.24. Матриця X ∈ Cn×n називається дуальною серцевинною

оберненою матрицi A ∈ Cn×n якщо вона задовольняє умови

XA = QA, R(X) = R(A).

Коли така матриця X iснує, то вона позначається як A#⃝.
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Оскiльки обидвi цi серцевиннi оберненi матрицi вiдрiзняються лише в поло-

женнi щодо iндукуючої матрицi A, ми пропонуємо називати їх правою A#⃝ i

лiвою A#⃝ серцевинними оберненими.

Подальшi дослiдження серцевинних обернених матриць розглядалися, зокре-

ма, в роботах [98,162,165,208,209,251,275,282]

У 2014 роцi К. Манджуната Прасадом та К.С. Мохана узагальнили поняття

серцевинних обернених матриць.

Означення 1.25. [195] Матриця X ∈ Cn×n називається EP-серцевинною

оберненою для матрицi A ∈ Cn×n якщо вона задовольняє умови

(i) XAX = A, (ii) C(X) = C(X∗) = C(Ad).

Така матриця позначається як A †⃝.

Вiдмiтимо, що виконання умови (i) означає, що матриця A †⃝ є (зовнiшною)

узагальненою оберненою, але це ще не передбачає виконання умови (ii). Також

вводиться поняття дуальної EP-серцевинною оберненою наступним чином.

Означення 1.26. Матриця X ∈ Cn×n називається EP-∗серцевинною обер-

неною для матрицi A ∈ Cn×n якщо вона задовольняє умови

XAX = A, R(X) = R(X∗) = R(Ad).

Така матриця позначається як A †⃝.

Хоча завдяки [59], iснує важлива кореляцiя мiж EP-серцевинною оберненою

A †⃝ матрицею та її дуальною A †⃝, (A †⃝)∗ = (A∗) †⃝, у пунктi 3.2.2 ми дамо визна-

чниковi зображення цих обох матриць окремо.

К. Манджунат Прасад та К.С. Мохана [195] дали також необхiднi та доста-

тнi умови iснування EP -серцевинних обернених, якi в наступному пунктi уза-

гальнюються для кватернiонових матриць. Має мiсце лема, що характеризує

структуру EP -серцевинних обернених.

Лема 1.26. [249] Якщо M ∈ Cn×n i k = Ind(M), iснує унiтарна матриця

P ∈ Cn×n, невироджена матриця M1 ∈ Ct×t, t = rank (Mk), i нiльпотентна
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матриця M3 ∈ H(n−t)×(n−t) iндексу k якi трансформують M у форму

M = P

M1 M2

0 M3

P∗. (1.34)

Крiм того,

M †⃝ = P

M−1
1 0

0 0

P∗. (1.35)

В останнi роки багато авторiв дослiджували EP -серцевиннi оберненi ком-

плексних матриць, (див., напр. [60, 166, 196, 197, 249, 295]. Зокрема, отримано

визначниковi зображення EP -серцевинних обернених наступним чином.

У позначеннях з пiдроздiлу 1.2 для матрицi A ∈ Cn×n
r її EP -серцевинну

обернену A †⃝ = (gij) та A †⃝ = (fij) покомпонентно можна подати як

gij =

(∑
α∈In

|A|αγ

)−1

(tr(Cr(A)))−1
∑

i∈α, j∈β

|A|αγ |A|βγ
∂

∂aji
|A|βα , (1.36)

fij =

(∑
α∈In

|A|γα

)−1

(tr(Cr(A)))−1
∑

i∈α, j∈β

|A|γα |A|γβ
∂

∂aji
|A|βα , (1.37)

У 2014 роцi С. Малик та Н. Томе [171] ввели поняття DMP -оберненої на

множинi комплексних матриць.

Означення 1.27. [171] Нехай A ∈ Cn×n з IndA = k. Матриця X ∈ Cn×n

називається DMP-оберненою матрицi A якщо вона задовольняє умови

XAX = X, XA = AdA, AkX = AkA†. (1.38)

Вона позначається як Ad,†.

Лема 1.27. [171] Для довiльної матрицi A ∈ Cn×n, її DMP-обернена завжди

iснує та є єдиною, при цьому

Ad,† = AdAA†. (1.39)

DMP -обернена, як комплексна матриця та оператор в гiльбертовому просто-

рi, на протязi останнiх рокiв активно вивчалася [40, 155, 164, 276, 298]. Зокрема,

отримано [40] наступний розклад DMP -оберненої, який може бути узагальне-

ний для кватернiонових матриць.
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Лема 1.28. [40] Нехай A ∈ Cn×n, IndA = k та rank(Ak) = r. Нехай iснує

розклад Шура матрицi A, що має вигляд (1.24). Тодi DMP-обернена може

бути виражена як

Ad,† = U

T−1
1 X0T3T

†
3

0 0

U∗,

де X0 =
∑k−1

i=0 T
i−k−1
1 T2T

k−1−i
3 .

У роботi [179] Мiтра та iн. ввели серцевинно-нiльпотентний розклад матрицi.

Лема 1.29. [179] Нехай A ∈ Cn×n. Тодi A задається як сума двох матриць,

A = A1 +A2, де A1 i A2 такi, що

(i) rank(A1) = rank(A2
1), тобто Ind(A1) ≤ 1;

(ii) A2 є нiльпотентною;

(iii) A1A2 = A2A1 = 0.

На основi серцевинно-нiльпотентного розкладу Мехдiпур та Салемi [173] не-

щодавно ввели нову узагальнену обернену матрицю.

Означення 1.28. [173] Нехай A ∈ Cn×n має серцевинно-нiльпотентний роз-

клад. CMP-оберненою до матрицi A називається матриця Ac,† := A†A1A
†.

Лема 1.30. [173] Нехай A ∈ Cn×n. Матриця X = Ac,† є єдиною матрицею,

яка задовольняє наступнiй системi рiвнянь:

XAX = X, AXA = A1, AX = A1A
†, XA = A†A1.

Бiльш того, Ac,† = QAA
d PA.

У подальшому дослiдженнi CMP -оберненою матрицi було встановлено її

представлення на основi розкладу Шура матрицi.

Лема 1.31. [274] Нехай A ∈ Cn×n, IndA = k та rank(Ak) = r. Нехай iснує

розклад Шура матрицi A, що має вигляд (1.24). Тодi CMP-обернена може

бути виражена як

Ac† = U

Y YT−k
1 ΦkT3T

†
3

X XT−k
1 ΦkT3T

†
3

U∗,
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де Φk =
∑k

j=1T
j−1
1 T2T

k−j
3 , X = (I − T†

3T3)T
∗
2(T1T

∗
1 + T2(I − T†

3T3)T
∗
2)

−1 та

Y = T−1
1 (Ir −T2X).

Серед iнших властивостей CMP -оберненою вiдмiтимо наступнi.

Лема 1.32. [173,274]

1. Ac† = A†,dAAd,† = QAA
d,† = A†,dPA.

2. Ac† = A† ⇔ IndA ≤ 1.

Зауваження 1.14. Щодо можливого iснування дуальної матрицi до CMP-

оберненої, зазначимо наступне. Беручи до уваги
(
Ad
)2

A = Ad,

PAA
d QA = AA† (Ad

)2
AA†A = AA†Ad = AA†A

(
Ad
)2

= Ad.

Феррейра та iн. у роботi [53] узагальнили EP -серцевинну обернену матрицю

на множину прямокутних матриць.

Означення 1.29. [53] Нехай A ∈ Cn×n та W ∈ Cn×m будуть ненульовими

матрицями з k = max{Ind(WA), Ind(AW)}. Тодi W-зважена EP-серцевинна

обернена матрицi A є єдиним розв’язком системи

WAWX = (WA)k
[
(WA)k

]†
, R(X) ⊆ Rr

(
(AW)k

)
.

Вона позначається як A †⃝,W .

Було також встановлено її представлення на основi розкладу Шура матриць.

Лема 1.33. [53]Нехай A ∈ Cm×n та W ∈ Cn×m будуть ненульовими ма-

трицями з k = max{Ind(WA), Ind(AW)}. Тодi iснують унiтарнi матрицi

U ∈ Cm×m та V ∈ Cn×n, невиродженi матрицi A1,W1 ∈ Ct×t та двi матрицi

A2 ∈ C(m−t)×(n−t) та W2 ∈ C(n−t)×(m−t) такi, що A2W2 i W2A2 є нiльпотен-

тними з Ind(AW) та Ind(WA), вiдповiдно, що мають розклади Шура

A = U

A1 A12

0 A2

U∗, W = V

W1 W12

0 W2

V∗,

тодi

A †⃝,W = U

(W1A1W1)
−1 0

0 0

V∗ = Ad,W (WA)k
[
(WA)k

]†
.
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У подальших дослiдженнях EP -серцевиннi оберненої, як комплексної матри-

цi [61, 82, 163] та як оператора в гiльбертовому просторi [181], були отриманi її

новi характеристичнi представлення та застосування.

1.2.3. Застосування узагальнених обернених до розв’язку матри-

чних рiвнянь. Узагальненi оберненi, i в першу чергу матриця Мура-Пенроуза,

є ефективним iнструментом розв’язку матричних рiвнянь. Четвертий роздiл

присвячений застосуванню матрицi Мура-Пенроуза до розв’язку матричних

рiвнянь та, на основi одержаних визначникових зображень, побудовi їх аналогiв

правила Крамера.

Очевидним наслiдком визначникового зображення оберненої матрицi через

класичну приєднану матрицю є правило Крамера, яке дає явний покомпонен-

тний розв’язок невироджених систем лiнiйних рiвнянь. Робiнсон дав [204] еле-

гантне доведення правила Крамера, яке викликало широкий iнтерес до пошуку

детермiнантних формул для розв’язкiв систем лiнiйних рiвнянь з обмеження-

ми, як невироджених, так i вироджених. Правила Крамера для псевдорозв’язкiв

(розв’язкiв у найменших квадратах) систем комплексних лiнiйних рiвнянь бу-

дувалися Бен-Iзраїлем [12], Вергезе [245], Вернером [267], Ченем [31], Джi [88],

Вангом [247], та iн. При цьому для його побудови разом з коефiцiєнтною ма-

трицею використовувалися також допомiжнi матрицi.

Так, наприклад, у роботi [88] для системи Ax = b, де A ∈ Cm×n
r , вводилася

матриця V ∈ Cn×(n−r)
n−r така, що R(V) = N (A). Тодi правило Крамера для її

нормального псевдорозв’язку x = A†b будується наступним чином

xj =
det ((A∗A+VV∗)(j → A∗b))

det(A∗A+VV∗)
. (1.40)

Аналогiчним чином, вводячи допомiжнi матрицi зi стовпцевих та нуль просто-

рiв та виражаючи узагальненi оберненi матрицi Мура-Пенроуза, Дразiна, та їх

зваженi через узагальненi оберненi типу A
(2)
T,S, Сонг та iн. [222,223] у рамках тео-

рiї стовпцево-рядкових визначникiв будують правила Крамера кватернiонового

двостороннього матричного рiвняння AXB = D.

У пiдроздiлi 4.1, правила Крамера кватернiонового двостороннього матри-
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чного рiвняння, його часткових, та особливих випадкiв отримуються з викори-

станням тiльки коефiцiєнтних матриць.

У пiдроздiлi 4.2, вивчається узагальнене кватернiонове матричне рiвняння

Сильвестра

AXB+CYD = E. (1.41)

Матричнi рiвняння типу Сильвестра мають широке застосування у рiзних при-

кладних галузях, зокрема, в сингулярному системному контролi [211], систем-

ному дизайнi [237], робастному керуваннi [244], зворотньому зв’язку [238], ней-

ронних мережах [291], теорiї орбiт [239], комп’ютерному баченнi [28], тощо. В

силу свого широкого прикладного та теоретичного значення, рiвняння Силь-

вестра ретельно вивчаються i щодо них є багато важливих результатiв. Так,

Мансур [172] вивчав умови розв’язувальностi рiвняння (1.41) в операторнiй ал-

гебрi. Лiпiнг [154] отримав необхiднi та достатнi умови для iснування розв’язкiв

аналогiчного рiвняння над тiлом кватернiонiв. Баксаларi та Кала [6] отрима-

ли загальний розв’язок комплексного рiвняння (1.41), виражений у термiнах

узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза, що Вангом [252,255] було роз-

ширено i для рiвняння над тiлом кватернiонiв. Побудова правило Крамера для

узагальненого кватернiонового матричного рiвняння Сильвестра не тiльки ква-

тернiонового, але й комплексного досi не розглядалася.

У пiдроздiлi буде отримано аналог правила Крамера, – визначникове зобра-

ження розв’яку, - узагальненого кватернiонового матричного рiвняння Силь-

вестра (1.41), усiх його часткових випадкiв, коли один iз доданкiв рiвняння

є, вiдносно невiдомої матрицi, одностороннiм, та особливих випадкiв рiвнян-

ня Сильвестра з ∗-ермiтовiстю i η-ермiтовiстю. У пiдроздiлi будуються аналоги

правила Крамера для системи кватернiонових двостороннiх матричних рiвняньA1XB1 = C1,

A2XB2 = C2,

усiх її часткових випадкiв, та особливих випадкiв для рiвнянь з ∗-ермiтовiстю

i η-ермiтовiстю. Вiдмiтимо, що правила Крамера для узагальненого кватернiо-
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нового матричного рiвняння Сильвестра (1.41) та системи матричних рiвнянь

типу Сильвестра, представленi у дисертацiї, будуються вперше.

П’ятий роздiл присвячений застосуванню матрицi Дразiна, зважених матри-

цi Мура-Пенроуза та Дразiна до розв’язкiв двостороннього матричного рiвня-

ння з вiдповiдними обмеженнями та побудовi їх аналогiв правила Крамера, а

також застосуванню серцевинної оберненої та її узагальнень до задач кватер-

нiонової матричної мiнiмiзацiї.

Так, зокрема, у багатьох ситуацiях дослiдники використовують Дразiна обер-

нений розв’язок (див., напр. [66,67,176,191,214,265]). Його характеризацiю спо-

чатку розглянемо на прикладi(правої) системи лiнiйних рiвнянь

Ax = f . (1.42)

Наступнi леми дають характеризацiю Дразiна оберненого розв’язку Adf систе-

ми (1.42) над полем комплексних чисел.

Лема 1.34. [265, Теорема 3.1] Нехай A ∈ Cn×n з IndA = k. Тодi Adf є єдиним

розв’язком у просторi R(Ak) системи

Ak+1x = Akf . (1.43)

Введемо поняття P -норми вектора як ∥x∥P = ∥P−1x∥ для всiх x ∈ Cn, де P

– невироджена матриця, що трансформує матрицю A в її жорданову канонiчну

форму (1.28).

Лема 1.35. [265, Теорема 3.2] Нехай A ∈ Cn×n з IndA = k. Тодi x̃ задоволь-

няє умову

∥f −Ax̃∥P = minx∈N (A)+R(Ak−1)∥f −Ax∥P

тодi i тiльки тодi, коли x̃ є розв’язком системи

Ak+1x = Akf , x ∈ N (A) +R(Ak−1).

Щобiльше, Дразiна обернений розв’язок Adf є єдиним мiнiмальним по P -нормi

розв’язком системи (1.43).



95

Вiдмiтимо, що на вiдмiну вiд Мура-Пенроуза оберненого розв’язку A†f , Дра-

зiна обернений розв’язок Adf може не бути розв’язком системи (1.42) навiть,

якщо вона сумiсна. Наступний наслiдок дає його характеризацiю по вiдношен-

ню до системи (1.42).

Наслiдок 1.9. [258] В умовах Леми 1.35, якщо f ∈ R(Ak), тодi x = Adf є

єдиним мiнiмальним по P -нормi розв’язком системи (1.42).

Для обчислення Дразiна оберненого розв’язку було розроблено багато рi-

зних методiв [177,215,216,264,286,296], зокрема, у комплексних чи дiйсному ви-

падку, розглядалися рiзнi пiдходи до побудови правила Крамера [159,247,248],

але всi будуються аналогiчно до (1.40) з використанням допомiжних матриць.

У пiдроздiлi 5.1 будуть побудованi правила Крамера для знаходження Дразi-

на оберненого розв’язку двостороннього кватернiонового матричного рiвняння,

використовуючи тiльки коефiцiєнтнi матрицi, а також отримано визначнико-

ве зображення розв’язку деяких кватернiонових сингулярних диференцiальних

матричних рiвнянь. У роботi [24], Кемпбел та iн. застосували узагальнену обер-

нену матрицю Дразiна до розв’язку деяких комплексних сингулярних диферен-

цiальних матричних рiвнянь. У пунктi 5.1.3, їх результати узагальнюються для

вiдповiдних кватернiонових сингулярних диференцiальних матричних рiвнянь

з дiйсною змiнною, а в пунктi 5.1.5 буде отримано визначникове зображення їх

розв’язку. Вступ до теорiї кватернiонових диференцiальних рiвнянь з дiйсною

змiнною розглядається, для зручностi, у пунктi 5.1.2.

Подiбним чином будуть отриманi правила Крамера для зваженого Мура-

Пенроуза оберненого розв’язку у пiдроздiлi 5.2 та зваженого Дразiна оберненого

розв’язку у пiдроздiлi 5.3.

У пiдроздiлi 5.4, використовуючи визначниковi зображення кватернiонової

серцевинної оберненої та її узагальнень, дослiджується деяка задача кватернiонно-

матричної мiнiмiзацiї. Вiдмiтимо, що побудований метод зберiгає свою новизну

i при розглядi вiдповiдних комплексних задач [185].
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1.3. Висновки до роздiлу 1

У пiдроздiлi 1 наведено необхiдний теоретичний матерiал про кватернiоно-

вi алгебри та гамiльтонову алгебру кватернiонiв, зокрема. Розглянуто всi пiд-

ходи та теоретичнi засади визначника матрицi з некомутючими елементами.

Показано, що оскiльки жоден з ранiше введених некомутативних визначникiв

не задовольняє властивiсть розкладу по будь-якому рядку чи стовпцю матри-

цi, то й означити алгебричне доповнення елемента матрицi, а звiдси отримати

визначникове зображення оберненої матрицi через аналог класичної приєдна-

ної матрицi засобом таких визначникiв неможливо. Зроблено огляд основних

властивостей стовпцевих i рядкових визначникiв кватернiонової квадратної ма-

трицi. Засобом апарату стовпцево-рядкових визначникiв одержано визначнико-

ве зображення оберненої матрицi через аналог класичної приєднаної матрицi, i

як наслiдок правило Крамера для лiвих i правих систем лiнiйних рiвнянь над

тiлом кватернiонiв. Теорiя стовпцево-рядкових кватернiонових визначникiв та

визначникове зображення оберненої матрицi, отримане в її рамках, були дослi-

дженi автором в дисертацiї на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук [303] та у роботах [104,305]

У пiдроздiлi також зроблено огляд результатiв дослiджень з теорiї власних

значень кватернiонових матриць. У пiдроздiлi 2 даються вiдомостi про теорiю

узагальнених обернених матриць над полем комплексних чисел та їх застосу-

вання у теорiї матричних рiвнянь.

Усi твердження, якi не належать автору, наведено iз зазначенням авторства

i вiдповiдного посилання на джерело.
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РОЗДIЛ 2

Матрицi Мура-Пенроуза i Дразiна та їх зваженi над тiлом

кватернiонiв

Узагальненою оберненою матрицею називають матрицю, яка в деякому сенсi

може служити оберненою для бiльш широкого класу матриць, анiж оборотнi.

Узагальнена оборотнiсть iснує для довiльної матрицi, i коли матриця є оборо-

тною, то її узагальнена обернена спiвпадає з її оберненою матрицею. У цьому

роздiлi вводяться поняття та дослiджуються основнi властивостi узагальнених

обернених матриць Мура-Пенроуза i Дразiна та їх зважених над тiлом ква-

тернiонiв, а також одержанi прямi методи їх побудови, а саме їх визначниковi

зображення, отриманi в рамках теорiї стовпцево-рядкових визначникiв.

2.1. Кватернiонова матриця Мура-Пенроуза та її визначниковi

зображення

2.1.1. Кватернiонова матриця Мура-Пенроуза. У цьому пунктi да-

мо означення кватернiонової узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза як

єдиного розв’язку рiвнянь Пенроуза.

Ключове значення для означення оберненої матрицi Мура-Пенроуза має Те-

орема 1.15 про сингулярний розклад матрицi. Рiвняння (1.25) можна записати

як

A = VΣW∗, (2.1)

де V = U−1
1 i W∗ = U−1

2 - унiтарнi кватернiоновi матрицi, а матриця

Σ =

Dr 0

0 0

 ∈ Hm×n.
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Маємо леми аналогiчнi до випадку комплексних матриць (див., напр. [75]).

Лема 2.1. Припустимо, що матриця A ∈ Hm×n має сингулярний розклад,

A = VΣW∗. Нехай A† := WΣ†V∗, де Σ† ∈ Hn×m одержується з Σ шляхом її

транспонування та замiни її додатних елементiв - оберненими. Тодi для A†

справедливими є наступнi умови

(1) AA†A = A, (2) A†AA† = A†,

(3)
(
AA†)∗ = AA†, (4)

(
A†A

)∗
= A†A. (2.2)

Доведення. Вiдмiтимо, що ΣΣ† =

Ir 0

0 0

 ∈ Hm×m. Це означає, що ΣΣ†Σ = Σ,

тодi AA†A = VΣW∗ ·WΣ†V∗ ·VΣW∗ = V ·ΣΣ†Σ ·W∗ = V ·Σ ·W∗ = A.

Умова (1) доведена. Аналогiчно доводиться умова (2).

За Теоремою 1.15,
(
ΣT
)∗

= Σ та
((

Σ†)T)∗ = Σ†. Звiдси випливає, що

(
AA†)∗ = (VΣW∗WΣ†V∗)∗ = (VΣIΣ†V∗)∗ = (V (Σ†)T ΣTV∗

)∗
=

=
(
V
(
Σ†)T W∗WΣTV∗

)∗
= VΣW∗WΣ†V∗ = AA†.

Отже умова (3) доведена. Умова (4) доводиться аналогiчно.

Лема 2.2. Iснує єдина матриця A†, що задовольняє умовам (1)-(4) в (2.2).

Доведення. Припустимо, що обидвi матрицi B ∈ Hn×m i C ∈ Hn×m задовольняє

умовам (1)-(4) Леми 2.1. Тодi, маємо

B = BAB = B (AB)∗ = BB∗A∗ = BB∗ (ACA)∗ = BB∗A∗C∗A∗

= B (AB)∗ (AC)∗ = BABAC = BAC = BACAC = (BA)∗ (CA)∗C

= A∗B∗A∗C∗C = (ABA)∗C∗C = A∗C∗C = (CA)∗C = CAC = C.

Очевидно, що умови (2.2) спiвпадають з умовами Пенроуза в Означеннi 1.17

узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза. З цього випливає її означення

для кватернiонової матрицi отримане на основi сингулярного розкладу матрицi.



99

Означення 2.1. Нехай A ∈ Hm×n. Матриця A† називається її узагальненою

оберненою матрицею Мура-Пенроуза, якщо вона задовольняє умови (2.2).

Аналогiчно до комплексного випадку [175], маємо теорему про граничне зо-

браження матрицi Мура-Пенроуза.

Теорема 2.1. Якщо A ∈ Hm×n i A† - її узагальнена обернена Мура-Пенроуза,

тодi

A† = lim
λ→0

A∗ (AA∗ + λI)−1 = lim
λ→0

(A∗A+ λI)−1A∗,

де λ ∈ R+.

Доведення. Припустимо, що A = VΣW∗, тодi A∗ = WΣ∗V∗ i A† = WΣ†V∗.

Оскiльки, V - унiтарна, то V∗ = V−1. Маємо

A∗ (AA∗ + λI)−1 = WΣV∗ · (VΣ ·W∗W ·ΣV∗ + λI)−1 =

= WΣV∗ · (V (ΣΣ∗ + λI)V∗)−1 = WΣ (ΣΣ∗ + λI)−1V∗.

Розглянемо матрицю

Σ (ΣΣ∗ + λI)−1 =



λ1

λ2
1+λ

. . . 0

. . . . . . . . . 0

0 . . . λr

λ2
r+λ

...
... . . .

0 0


.

Очевидно, що lim
λ→0

Σ (ΣΣ∗ + λI)−1 = Σ†. Звiдси випливає, що

lim
λ→0

A∗ (AA∗ + λI)−1 = lim
λ→0

WΣ (ΣΣ∗ + λI)−1V∗ = A†.

Подiбним чином можна довести, що A† = lim
λ→0

(A∗A+ λI)−1A∗.

З теореми очевидно випливає

Наслiдок 2.1. Якщо A ∈ Hm×n, тодi наступнi твердження є справедливими.

i) Якщо rankA = n, тодi A† = (A∗A)−1A∗ .

ii) Якщо rankA = m, then A† = A∗ (AA∗)−1 .

iii) Якщо rankA = n = m, тодi A† = A−1 .
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2.1.2. Визначниковi зображення кватернiонової матрицi Мура-Пен-

роуза. У цьому пунктi дамо визначниковi зображення кватернiонової узагаль-

неної оберненої матрицi Мура-Пенроуза.

Розглянемо допомiжнi леми про ранги матриць.

Лема 2.3. Якщо A ∈ Hm×n
r , тодi rank (A∗A). i

(
a∗.j
)
≤ r, де (A∗A). i

(
a∗.j
)

–

матриця, яку одержимо з A∗A замiнивши її i-й стовпець j-м стовпцем ма-

трицi A∗.

Доведення. Проведемо елементарнi перетворення матрицi (A∗A). i
(
a∗.j
)

домно-

жуючи її справа на елементарнi унiмодулярнi матрицi Pi k (−ajk), k ̸= j. Матри-

ця елементарних перетворень, P i k

(
−ajk

)
, має (i, k)-м елементом −aj k, одиницi

на головнiй дiагоналi, а iншi елементи є нулями. Домножуючи довiльну матри-

цю справа на матрицю P i k

(
−ajk

)
, коли k ̸= j, одержимо додавання до її k-го

стовпця i-й стовпець домножений справа на −ajk. Таким чином, маємо

(A∗A). i
(
a∗. j
)
·
∏
k ̸=i

Pi k (−aj k) =


∑
k ̸=j

a∗1kak1 . . . a∗1j . . .
∑
k ̸=j

a∗1kakn

. . . . . . . . . . . . . . .∑
k ̸=j

a∗nkak1 . . . a∗nj . . .
∑
k ̸=j

a∗nkakn


i−ий

.

Ця матриця має наступну факторизацiю,
∑
k ̸=j

a∗1kak1 . . . a∗1j . . .
∑
k ̸=j

a∗1kakn

. . . . . . . . . . . . . . .∑
k ̸=j

a∗nkak1 . . . a∗nj . . .
∑
k ̸=j

a∗nkakn


i−ий

=

=


a∗11 a∗12 . . . a∗1m

a∗21 a∗22 . . . a∗2m

. . . . . . . . . . . .

a∗n1 a∗n2 . . . a∗nm





a11 . . . 0 . . . an1

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

am1 . . . 0 . . . amn


i−ий

j − ий.
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Позначимо

Ã :=



a11 . . . 0 . . . an1

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

am1 . . . 0 . . . amn


i−ий

j − ий.

Матриця Ã отримується з матрицi A замiною всiх елементiв її j-го рядка

та i-го стовпця нулями за виключенням (j, i)-го елемента, котрий дорiвнює 1.

Оскiльки, елементарнi перетворення матрицi не змiнюють її ранг, а ранг матри-

чного добутку не перевищує рангу кожного множника, то rank (A∗A). i
(
a∗.j
)
≤

min
{
rankA∗, rank Ã

}
. Очевидно, що rank Ã ≥ rankA = rankA∗. Тодi за За-

уваженням 1.8, маємо rankA∗A = rankA, що й доводить лему.

Аналогiчно доводиться наступна лема.

Лема 2.4. Якщо A ∈ Hm×n
r , тодi rank (AA∗)i .

(
a∗j.
)
≤ r.

До позначень, якi були введенi у пiдроздiлi 1.2.1 додамо наступнi. Через

Aα
β позначимо пiдматрицю матрицi A з рядками iндексованими множиною α

i стовпцями, якi iндексуються множиною β. Тодi Aα
α - її головна пiдматриця,

рядки i стовпцi якої iндексуються множиною α. Якщо A ∈ M(n,H) - ермiтова,

тодi |A|αα - її вiдповiдний головний мiнор.

Лема 2.5. Якщо A ∈ Hm×n i t ∈ R, тодi

cdeti (tI+A∗A).i
(
a∗.j
)
= c

(ij)
1 tn−1 + c

(ij)
2 tn−2 + · · ·+ c(ij)n , (2.3)

де c(ij)n = cdeti (A
∗A). i

(
a∗. j
)

i c(ij)k =
∑

β∈Jk, n{i}
cdeti

(
(A∗A). i

(
a∗. j
))β

β
для всiх k =

1, . . . , n− 1, i = 1, . . . , n та j = 1, . . . ,m.

Доведення. Позначимо через b. i - i-ий стовпець ермiтової матрицi A∗A =:

(bij)n×n. Розглянемо ермiтову матрицю (tI+A∗A).i (b.i) ∈ Hn×n. Ця матриця

вiдрiзняється вiд матрицi (tI+A∗A) елементом bii. Беручи до уваги Теорему
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1.17, одержимо

det (tI+A∗A).i (b.i) = d1t
n−1 + d2t

n−2 + · · ·+ dn, (2.4)

де dk =
∑

β∈Jk,n{i}
|A∗A|ββ сума всiх головних мiнорiв порядку k, що мiстять еле-

менти i-го стовпця i dn = det (A∗A). Очевидно, що

b.i =



∑
l

a∗1lali∑
l

a∗2lali

...∑
l

a∗nlali


=
∑
l

a∗. lali,

де a∗.l – l-й вектор-стовпець матрицi A∗ для всiх l = 1, . . . ,m. Беручи до уваги

Теореми 1.3 i Леми 1.3 та 1.6, з одного боку одержимо

det (tI+A∗A). i (b. i) = cdeti (tI+A∗A). i (b. i) =

=
∑
l

cdeti (tI+A∗A). l (a
∗
. lali) =

∑
l

cdeti (tI+A∗A). i (a
∗
. l) ·ali (2.5)

З iншого боку, змiнивши порядок пiдсумовування,

dk =
∑

β∈Jk,n{i}

det (A∗A)ββ =
∑

β∈Jk, n{i}

cdeti (A
∗A)ββ =

∑
β∈Jk, n{i}

∑
l

cdeti ((A
∗A). i (a

∗
. lal i))

β
β =

∑
l

∑
β∈Jk, n{i}

cdeti ((A
∗A). i (a

∗
. l))

β
β · al i.

(2.6)

Пiдставивши (2.5) та (2.6) в (2.4), та прирiвнявши коефiцiєнти при al i коли

l = j, одержимо рiвнiсть (2.3).

Наступна лема доводиться аналогiчно.

Лема 2.6. Якщо A ∈ Hm×n i t ∈ R, тодi

rdetj(tI+AA∗)j.(a
∗
i.) = r

(ij)
1 tn−1 + r

(ij)
2 tn−2 + · · ·+ r(ij)n ,

де r(ij)n = rdetj(AA∗)j.(a
∗
i.) i r(ij)k =

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj ((AA∗)j.(a
∗
i.))

α
α для всiх k =

1, . . . , n− 1, i = 1, . . . , n та j = 1, . . . ,m.
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Опираючись на розглянутi вище допомiжнi леми маємо основну теорему.

Теорема 2.2. Якщо A ∈ Hm×n
r , тодi узагальнена обернена матрицi Мура-

Пенроуза A† =
(
a†ij

)
∈ Hn×m має визначниковi зображення

a†ij =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti
(
(A∗A) . i

(
a∗.j
))β

β∑
β∈Jr,n

|A∗A|ββ
, (2.7)

a†ij =

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj ((AA∗)j.(a
∗
i .))

α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

. (2.8)

Доведення. Спочатку доведемо формулу визначникового зображення (2.7). За

Теоремою 2.1, маємо A† = lim
λ→0

(λI+A∗A)−1A∗. Матриця (λI+A∗A) ∈ Hn×n

є ермiтовою матрицею повного рангу. За Теоремою 1.4 вона має обернену, яку

ми подамо як лiву обернену матрицю

(λI+A∗A)−1 =
1

det (λI+A∗A)


L11 L21 . . . Ln1

L12 L22 . . . Ln2

. . . . . . . . . . . .

L1n L2n . . . Lnn

 ,

де Lij - лiве ij-те алгебричне доповнення матрицi λI+A∗A. Тодi,

(λI+A∗A)−1A∗ =

=
1

det (λI+A∗A)



n∑
k=1

Lk1a
∗
k1

n∑
k=1

Lk1a
∗
k2 . . .

n∑
k=1

Lk1a
∗
km

n∑
k=1

Lk2a
∗
k1

n∑
k=1

Lk2a
∗
k2 . . .

n∑
k=1

Lk2a
∗
km

. . . . . . . . . . . .
n∑

k=1

Lkna
∗
k1

n∑
k=1

Lkna
∗
k2 . . .

n∑
k=1

Lkna
∗
km


.

Використовуючи означення лiвого алгебричного доповнення, отримаємо

A† = lim
λ→0


cdet1(λI+A∗A).1(a

∗
.1)

det(λI+A∗A) . . .
cdet1(λI+A∗A).1(a

∗
.m)

det(λI+A∗A)

. . . . . . . . .
cdetn(λI+A∗A).n(a

∗
.1)

det(λI+A∗A) . . .
cdetn(λI+A∗A).n(a

∗
.m)

det(λI+A∗A)

 (2.9)
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За Теоремою 1.17, det (λI+A∗A) = λn + d1λ
n−1 + d2λ

n−2 + . . . + dn, де dk =∑
β∈Jk,n

|A∗A|ββ – сума головних мiнорiв матрицi A∗A порядку k для всiх k =

1, . . . , n− 1 i dn = detA∗A. Оскiльки rankA∗A = rankA = r i dn = dn−1 =

. . . = dr+1 = 0, то det (λI+A∗A) = λn + d1λ
n−1 + d2λ

n−2 + . . .+ drλ
n−r.

Аналогiчно, використовуючи рiвняння (2.3), одержимо

cdeti (λI+A∗A).i
(
a∗.j
)
= c

(ij)
1 λn−1 + c

(ij)
2 λn−2 + . . .+ c(ij)n ,

де c
(ij)
k =

∑
β∈Jk, n{i}

cdeti
(
(A∗A). i

(
a∗.j
))β

β
для всiх k = 1, . . . , n− 1 та c

(ij)
n =

cdeti (A
∗A).i

(
a∗.j
)
, для всiх i = 1, . . . , n та j = 1, . . . ,m.

Доведемо, що c(ij)k = 0 коли k ≥ r + 1 для всiх i = 1, . . . , n та j = 1, . . . ,m.

За Лемою 2.3 rank (A∗A). i
(
a∗.j
)
≤ r, тодi матриця (A∗A). i

(
a∗.j
)

має не бiльше

r право-лiнiйно незалежних стовпцiв.

Розглянемо
(
(A∗A). i

(
a∗.j
))β

β
, коли β ∈ Jk,n{i}, – головну пiдматрицю ма-

трицi (A∗A). i
(
a∗.j
)

порядку k ≥ r + 1. Видаливши її i-тий рядок та стовпець,

одержимо головну пiдматрицю матрицi порядку k−1 матрицi A∗A. Позначимо

її через M. Можливi наступнi випадки.

1. Якщо k = r + 1 i detM ̸= 0. В цьому випадку всi стовпцi матрицi M

право-лiнiйно незалежними. Доповнення всiх їх по однiй координатi до стов-

пцiв матрицi
(
(A∗A). i

(
a∗.j
))β

β
збереже їх праву лiнiйну незалежнiсть. Отже,

вони є базисними для матрицi
(
(A∗A). i

(
a∗.j
))β

β
i i-й стовпець є правою лiнiй-

ною комбiнацiєю її базисних стовпцiв. За Лемою 1.11, з цього випливає, що

cdeti
(
(A∗A). i

(
a∗.j
))β

β
= 0, коли β ∈ Jk,n{i} i k ≥ r + 1.

2. Якщо k = r + 1 i detM = 0, тодi p, (p < k), стовпцiв є базисними для

матрицi M i для матрицi
(
(A∗A). i

(
a∗.j
)) β

β. Тодi за Теоремою 1.6 i Лемою 1.11,

одержимо cdeti
(
(A∗A). i

(
a∗.j
))β

β
= 0.

3. Якщо k > r+1, тодi з Теореми 1.5 випливає, що detM = 0 i p, (p < k−1),

стовпцiв є базисними в обох матрицях, M i
(
(A∗A). i

(
a∗.j
))β

β
. Тодi за Теоремою

1.6 i Лемою 1.11, одержимо, що

cdeti
(
(A∗A). i

(
a∗.j
))β

β
= 0.
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Таким чином у всiх випадках ми маємо, що cdeti
(
(A∗A). i

(
a∗.j
))β

β
= 0, коли

β ∈ Jk,n{i} i r + 1 ≤ k < n. Звiдси, якщо r + 1 ≤ k < n, тодi

c
(ij)
k =

∑
β∈Jk, n{i}

cdeti
(
(A∗A) . i

(
a∗.j
))β

β
= 0, c(ij)n = cdeti (A

∗A). i
(
a∗.j
)
= 0

для всiх i = 1, . . . , n та j = 1, . . . ,m. Отже,

cdeti (λI+A∗A). i
(
a∗. j
)
= c

(ij)
1 λn−1 + c

(ij)
2 λn−2 + . . .+ c(ij)r λn−r.

Пiдставивши цi значення в матрицю з (2.9), одержимо

A† =lim
λ→0


c
(11)
1 λn−1+...+c

(11)
r λn−r

λn+d1λn−1+...+drλn−r . . . c
(1m)
1 λn−1+...+c

(1m)
r λn−r

λn+d1λn−1+...+drλn−r

. . . . . . . . .

c
(n1)
1 λn−1+...+c

(n1)
r λn−r

λn+d1λn−1+...+drλn−r . . . c
(nm)
1 λn−1+...+c

(nm)
r λn−r

λn+d1λn−1+...+drαn−r

 =


c
(11)
r

dr
. . . c

(1m)
r

dr

. . . . . . . . .

c
(n1)
r

dr
. . . c

(nm)
r

dr

 .
Тут c(ij)r =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti
(
(A∗A). i

(
a∗.j
))β

β
i dr =

∑
β∈Jr, n

|A∗A|ββ. Таким чином, отри-

мали визначникове зображення A† за формулою (2.7).

Аналогiчно, використавши Леми 2.4 i 2.6 та Теореми2.1 i 1.17, можна довести

визначникове зображення (2.8).

Зауваження 2.1. Визначникове зображення (2.7) доведено опираючись на Те-

ореми 2.1 про граничне зображення узагальненої оберненої матрицi A† та

1.17 – про характеристичний многочлен, Леми про аналог характеристично-

го многочлена 2.5 та 2.3 – про ранг матрицi, аналогiчно маємо для визначни-

кового зображення (2.8). Таким чином розглянутi Леми та Теореми сформу-

вали метод побудови визначникового зображення узагальненої оберненої ма-

трицi Мура-Пенроуза, який назвемо гранично-ранговим. Для окремих випадкiв

знаходження визначникового зображення iнших узагальнених обернених ма-

триць будуть використовуватися аналогiчнi методи.

Зауваження 2.2. Якщо rankA = n, тодi за Наслiдком 2.1, A† = (A∗A)−1A∗.

Розглядаючи (A∗A)−1 як лiву обернену, одержимо

A† =
1

det(A∗A)


cdet1(A

∗A). 1 (a
∗
. 1) . . . cdet1(A

∗A). 1 (a
∗
.m)

. . . . . . . . .

cdetn(A
∗A).n (a

∗
. 1) . . . cdetn(A

∗A). n (a
∗
.m).

 (2.10)
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Якщо m > n, тодi за Теоремою 2.2 для A† маємо(2.8) так само.

Якщо rankA = m, тодi за Наслiдком 2.1, A† = A∗ (AA∗)−1. Розглядаючи

(AA∗)−1 як праву обернену, маємо

A† =
1

det(AA∗)


rdet1(AA∗)1. (a

∗
1.) . . . rdetm(AA∗)m. (a

∗
1.)

. . . . . . . . .

rdet1(AA∗)1. (a
∗
n.) . . . rdetm(AA∗)m. (a

∗
n .)

 . (2.11)

Якщо m < n, тодi за Теоремою 2.2 для A† маємо (2.7).

Щоб унiфiкувати цi два повноранговi випадки, для довiльної повнорангової

матрицi A ∈ Hm×n
r , вектор-рядка b ∈ H1×m, та вектор-стовпця c ∈ Hn×1,

покладемо

– коли r = m

rdeti ((AA∗)i. (b)) =
∑

α∈Im,m{i}

rdeti ((AA∗)i. (b))
α
α,

det (AA∗) =
∑

α∈Im,m

|AA∗|αα, i = 1, . . . ,m;

– коли r = n

cdetj

(
(A∗A).j (c)

)
=

∑
β∈Jn,n{j}

cdetj

(
(A∗A).j (c)

)β
β
,

det (A∗A) =
∑

β∈Jn,n

|A∗A|ββ, j = 1, . . . , n.

2.1.3. Визначниковi зображення матрицi Мура-Пенроуза для де-

яких особливих матриць. В цьому пунктi розглянемо визначникове зобра-

ження матрицi Мура-Пенроуза для ермiтово-спряженої, η-ермiтово-спряженої

та проективних матриць для довiльної A ∈ Hm×n.

Спочатку вiдмiтимо, що (A∗)† = (A†)∗. Через символьну еквiвалентнiсть,

будемо також використовувати позначення A†,∗ := (A∗)†. За Лемою 1.9, оче-

видно, випливає наступна лемма про визначникове зображення для ермiтово-

спряженої матрицi.
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Лема 2.7. Нехай A ∈ Hm×n
r . Тодi для її ермiтово-спряженої A∗ ∈ Hn×m

r

визначниковими зображеннями її матрицi Мура-Пенроуза (A∗)† =
(
(a∗ij)

†) є

(a∗ij)
† =(aji)† =

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (ai .)

)α
α∑

α∈Ir,n
|A∗A|αα

(2.12)

=

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti ((AA∗).i(a.j))
β
β∑

β∈Jr,m
|AA∗|ββ

. (2.13)

Лема 2.8. Якщо A ∈ Hm×n
r , то для проективної матрицi A†A =: QA =

(qij)n×n маємо наступнi визначниковi зображення

qij =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (ȧ.j))

β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

= (2.14)

=

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (ȧi.)

)α
α∑

α∈Ir,n
|A∗A|αα

, (2.15)

де ȧ.j – j-й стовпець i ȧi.-й рядок матрицi A∗A ∈ Hn×n.

Доведення. Використовуючи (2.7) для визначникового зображення A† =
(
a†ij

)
i домноживши її справа на A, одержимо

qij =
m∑
k=1

a†ik · akj =
∑
k

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti ((A
∗A). i (a

∗
. k))

β
β∑

β∈Jr, n
|A∗A|ββ

· akj =

=

∑
β∈Jr, n{i}

∑
k

cdeti ((A
∗A). i (a

∗
.k))

β
β · akj∑

β∈Jr, n
|A∗A|ββ

Звiдси, в силу того, що
∑
k

a∗.j · akj = ȧ.j, випливає (2.14).

Оскiльки, проективна матриця A†A =: QA = (qij) - ермiтова, то qij = qji

для всiх i ̸= j. Звiдси, в силу того, що
∑

β∈Jr, n
|A∗A|ββ =

∑
α∈Ir, n

|A∗A|αα та

cdetj

(
(A∗A).j (ȧ.i)

)
= rdetj

(
(A∗A)j. (ȧi.)

)
,
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слiдує (2.15).

За аналогiєю можна довести наступну лему.

Лема 2.9. Якщо A ∈ Hm×n
r , то для проектора AA† =: PA = (pij)m×m маємо

pij =

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj((AA∗)j.(äi.))
α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

= (2.16)

=

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti((AA∗). i(ä.j))
β
β∑

β∈Jr,m
|AA∗|ββ

, (2.17)

де äi.-й рядок i ä.j – j-й стовпець матрицi AA∗ ∈ Hm×m.

Якщо матриця A ∈ Hn×n
r – ермiтова, то, очевидно, що

QA = A†A = A∗,†A∗ = (AA†)∗ = AA† = PA.

У цьому випадку для проективної матрицi QA = PA, очевидно, є справедливим

Наслiдок 2.2. Якщо матриця A ∈ Hn×n
r – ермiтова, то для проективної

матрицi A†A = (qij)n×n маємо наступнi визначниковi зображення

qij = pij =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

((
A2
)
.i

(
a
(2)
.j

))β
β∑

β∈Jr,n
|A2|ββ

= (2.18)

=

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

((
A2
)
j.

(
a
(2)
i.

))α
α∑

α∈Ir,n
|A2|αα

, (2.19)

де a
(2)
.j – j-й стовпець i a(2)i. -й рядок матрицi A2.

Вiдмiтимо, що PA є ортогональним проектором на правий стовпцевий про-

стiр Cr(A), а QA – на правий стовпцевий простiр Cr(A∗). Надалi також будуть

використовуватися ортогональнi проектори LA = In −A†A = In −QA на пра-

вий нуль-простiр Nr(A) та RA = Im −AA† = Im −PA на правий нуль-простiр

Nr(A
∗).
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Зауваження 2.3. Для довiльної A ∈ Cn×n, за означенням, класичною при-

єднаною матрицею є матриця така, що виконується умова Adj [A] · A =

A · Adj [A] = detA · I.

Нехай A ∈ Hm×n. Якщо rankA = n, тодi за Наслiдком 2.1, маємо A†A =

In. За формулою (2.10)б A† = L
det(A∗A), де L =

[
cdeti

(
(A∗A). i

(
a∗.j
))]

n×m
, тодi

LA = det (A∗A) · In. Це означає, що матриця L =: Adj L[A] - лiва класична

приєднана матриця для матрицi A ∈ Hm×n, тобто

Adj L[A] =
[
cdeti

(
(A∗A). i

(
a∗.j
))]

n×m
.

Якщо rankA = m, тодi, аналогiчно, за Наслiдком 2.1, правою класичною

приєднаною матрицею для A ∈ Hm×n покладемо,

Adj R[A] := [rdetj ((AA∗)j.(a
∗
i.)) ]m×n .

Оскiльки в цьому випадку, A · Adj R[A] = det(AA∗) · I.

Якщо rankA = r < min{m,n}, тодi аналогом лiвої класичної приєднаної

матрицi для A ∈ Hm×n, використовуючи визначникове зображення (2.7), ма-

ємо

Adj L[A] :=

 ∑
α∈Jr, n{i}

cdeti
(
(A∗A). i

(
a∗. j
))α

α


n×m

.

Оскiльки, власнi значення проективної матрицi є тiльки 1 and 0, тодi iснує

така унiтарна матриця U ∈ Hn×n, що

AdjL[A] ·A =

 ∑
α∈Jr, n{i}

cdeti
(
(A∗A). i

(
a∗. j
))α

α

 ·A =
∑
α∈Ir, n

|(A∗A)|αα ·QA =

=
∑
α∈Ir, n

|A∗A|αα ·Udiag [1, . . . , 1, 0, . . . , 0]U∗.

Якщо rankA = r < min {m,n}, тодi аналогом правої класичної приєдна-

ної матрицi для A ∈ Hm×n, використовуючи визначникове зображення (2.8),

одержимо

Adj R[A] :=

 ∑
α∈Ir,m{j}

rdetj ((AA∗)j. (a
∗
i.))

α
α


n×m

.
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Аналогiчно попередньому, iснує така унiтарна матриця V ∈ Hm×m, що

A · Adj R[A] =A ·

 ∑
α∈Ir,m{j}

rdetj ((AA∗)j. (a
∗
i.))

α
α

 =
∑

α∈Jr,m

|AA∗|αα ·PA =

=
∑

α∈Jr,m

|AA∗|αα ·V diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0)V∗.

Останнiм часом важливi застосування, зокрема, у лiнiйному моделюваннi

та аналiзi конвергенцiї, у статистичнiй обробцi сигналiв (див. напр. [240, 242]),

знаходять η-ермiтовi матрицi.

Нехай η ∈ {i, j,k} i покладемо, Aη = −ηAη i Aη∗ = −ηA∗η. Оскiльки для

довiльних матриць A ∈ Hm×n, B ∈ Hm×n i D ∈ Hn×q, маємо

1. (A+B)η∗ = −η (A∗η +B∗η)∗ η = Aη∗ +Bη∗,

2. (AD)η∗ = −ηD∗η(−η)A∗η = Dη∗Aη∗,

3. (Aη∗)η∗ = −η (Aη∗)∗ η = −η (−ηA∗η)∗ η = A.

Отже, матричне вiдображення A 7→ Aη∗ є iнволюцiєю.

Означення 2.2. [76, 242, 279] Матриця A ∈ Hn×n називається η-ермiтовою

та η-косо-ермiтовою, якщо A = Aη∗ = −ηA∗η та A = −Aη∗ = ηA∗η, вiдпо-

вiдно, де η ∈ {i, j,k}.

Зауваження 2.4. Оскiльки для довiльної кватернiонової одиницi ηl ∈ {i, j,k},

де l = 1, 2, 3, та q = a0 + a1η1 + a2η2 + a3η3,

qη1 :=− η1qη1 = a0 + a1η1 − a2η2 − a3η3,

q−η1 :=η1qη1 = −a0 − a1η1 + a2η2 + a3η3,

тодi елементи головної дiагоналi η1-ермiтової матрицi A = Aη1∗ =
(
aη1∗ij

)
ви-

ражаються як aη1∗ii = a0+a2η2+a3η3, а пара елементiв симетричних вiдносно

головної дiагоналi є такою

aη1∗ij = a0 + a1η1 + a2η2 + a3η3,

aη1∗ji = a0 − a1η1 + a2η2 + a3η3.
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Аналогiчно, елементи головної дiагоналi η1-косо-ермiтової матрицi A = −Aη1∗ =(
a−η1∗
ij

)
є a−η1∗

ii = a1η1, а пара елементiв симетричних вiдносно головної дiаго-

налi може бути виражена як

a−η1∗
ij = a0 + a1η1 + a2η2 + a3η3,

a−η1∗
ji = −a0 + a1η1 − a2η2 − a3η3.

де al ∈ R для всiх l = 0, . . . , 3.

З Означень 1.6 та 1.7 для довiльної матрицi A ∈ Hn×n випливає, що

rdetiA
η =rdeti (−ηAη) = −η(rdetiA)η, (2.20)

cdetiA
η =cdeti (−ηAη) = −η(cdetiA)η, (2.21)

rdeti (−Aη) =rdeti (ηAη) = (−1)n−1η(rdetiA)η, (2.22)

cdeti (−Aη) =cdeti (ηAη) = (−1)n−1η(cdetiA)η (2.23)

для всiх i = 1, . . . , n. Звiдси, за Лемою 1.9, слiдує

Лема 2.10. Нехай A ∈ Hn×n. Тодi

rdetiA
η∗ = −η(cdetiA)η, cdetiA

η∗ = −η(rdetiA)η,

rdeti (−Aη∗) = (−1)n−1η(cdetiA)η, cdeti (−Aη∗) = (−1)n−1η(rdetiA)η,

для всiх i = 1, . . . , n

Лемма 2.10 дає наступнi властивостi η-ермiтової та η-косо-ермiтової матриць.

Лема 2.11. Якщо матриця A ∈ Hn×n є η-ермiтовою, тодi

rdetiA = −η(cdetiA)η, cdetiA = −η(rdetiA)η.

Якщо матриця A ∈ Hn×n є η-косо-ермiтовою, тодi

rdetiA = (−1)n−1η(cdetiA)η, cdetiA = (−1)n−1η(rdetiA)η

для всiх i = 1, . . . , n.
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Лема 2.12. Якщо A ∈ Hm×n
r , тодi матриця Мура-Пенроуза (Aη)† =

(
aη†ij

)
∈

Hn×m має наступнi визначниковi зображення,

aη†ij =− η

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti
(
(A∗A).i

(
a∗.j
))β

β∑
β∈Jr,n

|A∗A|ββ
η = (2.24)

=− η

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj ((AA∗)j.(a
∗
i.))

α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

η. (2.25)

Доведення. Спочатку зауважимо, що rankA = rankAη. Дiйсно, оскiльки ма-

триця ((Aη)∗Aη) є ермiтовою, то за формулою (2.21) маємо

det ((Aη)∗Aη) = det (−ηA∗η(−η)Aη) = det (−ηA∗Aη)

= cdeti (−ηA∗Aη) = −ηcdeti (A∗A) η = −η det (A∗A) η

= det (A∗A) . (2.26)

Отже, (визначниковi) ранги матриць ((Aη)∗Aη) та (A∗A) є одинаковими. Звiд-

си, застосовуючи формули (2.7), (2.21), та (2.26) до матрицi Мура-Пенроуза

(Aη)†, одержимо

aη†ij =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti
(
(Aη∗Aη).i

(
aη∗.j
))β

β∑
β∈Jr,n

|Aη∗Aη∗|ββ

=

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti
(
(−ηA∗Aη).i

(
−η(a∗.j)η

))β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

=− η

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti
(
(A∗A).i

(
a∗.j
))β

β∑
β∈Jr,n

|A∗A|ββ
η,

Отже, ми довели (2.24). Визначникове зображення (2.25) може бути доведене

подiбним чином.
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Лема 2.13. Нехай A ∈ Hn×n
r , Aη∗ =

(
(aη∗ij )

)
∈ Hn×m є її η-ермiтово-спряжена

матриця, та −Aη∗ =
(
(a−η∗

ij )†
)
∈ Hn×m – її η-косо-ермiтово-спряжена матри-

ця. Тодi визначниковi зображення їх узагальнених обернених матриць Мура-

Пенроуза, вiдповiдно, (Aη∗)† =
(
(aη∗ij )

†) ∈ Hm×n та (−Aη∗)† =
(
(a−η∗

ij )†
)

є на-

ступними

(aη∗ij )
† = −η(aji)†η = −η

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (ai .)

)α
α∑

β∈Ir,n
|A∗A|αα

η (2.27)

= −η

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti ((AA∗).i(a.j))
β
β∑

β∈Jr,m
|AA∗|ββ

η, (2.28)

(a−η∗
ij )† = η(aji)†η = η

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (ai .)

)α
α∑

β∈Ir,n
|A∗A|αα

η =

= η

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti ((AA∗).i(a.j))
β
β∑

β∈Jr,m
|AA∗|ββ

η.

Доведення. Доведення безпосередньо випливає з Лем 2.10 та 1.9.

2.1.4. Визначниковi зображення матрицi Мура-Пенроуза для ком-

плексних матриць. Якщо A ∈ Cm×n є комплексною матрицею, то до її

узагальненої оберненої Мура-Пенроуза A†, проективних матриць QA та PA,

застосувавши визначниковi зображення (2.7)-(2.8), (2.14)-(2.15) та (2.16)-(2.17)

вiдповiдно, та враховуючи те, що всi стовпцевi та рядковi визначники матрицi

з комутуючими елементами рiвнi мiж собою, одержимо,

a†ij =

∑
β∈Jr, n{i}

∣∣(A∗A) . i
(
a∗.j
)∣∣β

β∑
β∈Jr, n

|A∗A|ββ
= (2.29)

=

∑
α∈Ir,m{j}

∣∣∣(AA∗) j . (a
∗
i.)
∣∣∣α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

(2.30)
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для всiх i = 1, . . . , n та j = 1, . . . ,m;

qij =

∑
β∈Jr,n{i}

|(A∗A).i (ȧ.j)|
β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

= (2.31)

=

∑
α∈Ir,n{j}

∣∣∣(A∗A)j. (ȧi.)
∣∣∣α
α∑

α∈Ir,n
|A∗A|αα

, (2.32)

де ȧ.j – j-й стовпець i ȧi.-й рядок матрицi A∗A ∈ Cn×n для всiх i, j = 1, . . . , n;

pij =

∑
α∈Ir,m{j}

|(AA∗)j.(äi.)|αα∑
α∈Ir,m

|AA∗|αα
= (2.33)

=

∑
β∈Jr,m{i}

|(AA∗). i(ä.j)|ββ∑
β∈Jr,m

|AA∗|ββ
, (2.34)

де äi.-й рядок i ä.j – j-й стовпець матрицi AA∗ ∈ Cm×m для всiх i, j = 1, . . . ,m.

Порiвнюючи отриманi визначниковi зображення матрицi Мура-Пенроуза для

комплексних матриць з визначниковим зображення (1.26) не важко вiдмiтити

їх простiшу конструкцiю та бiльшу аплiкабельнiсть. Новизна i актуальнiсть

отриманих визначникових зображень комплексної матрицi Мура-Пенроуза пiд-

тверджується публiкацiями [101,110,304].

2.1.5. Приклад знаходження узагальненої оберненої матрицi Мура–

Пенроуза. Розглянемо матрицю

A =


i −k j 1

2i j 1 k

−1 j k i

 .
Оскiльки,

A∗ =


−i −2i −1

k −j −j

−j 1 −k

1 −k −i

 ,AA∗ =


4 2− i+ j− k −4i

2 + i− j+ k 7 1− 2i− j− k

4i 1 + 2i+ j+ k 4

 ,
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i detAA∗ = rdet1AA∗ = 0,

det (AA∗)33 =rdet1

 4 2− i+ j− k

2 + i− j+ k 7

 =

=4 · 7− (2− i+ j− k) · (2 + i− j+ k) = 21 ̸= 0,

тодi за Зауваженням 1.8, rank A = 2. Подамо A† за формулою (2.8).

∑
α∈I2, 3

|AA∗|αα =det

 4 2− i+ j− k

2 + i− j+ k 7

+

+det

 7 1− 2i− j− k

1 + 2i+ j+ k 4

+ det

 4 −4i

4i 4

 = 42.

Будемо обчислювати rij =
∑

α∈I2,3{j}
rdetj ((AA∗)j .(a

∗
i.))

α
α для всiх i = 1, . . . , 4

та j = 1, . . . , 3. Щоб знайти r11, розглянемо матрицю

(AA∗)1 .(a
∗
1.) =


−i −2i −1

2 + i− j+ k 7 1− 2i− j− k

4i 1 + 2i+ j+ k 4

 .
Тодi, маємо

r11 =rdet1

 −i −2i

2 + i− j+ k 7

+ rdet1

−i −1

4i 4

 =

=− 7i+ 2i · (2 + i− j+ k)− 4i+ 4i = −2− 3i− 2j− 2k.

Продовжуючи аналогiчно, одержимо

A† =
1

42


−2− 3i− 2j− 2k 2− 12i+ 2j+ 2k −3 + 2i+ 2j− 2k

1 + i+ 2j+ 6k −2 + 2i− 6j− 4k 1− i− 6j+ 2k

−2− i− 6j− k 6− 2i+ 4j+ 2k −1 + 2i+ j− 6k

6 + i+ j+ 2k −4 + 2i− 2j− 6k 1− 6i− 2j+ k

 .
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2.2. Кватернiонова зважена матриця Мура-Пенроуза та її ви-

значниковi зображення

2.2.1. Зважений сингулярний розклад кватернiонової матрицi. По-

значимо A♯ = N−1A∗M. Доведемо теорему про ЗСР кватернiонових матриць.

Теорема 2.3. Нехай A ∈ Hm×n
r , та M i N додатноозначенi матрицi порядку

m i n, вiдповiдно. Тодi iснують матрицi U ∈ Hm×m, V ∈ Hn×n, що задоволь-

няють умови U∗MU = Im i V∗N−1V = In, i такi, що

A = UDV∗, (2.35)

де D =

 Σ 0

0 0

, Σ = diag(σ1, σ2, ..., σr), σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σr > 0 i σ2i -

ненульовi власнi значення матриць A♯A чи AA♯, якi спiвпадають.

Доведення. Спочатку розглянемо L := A♯A = N−1A∗MA. Оскiльки, A∗MA =

(M
1
2A)∗AM

1
2 , то за Лемою 1.18, A∗MA – додатноозначена матриця, i за Лемою

1.19 всi власнi значення A♯A є невiд’ємними. Позначимо їх σ2i , де σ1 ≥ ... ≥

σn ≥ 0. Оскiльки, LN−1 = N−1A∗MAN−1 також ермiтова i за умовою iснує

V ∈ Hn×n така, що V∗N−1V = In, тодi за Лемою 1.20,

V∗LN−1V = Λ, (2.36)

де V - унiтарна з вагою N−1, i Λ - дiагональна.

З того, що (V∗)−1 = N−1V, а отже L = (V∗)−1ΛV∗, випливає, що Λ ≡ Σ2
1,

де Σ2
1 - дiагональна з власними значеннями матрицi A♯A на головнiй дiагоналi,

σ2ii = σ2i для всiх i = 1, . . . , n. Оскiльки, rankL = rankA = r, то кiлькiсть

ненульових дiагональних елементiв матрицi Σ2
1 дорiвнює r. Вiдмiтимо, що

V∗LN−1V =V∗N−1A∗MAN−1V =

=V−1A∗ (U∗)−1U−1A (V∗)−1 = Σ2
1. (2.37)

Розглянемо матрицю

P = M
1
2AN−1V ∈ Hm×n. (2.38)
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Враховуючи (2.36), маємо

P∗P =
(
V∗N−1A∗M

1
2

)
M

1
2AN−1V = Σ2

1. (2.39)

Побудуємо m× n-матрицю таку, що D ∈ Hm×n,

D =

Σ 0

0 0

 , (2.40)

де Σ ∈ Hr×r - дiагональна матриця з елементами σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σr > 0 на

головнiй дiагоналi. Тодi,

P = M
1
2UD. (2.41)

З рiвнянь (2.38) та (2.41), випливає, що M
1
2AN−1V = M

1
2UD. Тодi з рiвностi(

N−1V
)−1

= V∗, маємо (2.35).

Тепер доведемо (2.35), де σ2i - ненульовi власнi значення матрицi AA♯ =

AN−1A∗M. Оскiльки матрицi AN−1A∗ i M є, вiдповiдно, ермiтовими напiв-

додатно-визначеними та додатно-визначеними, тодi за Лемою 1.19 всi власнi

значення матрицi AA♯ є невiд’ємними. Позначимо їх τ 2i , де τ1 ≥ ... ≥ τm ≥ 0,

i нехай Q := AA♯. Оскiльки, матриця MQ = MAN−1A∗M - ермiтова i iснує

невироджена матриця U ∈ Hm×m така, що U∗MU = Im, тодi за Лемою 1.20,

U∗MQU = Ω, (2.42)

де U- унiтарна з вагою M, i Ω - дiагональна матриця.

З того, що U∗M = U−1, а отже, Q = UΩU−1, випливає, що Ω ≡ Σ2
2, де Σ2

2 -

дiагональна з власними значеннями матрицi AA♯ на головнiй дiагоналi, τ 2ii = τ 2i

для всiх i = 1, . . . ,m. Оскiльки, rankQ = rankA = r, то кiлькiсть невiд’ємних

дiагональних елементiв матрицi Σ2
2 дорiвнює r. З iншого боку,

U∗MQU =U∗MAN−1A∗MU = U−1A (V∗)−1V−1A∗ (U∗)−1 = Σ2
2. (2.43)

Порiвнюючи (2.37) та (2.43), i за Лемою 1.18, маємо, що r ненульових власних

значень матрицi AA♯ спiвпадають з r ненульовими власними значеннями ма-

трицi A♯A, тобто, σ2i = τ 2i для всiх i = 1, . . . , r.
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Далi, розглянемо матрицю

S = U∗MAN−1
2 ∈ Hm×n. (2.44)

Враховуючи рiвнiсть (2.42), одержимо

SS∗ = U∗MAN− 1
2

(
N−1

2A∗MU
)
= Σ2

2. (2.45)

Розглянемо знову матрицю D ∈ Hm×n з умови (2.40). Тодi,

S = DV∗N−1
2 . (2.46)

З рiвностей (2.44) та (2.46), випливає, що U∗MAN−1
2 = DV∗N−1

2 . З цього,

враховуючи (U∗M)−1 = U, кiнцево випливає (2.35).

Дамо означення зваженої узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза

для кватернiонової матрицi.

Означення 2.3. Нехай M ∈ Hm×m i N ∈ Hn×n додатноозначенi матрицi.

Для матрицi A ∈ Hm×n, зваженою узагальненою оберненою матрицею Мура-

Пенроуза з вагами M i N (позначається як A†
M,N) є єдина матриця X ∈

Hn×m, що задовольняє рiвняння:

(1) AXA = A; (2) XAX = X;

(3M) (MAX)∗ = MAX; (4N) (NXA)∗ = NXA.
(2.47)

Тепер доведемо теорему про подання зваженої узагальненої оберненої ма-

трицi Мура-Пенроуза A†
M,N через зважений сингулярний розклад матрицi A ∈

Hm×n
r з вагами M та N.

Теорема 2.4. Нехай A ∈ Hm×n
r , M i N - додатно-визначенi матрицi порядкiв

m та n, вiдповiдно. Тодi iснують матрицi U ∈ Hm×m, V ∈ Hn×n що задо-

вольняють умови U∗MU = Im and V∗N−1V = In i такi, що A = UDV∗,

де D =

Σ 0

0 0

. Тодi зважена узагальнена обернена матриця Мура-Пенроуза
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A†
M,N може бути представлена як

A†
M,N = N−1V

Σ−1 0

0 0

U∗M, (2.48)

де Σ = diag(σ1, σ2, . . . , σr), σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σr > 0 i σ2i – ненульовi власнi

значення матриць A♯A та AA♯, якi спiвпадають.

Доведення. Для доведення теореми покажемо, що матриця X = A†
M,N вираже-

на умовою (2.48) задовольняє рiвняння (2.47).

(1) AXA =U

Σ 0

0 0

V∗N−1V

Σ−1 0

0 0

U∗MU

Σ 0

0 0

V∗ = A,

(2) XAX =N−1V

Σ−1 0

0 0

U∗MU

Σ 0

0 0

V∗N−1V

Σ−1 0

0 0

U∗M = X,

(3M) (MAX)∗ =

MU

Σ 0

0 0

V∗N−1V

Σ−1 0

0 0

U∗M

∗

=

=MU

I 0

0 0


m×m

U∗M = MU

Σ 0

0 0

V∗N−1V

Σ−1 0

0 0

U∗M =

=MAX,

(4N) (NXA)∗ =

NN−1V

Σ−1 0

0 0

U∗MU

Σ 0

0 0

V∗

∗

=

= NN−1V

I 0

0 0


n×n

V∗ = NN−1V

Σ−1 0

0 0

U∗MU

Σ 0

0 0

V∗ =

= NXA.

Що й доводить теорему.
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2.2.2. Граничнi зображення зваженої узагальненої оберненої ма-

трицi Мура-Пенроуза над тiлом кватернiонiв. Граничнi зображення зва-

женої узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза розглядалися для ком-

плексних (дiйсних) матриць [210,266]. У наступнiй теоремi, доведення теореми

про граничнi зображення кватенiонової зваженої узагальненої оберненої матри-

цi Мура-Пенроуза базується на зваженому сингулярному розкладi кватернiоно-

вих матриць.

Теорема 2.5. Нехай A ∈ Hm×n
r , M i N - додатноозначенi матрицi порядкiв

m та n, вiдповiдно. Позначимо A♯ = N−1A∗M. Тодi

A†
M,N = lim

λ→0
(λI+A♯A)−1A♯. (2.49)

де λ ∈ R+ i R+ - множина додатних дiйсних чисел.

Доведення. За Теоремами 2.3 i 2.4, вiдповiдно, маємо

A = U

Σ 0

0 0

V∗, A†
M,N = N−1V

Σ−1 0

0 0

U∗M,

де Σ = diag(σ1, σ2, ..., σr), σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σr > 0 i σ2i ∈ R - невiд’ємнi власнi

значення матрицi N−1A∗MA. Розглянемо матрицю

D :=

Σ 0

0 0

 ,
де матриця D = (σij) ∈ Hm×n

r така, що σ11 ≥ σ22 ≥ . . . ≥ σrr > σr+1 r+1 = . . . =

σqq = 0, q = min {n,m}. Тодi

D∗ =

Σ∗ 0

0 0

 , D† =

Σ−1 0

0 0

 ,
i A = UDV∗, A♯ = N−1VD∗U∗M, A†

M,N = N−1VD†U∗M. Оскiльки, N−1V =

(V∗)−1, тодi маємо

λI+A♯A =λI+N−1VD∗U∗MUDV∗ = λI+ (V∗)−1D∗DV∗ =

=(V∗)−1(λI+D2)V∗.
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Отже,

(λI+A♯A)−1A♯ =(V∗)−1(λI+D2)−1V∗N−1VD∗U∗M =

=N−1V(λI+D2)−1D∗U∗M.

Розглянемо матрицю

(
λI+D2

)−1
D =



σ1

σ2
1+λ

. . . 0

. . . . . . . . . 0

0 . . . σr

σ2
r+λ

...
... . . .

0 0


.

Очевидно, що lim
λ→0

(
λI+D2

)−1
D = D†. Тодi,

lim
λ→0

N−1V(λI+D2)−1D∗U∗M = N−1VD†U∗M = A†
M,N .

Теорема доведена.

Наступна теорема дає iнше граничне зображення матрицi A†
M,N .

Теорема 2.6. Нехай A ∈ Hm×n
r , i M i N - додатноозначенi матрицi порядкiв

m та n, вiдповiдно. Тодi

A†
M,N = lim

λ→0
A♯(λI+AA♯)−1, (2.50)

де λ ∈ R+.

Доведення. Доведення аналогiчне доведенню Теореми 2.5, виходячи з того, що

за Теоремою 2.3 ненульовi власнi значення матриць A♯A та AA♯ спiвпадають.

Очевидним є наступний наслiдок.

Наслiдок 2.3. Нехай A ∈ Hm×n. Наступнi твердження є справедливими.

i) Якщо rankA = n, тодi A†
M,N =

(
A♯A

)−1
A♯ .

ii) Якщо rankA = m, тодi A†
M,N = A♯

(
AA♯

)−1
.

iii) Якщо rankA = n = m, тодi A†
M,N = A−1.
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2.2.3. Визначниковi зображення зваженої кватернiонової узагаль-

неної оберненої матрицi Мура-Пенроуза. Незважаючи на те, що власнi

значення матриць A♯A та AA♯ є дiйсними i невiд’ємними, цi матрицi, в загаль-

ному, не є ермiтовими. Тому розглянемо два випадки, коли матрицi A♯A та

AA♯ обидвi або одна з них є ермiтовими, i коли вони обидвi не є ермiтовими.

Випадок ермiтових матриць A♯A чи AA♯. Нехай (A♯A) ∈ Hn×n є ер-

мiтовою, тобто, (A♯A)∗ = (A♯A). Оскiльки N−1 та M - ермiтовi, тодi

(N−1A∗MA)∗ = A∗MAN−1 = N−1A∗MA.

Отже, матриця (A♯A) буде ермiтовою, коли матрицi N−1 i (A∗MA) будуть

комутативними. Аналогiчно, матриця (AA♯) буде ермiтовою, коли матрицi M

and (AN−1A∗) будуть комутативними.

Позначимо через a♯.j i a♯i. – j-й стовпець та i-й рядок матрицi A♯, вiдповiдно.

Лема 2.14. Якщо A ∈ Hm×n
r , то rank

(
A♯A

)
. i

(
a♯.j

)
≤ r.

Доведення. Так само як в доведеннi Леми 2.3, розглянемо матрицю елементар-

них перетворень Pi k (−ajk), котра має (i, k)-им елементом −aj k, одиницi на

головнiй дiагоналi, iншi елементи є нулями. Домноживши довiльну матрицю

справа на матрицю P i k (−ajk), коли k ̸= j, одержимо додавання до її k-го

стовпця i-й стовпець домножений справа на −ajk. Таким чином,

(
A♯A

)
. i

(
a♯. j

)
·
∏
k ̸=i

Pi k (−aj k) =


∑
k ̸=j

a♯1kak1 . . . a♯1j . . .
∑
k ̸=j

a♯1kakn

. . . . . . . . . . . . . . .∑
k ̸=j

a♯nkak1 . . . a♯nj . . .
∑
k ̸=j

a♯nkakn


i−ий

.

Ця матриця має наступну факторизацiю,
∑
k ̸=j

a♯1kak1 . . . a♯1j . . .
∑
k ̸=j

a♯1kakn

. . . . . . . . . . . . . . .∑
k ̸=j

a♯nkak1 . . . a♯nj . . .
∑
k ̸=j

a♯nkakn


i−й

=
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=


a♯11 a♯12 . . . a♯1m

a♯21 a♯22 . . . a♯2m

. . . . . . . . . . . .

a♯n1 a♯n2 . . . a♯nm





a11 . . . 0 . . . an1

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

am1 . . . 0 . . . amn


i−й

j − й.

Позначимо

Ã :=



a11 . . . 0 . . . an1

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

am1 . . . 0 . . . amn


i−й

j − й.

Матриця Ã отримується з матрицi A замiною всiх елементiв її j-го рядка та

i-го стовпця нулями за виключенням (j, i)-го елемента, котрий є 1. Оскiль-

ки, елементарнi перетворення матрицi не змiнюють її ранг i ранг матрично-

го добутку не перевищує рангу кожного множника, то rank
(
A♯A

)
. i

(
a♯.j

)
≤

min
{
rankA♯, rank Ã

}
.

Очевидно, що rank Ã ≥ rankA = rankA♯. Лема доведена.

Аналогiчно доводиться наступна лема.

Лема 2.15. Якщо A ∈ Hm×n
r , тодi rank

(
AA♯

)
. i

(
a♯.j

)
≤ r.

Аналоги характеристичного полiнома розглядаються в наступних лемах.

Лема 2.16. Якщо A ∈ Hm×n, t ∈ R i (A♯A) – ермiтова, тодi

cdeti
(
tI+A♯A

)
. i

(
a♯.j

)
= c

(ij)
1 tn−1 + c

(ij)
2 tn−2 + . . .+ c(ij)n , (2.51)

де c(ij)n = cdeti
(
A♯A

)
. i

(
a♯. j

)
i c(ij)k =

∑
β∈Jk, n{i}

cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯. j

))β
β

для всiх

k = 1, . . . , n− 1, i = 1, . . . , n та j = 1, . . . ,m.
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Доведення. Позначимо через b.i – i-ий стовпець матрицi
(
A♯A

)
=: (bij)n×n,

яка є ермiтовою. Розглянемо ермiтову матрицю
(
tI+A♯A

)
.i
(b.i) ∈ Hn×n, яка

вiдрiзняється вiд матрицi
(
tI+A♯A

)
елементом bii. Беручи до уваги Теорему

1.17, одержимо

det
(
tI+A♯A

)
. i
(b. i) = d1t

n−1 + d2t
n−2 + . . .+ dn, (2.52)

де dk =
∑

β∈Jk, n{i}
det
(
A♯A

)β
β

сума всiх головних мiнорiв порядку k, що мiстять

елементи i-го стовпця i dn = det
(
A♯A

)
. Очевидно, що

b. i =



∑
l

a♯1lali∑
l

a♯2lali

...∑
l

a♯nlali


=
∑
l

a♯. lali,

де a♯. l – l-й вектор-стовпець матрицi A♯ for all l = 1, . . . ,m. Беручи до уваги

Теореми 1.3 i Леми 1.3 та 1.6, з одного боку одержимо

det
(
tI+A♯A

)
. i
(b. i) = cdeti

(
tI+A♯A

)
. i
(b. i) =∑

l

cdeti
(
tI+A♯A

)
. l

(
a♯. lal i

)
=
∑
l

cdeti
(
tI+A♯A

)
. i

(
a♯. l

)
·ali (2.53)

З iншого боку, змiнивши порядок пiдсумовування,

dk =
∑

β∈Jk, n{i}

det
(
A♯A

)β
β
=

∑
β∈Jk, n{i}

cdeti
(
A♯A

)β
β
=

=
∑

β∈Jk, n{i}

∑
l

cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯. lal i

))β
β
=

=
∑
l

∑
β∈Jk, n{i}

cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯. l

))β
β
· al i. (2.54)

Пiдставивши (2.53) та (2.54) в (2.52), та прирiвнявши коефiцiєнти при al i, коли

l = j, одержимо рiвнiсть (2.51).

Наступна лема доводиться аналогiчно.
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Лема 2.17. Якщо A ∈ Hm×n, t ∈ R i AA♯ – ермiтова, тодi

rdetj(tI+AA♯)j .(a
♯
i.) = r

(ij)
1 tn−1 + r

(ij)
2 tn−2 + . . .+ r(ij)n ,

де r(ij)n = rdetj(AA♯)j .(a
♯
i. ) i r(ij)k =

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA♯)j .(a

♯
i. )
)α
α

для всiх k =

1, . . . , n− 1, i = 1, . . . , n та j = 1, . . . ,m.

Наступна теорема дає визначниковi зображення зваженої кватернiонової уза-

гальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза.

Теорема 2.7. Нехай A ∈ Hm×n
r . Якщо A♯A або AA♯ є ермiтовими, тодi її

зважена узагальнена обернена матриця Мура-Пенроуза A†
M,N =

(
a‡ij

)
∈ Hn×m

має наступнi визначниковi зображення, вiдповiдно,

a‡ij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯.j

))β
β∑

β∈Jr, n
|A♯A|ββ

= (2.55)

=

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA♯)j .(a

♯
i. )
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA♯|αα

. (2.56)

Доведення. Спочатку, доведемо (2.55). За Лемою 2.5, A† = lim
λ→0

(
λI+A♯A

)−1
A♯.

Нехай матриця A♯A буде ермiтова. Тодi матриця
(
λI+A♯A

)
∈ Hn×n є ермiто-

вою повноранговою матрицею. Беручи до уваги Теорему 1.4, вона має обернену,

котру подамо як лiву оберену

(
λI+A♯A

)−1
=

1

det (λI+A♯A)


L11 L21 . . . Ln1

L12 L22 . . . Ln2

. . . . . . . . . . . .

L1n L2n . . . Lnn

 ,

де Lij – лiве ij-те алгебричне доповнення матрицi λI+A♯A. Тодi, маємо
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(
λI+A♯A

)−1
A♯ =

=
1

det (λI+A♯A)



n∑
k=1

Lk1a
♯
k1

n∑
k=1

Lk1a
♯
k2 . . .

n∑
k=1

Lk1a
♯
km

n∑
k=1

Lk2a
♯
k1

n∑
k=1

Lk2a
♯
k2 . . .

n∑
k=1

Lk2a
♯
km

. . . . . . . . . . . .
n∑

k=1

Lkna
♯
k1

n∑
k=1

Lkna
♯
k2 . . .

n∑
k=1

Lkna
♯
km


.

Використовуючи означення лiвого алгебричного доповнення, одержимо

A†
M,N = lim

λ→0


cdet1(λI+A♯A)

.1
(a♯.1)

det(λI+A♯A)
. . .

cdet1(λI+A♯A)
.1
(a♯.m)

det(λI+A♯A)

. . . . . . . . .
cdetn(λI+A♯A)

.n
(a♯.1)

det(λI+A♯A)
. . .

cdetn(λI+A♯A)
.n
(a♯.m)

det(λI+A♯A)

 . (2.57)

За Теоремою 1.17, det
(
λI+A♯A

)
= λn + d1λ

n−1 + d2λ
n−2 + . . . + dn, де dk =∑

β∈Jk, n

∣∣A♯A
∣∣β
β
– сума головних мiнорiв матрицi A♯A порядку k для всiх k =

1, . . . , n− 1 i dn = detA♯A. Оскiльки, rankA♯A = rankA = r i dn = dn−1 =

. . . = dr+1 = 0, звiдси випливає, що

det
(
λI+A♯A

)
= λn + d1λ

n−1 + d2λ
n−2 + . . .+ drλ

n−r.

За Лемою 2.16, маємо

cdeti (λI+A∗A).i

(
a♯.j

)
= c

(ij)
1 λn−1 + c

(ij)
2 λn−2 + . . .+ c(ij)n

для всiх i = 1, . . . , n i j = 1, . . . ,m, де

c
(ij)
k =

∑
β∈Jk, n{i}

cdeti

(
(A♯A). i

(
a♯.j

))β
β

для всiх k = 1, . . . , n− 1 i c(ij)n = cdeti
(
A♯A

)
.i

(
a♯.j

)
.

Тепер доведемо, що c
(ij)
k = 0, коли k ≥ r + 1 для всiх i = 1, . . . , n i j =

1, . . . ,m. За Лемою 2.14, rank
(
A♯A

)
. i

(
a♯.j

)
≤ r, тодi матриця

(
A♯A

)
. i

(
a♯.j

)
має не бiльше r лiнiйно незалежних справа стовпцiв.

Розглянемо матрицю
(
(A♯A). i

(
a♯.j

))β
β
, коли β ∈ Jk,n{i}. Вона є головною

пiдматрицею матрицi
(
A♯A

)
. i

(
a♯.j

)
порядку k ≥ r + 1. Викресливши обидва
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її i-ий рядок i стовпець, одержимо головну пiдматрицю порядку k − 1 матрицi

A♯A. Позначимо її M. Можливi наступнi випадки.

1. Нехай k = r + 1 i detM ̸= 0. У цьому випадку всi стовпцi матрицi M

є лiнiйно незалежними справа. Доповнення їх по однiй координатi до стовпцiв

матрицi
((

A♯A
)
. i

(
a♯.j

))β
β

зберiгає їх лiнiйну незалежнiсть справа. Отже, вони

є базисом правого стовпцевого простору матрицi
((

A♯A
)
. i

(
a♯.j

))β
β
, а її i-ий

стовпець є правою лiнiйною комбiнацiєю базисних стовпцiв. За Лемою 1.11 з

цього випливає, що cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯.j

))β
β
= 0, коли β ∈ Jk,n{i} i k ≥ r + 1.

2. Якщо k = r + 1 i detM = 0, тодi p, (p < k), стовпцiв є базисними

у матрицях M i
((

A♯A
)
. i

(
a♯.j

))β
β
. Тодi за Лемою 1.11, так само одержимо

cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯.j

))β
β
= 0.

3. Якщо k > r + 1, тодi згiдно Зауваження 1.8 та за Теоремою 1.5 випли-

ває, що detM = 0 i p, (p < k − 1), стовпцiв є базисними для матриць M i((
A♯A

)
. i

(
a♯.j

))β
β
. Звiдси за Лемою 1.11, cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯.j

))β
β
= 0.

Таким чином, у всiх випадках, cdeti
((

A♯A
)
. i

(
a♯.j

))β
β
= 0, i коли β ∈ Jk,n{i}

i r + 1 ≤ k < n для всiх i = 1, . . . , n i j = 1, . . . ,m, то

c
(ij)
k =

∑
β∈Jk, n{i}

cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯.j

))β
β
= 0,

c(ij)n =cdeti
(
A♯A

)
. i

(
a♯.j

)
= 0.

Отже, cdeti
(
λI+A♯A

)
. i

(
a♯. j

)
= c

(ij)
1 λn−1 + c

(ij)
2 λn−2 + . . . + c

(ij)
r λn−r для всiх

i = 1, . . . , n i j = 1, . . . ,m. Пiдставивши цi значення в матрицю (2.57), одержимо

A†
M,N =lim

λ→0


c
(11)
1 λn−1+...+c

(11)
r λn−r

λn+d1λn−1+...+drλn−r . . . c
(1m)
1 λn−1+...+c

(1m)
r λn−r

λn+d1λn−1+...+drλn−r

. . . . . . . . .

c
(n1)
1 λn−1+...+c

(n1)
r λn−r

λn+d1λn−1+...+drλn−r . . . c
(nm)
1 λn−1+...+c

(nm)
r λn−r

λn+d1λn−1+...+drλn−r

 =


c
(11)
r

dr
. . . c

(1m)
r

dr

. . . . . . . . .

c
(n1)
r

dr
. . . c

(nm)
r

dr

 ,

де c(ij)r =
∑

β∈Jr, n{i}
cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯.j

))β
β

i dr =
∑

β∈Jr, n

∣∣A♯A
∣∣β
β
.

Таким чином, ми отримали визначникове зображення A†
M,N за формулою

(2.55). Аналогiчно можна довести визначникове зображення (2.56).
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Зауваження 2.5. Якщо rankA = n i матриця (A♯A) – ермiтова, то за

Наслiдком 2.3, A†
M,N =

(
A♯A

)−1
A♯. Розглядаючи

(
A♯A

)−1 як лiву обернену,

одержимо наступне визначникове зображення зваженої узагальненої оберне-

ної матрицi,

A†
M,N =

1

det (AA♯)


cdet1(A

♯A). 1

(
a♯. 1

)
. . . cdet1(A

♯A). 1
(
a♯.m
)

. . . . . . . . .

cdetn(A
♯A). n

(
a♯. 1

)
. . . cdetn(A

♯A). n
(
a♯.m
)
.

 (2.58)

Якщо m > n, тодi за Теоремою 2.7 для A†
M,N має мiсце i формула (2.55).

Якщо rankA = m i (AA♯) – ермiтова, тодi за Наслiдком 2.3, A†
M,N =

A♯
(
AA♯

)−1. Розглядаючи
(
AA♯

)−1 як праву обернену, одержимо наступне

визначникове зображення A†
M,N ,

A†
M,N =

1

det (A♯A)


rdet1(AA♯)1.

(
a♯1.

)
. . . rdetm(AA♯)m.

(
a♯1.

)
. . . . . . . . .

rdet1(AA♯)1.
(
a♯n.
)
. . . rdetm(AA♯)m.

(
a♯n .

)
 . (2.59)

Якщо m < n, тодi за Теоремою 2.7 для A†
M,N маємо так само (2.56).

Щоб унiфiкувати цi два повноранговi випадки з випадками розглянутими

в Теоремi 2.7, для довiльної повнорангової матрицi A ∈ Hm×n
r , вектор-рядка

b ∈ H1×m, та вектор-стовпця c ∈ Hn×1, покладемо

– коли r = m

rdeti
(
(AA♯)i. (b)

)
=

∑
α∈Im,m{i}

rdeti
(
(AA♯)i. (b)

)α
α
,

det
(
AA♯

)
=
∑

α∈Im,m

∣∣AA♯
∣∣α
α
, i = 1, . . . ,m;

– коли r = n

cdetj

((
A♯A

)
.j
(c)
)
=

∑
β∈Jn,n{j}

cdetj

((
A♯A

)
.j
(c)
)β
β
,

det
(
A♯A

)
=
∑

β∈Jn,n

∣∣A♯A
∣∣β
β
, j = 1, . . . , n.
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В силу умов (1) та (2) Означення 2.47 матрицi A†
M,NA та AA†

M,N є iдем-

потентними, а у випадку, коли матрицi A♯A та AA♯ будуть ермiтовими, то –

проективними. Маємо наступнi наслiдки.

Наслiдок 2.4. Якщо A ∈ Hm×n
r i A♯A - ермiтова, тодi матриця A†

M,NA =:

QM,N = (qij)n×n має визначниковi зображення,

qij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i
(ȧ.j)

)β
β∑

β∈Jr, n
|A♯A|ββ

= (2.60)

=

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

((
A♯A

)
j.
(ȧi.)

)α
α∑

α∈Ir,n
|A♯A|αα

, (2.61)

де ȧ.j – j-й стовпець i ȧi.-й рядок матрицi A♯A ∈ Hn×n.

Доведення. Використовуючи (2.55) для визначникового зображення A†
M,N i до-

множуючи її справа на A, одержимо наступне представлення довiльного еле-

мента qij матрицi A†
M,NA =: QM,N = (qij)n×n.

qij =

∑
β∈Jr, n{i}

∑
k

cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯.k

))β
β
· akj∑

β∈Jr, n
|A♯A|ββ

.

Звiдси, в силу того, що
∑
k

a♯.j · akj = ȧ.j, випливає (2.14).

Оскiльки, матрицi A♯A i, для довiльного λ ∈ R+, λI + A♯A - ермiтовi, то

в силу граничного зображення матрицi A†
M,N , матриця A†

M,NA = QM,N також

ермiтова. Тодi qij = qji для всiх i ̸= j. Звiдси, в силу того, що∑
β∈Jr, n

∣∣A♯A
∣∣β
β
=
∑
α∈Ir, n

∣∣A♯A
∣∣α
α

i за Лемою 1.9

cdetj

(
(A♯A).j (ȧ.i)

)
= rdetj

((
A♯A

)
j.
(ȧi.)

)
,

слiдує (2.61).
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За аналогiєю можна довести наступний наслiдок.

Наслiдок 2.5. Якщо A ∈ Hm×n
r i (AA♯) ∈ Hm×m – ермiтова, то для прое-

ктивної матрицi AA†
M,N =: PM,N = (pij)m×m,

pij =

∑
α∈Ir, m{j}

rdetj
(
(AA♯)j . (äi. )

)α
α∑

α∈Ir,m
|AA♯|αα

=

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti((AA∗). i(ä.j))
β
β∑

β∈Jr,m
|AA♯|ββ

,

де äi.-ий рядок i ä.j – j-ий стовпець матрицi AA♯ ∈ Hm×m.

Випадок не-ермiтових матриць A♯A та AA♯. В цьому пiдроздiлi отри-

маємо визначниковi зображення зваженої узагальненої оберненої матрицi Мура-

Пенроуза для матрицi A ∈ Hm×n, коли матрицi (AA♯) ∈ Hm×m та (A♯A) ∈

Hn×n не є ермiтовими.

Нехай (A♯A) ∈ Hn×n буде не-ермiтовою i rank(A♯A) < n. Розглянемо (λI +

A♯A)−1A♯. Маємо

(λI+A♯A)−1A♯ = (λI+N−1A∗MA)−1A♯ = (N−1(λN+A∗MA))−1A♯ =

(λN+A∗MA)−1A∗M = N−1
2 (λ+N− 1

2A∗MAN−1
2 )−1N−1

2A∗M =

= N−1
2

(
λ+

(
M

1
2AN−1

2

)∗
M

1
2AN− 1

2

)−1 (
N− 1

2A∗M
1
2

)
M

1
2 . (2.62)

Оскiльки, за Теоремою 2.1

lim
λ→0

(
λ+

(
M

1
2AN−1

2

)∗
M

1
2AN−1

2

)−1 (
N− 1

2A∗M
1
2

)
=
(
M

1
2AN−1

2

)†
,

тодi об’єднуючи (2.49) та (2.62), одержимо

A†
M,N = N− 1

2

(
M

1
2AN−1

2

)†
M

1
2 . (2.63)

Позначимо Ã := M
1
2AN−1

2 , (ik)-ий елемент матрицi N−1
2 як n

(−1
2 )

ik для всiх

i, k = 1, . . . , n, та (lj)-ий елемент матрицi M
1
2 як m

( 12 )

lj для всiх l, j = 1, . . . ,m,

вiдповiдно. Застосовуючи визначникове зображення (2.7) для матрицi Мура-

Пенроуза Ã†, одержимо

ã†ij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

((
Ã∗Ã

)
. i

(
ã∗.j
))β

β∑
β∈Jr, n

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β

,
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де ã∗.j – j-ий стовпець матрицi Ã∗ =
(
M

1
2AN−1

2

)∗
= N− 1

2A∗M
1
2 .

Позначимо M̃ :=
(
N− 1

2A∗MAN− 1
2

)
та M̂ := N− 1

2A∗M. Оскiльки,

Ã∗Ã =
(
M

1
2AN− 1

2

)∗ (
M

1
2AN− 1

2

)
=
(
N− 1

2A∗MAN−1
2

)
,
∑
l

â∗.lm
( 12 )

lj = m̂.j

де m̂.j – j-ий стовпець матрицi M̂, то для зваженої узагальненої оберненої ма-

трицi A†
M,N =

(
a‡ij

)
∈ Hn×m, маємо

a‡ij =
n∑

k=1

m∑
l=1

n
(− 1

2 )

ik ã†klm
( 12 )

lj =

∑
k

n
(−1

2 )

ik

∑
β∈Jr, n{k}

cdetk

((
M̃
)
. k
(m̂.j)

)β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣M̃∣∣∣β
β

, (2.64)

для всiх i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Якщо rank(A♯A) = n, тодi за Наслiдком 2.3, A†
M,N = (A♯A)−1A♯. Отже,

A†
M,N =

(
N−1A∗MA

)−1
N−1A∗M = (A∗MA)−1A∗M. (2.65)

Оскiльки, матриця A∗MA – ермiтова i повного рангу, то можемо використа-

ти визначникове зображення матрицi оберненої до ермiтової (1.13). Позначимо

A∗M =: Â = (âij) ∈ Hn×m. Тодi

a‡ij =

∑n
k=1 Lkiâkj

det(A∗MA)
=

cdeti(A
∗MA).i (â.j)

det(A∗MA)
. (2.66)

де â.j – j-й стовпець матрицi A∗M для всiх j = 1, . . . ,m.

Тепер, нехай матриця (AA♯) ∈ Hm×m буде неермiтовою i rank(AA♯) < m.

Використовуючи (2.8) для визначникового зображення узагальненої оберненої

матрицi Мура-Пенроуза Ã†, одержимо

ã†ij =

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

((
ÃÃ∗

)
j.
(ã∗i.)

)α

α∑
α∈Ir,m

∣∣∣ÃÃ∗
∣∣∣α
α

,

де ã∗i. – i-ий рядок матрицi Ã∗ для всiх i = 1, . . . , n.

Позначимо Ñ :=
(
M− 1

2A∗NAM− 1
2

)
та N̂ := N−1A∗M

1
2 . Оскiльки,

ÃÃ∗ =
(
M

1
2AN− 1

2

)(
M

1
2AN−1

2

)∗
=
(
M−1

2A∗NAM−1
2

)
,
∑
k

n
(− 1

2 )

ik â∗k. = n̂i.
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де n̂i. – i-й рядок матрицi N̂, то для зваженої узагальненої оберненої матрицi

A†
M,N =

(
a‡ij

)
∈ Hn×m, маємо

a‡ij =
n∑

k=1

m∑
l=1

n
(− 1

2 )

ik ã†klm
( 12 )

lj =

∑
l

∑
α∈Ir,m{l}

rdetl

((
Ñ
)
l.
(n̂)i.

)α
α
m

( 12 )

lj∑
α∈Ir, m

∣∣∣Ñ∣∣∣α
α

, (2.67)

для всiх i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Якщо rank(AA♯) = m, тодi за Наслiдком 2.3, A†
M,N = A♯(AA♯)−1. Отже,

A†
M,N = N−1A∗M

(
AN−1A∗M

)−1
= N−1A∗ (AN−1A∗)−1

. (2.68)

Оскiльки матриця AN−1A∗ є ермiтовою i повного рангу, то для неї використа-

ємо визначникове зображення (1.12) як матрицi оберненої до ермiтової. Позна-

чимо N−1A∗ =: Ǎ = (ǎ)ij ∈ Hn×m. Таким чином, одержимо

a‡ij =

∑n
k=1 ǎikRjk

det(AN−1A∗)
=

rdetj(AN−1A∗)j. (ǎ)i.
det(AN−1A∗)

, (2.69)

де ǎi. – i-ий рядок матрицi N−1A∗ для всiх i = 1, . . . , n.

Отже, ми довели теорему.

Теорема 2.8. Нехай A ∈ Hm×n
r . Якщо матриця A♯A не є ермiтовою, тодi

зважена узагальнена обернена матриця Мура-Пенроуза A†
M,N =

(
a‡ij

)
∈ Hn×m

має визначниковi зображення:

– (2.64), коли r < n,

– (2.66), коли r = n.

Якщо AA♯ – неермiтова, тодi A†
M,N =

(
a‡ij

)
має визначниковi зображення:

– (2.67), коли r < m,

– (2.69), коли r = m.

2.2.4. Визначниковi зображення зваженої узагальненої оберненої

матрицi Мура-Пенроуза над полем комплексних чисел. Для зваженої

узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза A†
M,N довiльної матрицi A ∈

Cm×n
r над полем комплексних чисел з вагами M i N, якi є додатноозначеними

матрицями порядкiв m та n, вiдповiдно, маємо наступнi граничнi зображення.
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Лема 2.18. ( [266], Наслiдок 3.4.) Нехай A ∈ Cm×n, A♯ = N−1A∗M. Тодi

A†
M,N = lim

λ→0
(λI+A♯A)−1A♯ = lim

λ→0
A♯(λI+AA♯)−1. (2.70)

У цьому випадку є очевидним виконання Лем 2.14 та 2.15 про ранги матриць.

В Лемах 2.16 та 2.17 про аналоги характеристичного полiнома, покладемо

c(ij)n =
∣∣∣(A♯A

)
. i

(
a♯. j

)∣∣∣ , c(ij)k =
∑

β∈Jk, n{i}

∣∣∣(A♯A
)
. i

(
a♯. j

)∣∣∣β
β
,

r(ij)m =
∣∣∣(AA♯)j .(a

♯
i. )
∣∣∣ , r(ij)l =

∑
α∈Il,m{j}

∣∣∣(AA♯)j .(a
♯
i. )
∣∣∣α
α

для всiх k = 1, . . . , n− 1, l = 1, . . . ,m− 1, i = 1, . . . , n та j = 1, . . . ,m i одер-

жимо наступну лему.

Лема 2.19. Якщо A ∈ Cm×n i λ ∈ R, тодi

det
((
λIn +A♯A

)
. i

(
a♯.j

))
=c

(ij)
1 λn−1 + c

(ij)
2 λn−2 + · · ·+ c(ij)n ,

det
(
(λIm +AA♯)j .(a

♯
i.)
)
=r

(ij)
1 λm−1 + r

(ij)
2 λm−2 + · · ·+ r(ij)m .

Опираючись на граничнi зображення (2.70), Леми 2.14, 2.15 та 2.19 одержимо

теорему про визначниковi зображення зваженої узагальненої оберненої матрицi

Мура-Пенроуза над полем комплексних чисел.

Теорема 2.9. Якщо A ∈ Cm×n
r , тодi її зважена узагальнена обернена матри-

ця Мура-Пенроуза A†
M,N =

(
a‡ij

)
∈ Cn×m має наступнi визначниковi зображе-

ння

a‡ij =

∑
β∈Jr, n{i}

∣∣∣(A♯A
)
. i

(
a♯.j

)∣∣∣β
β∑

β∈Jr, n
|A♯A|ββ

=

∑
α∈Ir,m{j}

∣∣∣(AA♯)j . (a
♯
i. )
∣∣∣α
α∑

α∈Ir,m
|AA♯|αα

.

2.2.5. Приклад визначникового зображення кватернiонової зва-

женої узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза. Розглянемо ма-
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трицi

A =


1 i j

−k i 1

k j −i

j −1 i

 , M =


2 k i 0

−k 2 0 j

−i 0 2 k

0 −j −k 2

 ,

N−1 =


23 16− 2i− 2j+ 10k −16 + 10i− 2j− 2k

16 + 2i+ 2j− 10k 29 −19− i− 13j− k

−16− 10i+ 2j+ 2k −19 + i+ 13j+ k 29

 .
Прямим обчисленням знайдемо, що всi головнi мiнори ермiтових матриць M

та N−1 є додатними. Отже, матрицi M та N−1 – додатноозначенi. Знайшовши

головнi мiнори ермiтової матрицi A∗A, одержимо rankA∗A = rankA = 2.

Дальше маємо

A♯ =MA∗N−1 =

=

51− 12i+ 25j− 24k −43− 18i+ 39k −18 + 26i− 30j− 38k 19− i− 50j− 42k

−32i+ 17j− 37k −24− 50i+ 26j+ 24k −5− 24i− 56j+ k −38− 25i− 18j− 67k

5− 6i− 50j+ 11k 44 + 23i− 12j+ 7k 30 + 38i+ 5j+ 37k 18− 44i+ 6j+ 54k

 .
Оскiльки, матриця

A♯A =

 178 41 + 47i+ 47j+ 43k −41 + 43i+ 47j+ 47k

41− 47i− 47j− 43k 176 −40− 46i− 42j− 46k

−41− 43i− 47j− 47k −40 + 46i+ 42j+ 46k 176


є ермiтовою, то будемо шукати визначникове зображення зваженої узагальне-

ної оберненої матрицi Мура-Пенроуза A†
M,N =

(
ã†ij

)
∈ H3×4 за Теоремою 2.7,

використовуючи рiвняння (2.55).

Маємо, ∑
β∈J2, 3

∣∣∣(A♯A
)β
β

∣∣∣ = 23380 + 23380 + 23380 = 70140,

∑
β∈J2, 3{1}

cdet1

((
A♯A

)
. 1

(
a♯.1

))β
β
= 13360− 3340i+ 6680j− 6680k.

Тодi,

a‡11 =
8− 2i+ 4j− 4k

42
.
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Продовжуючи аналогiчно, одержимо

A†
M,N =

1

42

8− 2i+ 4j− 4k −7− 3i+ 6k −3 + 4i− 5j− 6k 3− 8j− 7k

−5i+ 3j− 6k −4− 8i+ 2j+ 2k −1− 4i− 9j −6− 4i− 3j− 11k

−1− i− 8j+ 2k 7 + 4i− 2j+ k 5 + 6i+ j+ 6k 3− 7i+ j+ 9k

 .

2.3. Кватернiонова матриця Дразiна та її визначниковi зобра-

ження

2.3.1. Означення кватернiонової матрицi Дразiна. За Теоремою 1.16

кватернiоновi квадратнi матрицi зводяться до жорданової нормальної форми.

Тодi довiльну кватернiонову матрицю A ∈ Hn×n з IndA = k можна подати у

виглядi (1.28) та iснує вiдповiдна матриця X, яка задається формулою (1.29) i,

очевидно, задовольняє рiвняння (1.27). Отже, можемо ввести поняття кватер-

нiонової узагальненої оберненої матрицi Дразiна.

Означення 2.4. Нехай для A ∈ Hn×n з iндексом k = IndA

(2) XAX = X; (5) AX =XA; (6a) Ak+1X = Ak; (6b) XAk+1 = Ak. (2.71)

Тодi єдина матриця X, що задовольняє рiвняння (2), (5) i (6a) або (6b) на-

зивається її узагальненою оберненою матрицею Дразiна i позначається як

X = Ad. Зокрема, якщо IndA = 1, то X називається груповою оберненою i

позначається X = A#.

Очевидно, що за виконання умови (5), рiвняння (6a) та (6b) є рiвносильними.

Але, нижче ми будемо розглядати матрицi, що задовольняють одну з умов (6a)

або (6b) при не обов’язковому виконаннi рiвняння (5).

2.3.2. Визначниковi зображення матрицi Дразiна для ермiтової

кватернiонової матрицi. Для визначникового зображення ермiтової кватер-

нiонової матрицi, ми застосуємо гранично-ранговий метод, який складається з

лем про граничне зображення матрицi Дразiна, про ранг матриць, характери-

стичний многочлен та його аналоги.
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Аналогiчно до [175], доводиться лема про граничне зображення матрицi Дра-

зiна для кватернiонової матрицi.

Лема 2.20. Якщо A ∈ Hn×n з IndA = k, тодi

Ad = lim
λ→0

(
λIn +Ak+1

)−1
Ak = lim

λ→0
Ak
(
λIn +Ak+1

)−1
,

де λ ∈ R+ i R+ – множина дiйсних додатних чисел.

Позначимо a
(m)
.j та a

(m)
i. – j-й стовпець та i-й рядок матрицi Am, вiдповiдно.

Лема 2.21. Якщо A ∈ M(n,H) з IndA = k, тодi

rank
(
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

)
≤ rank

(
Ak+1

)
. (2.72)

Доведення. Матрицю Ak+1
i .

(
a
(k)
j .

)
можна подати як

Ak+1
i .

(
a
(k)
j .

)
=



n∑
s=1

a1sa
(k)
s1 . . .

n∑
s=1

a1sa
(k)
sn

. . . . . . . . .

a
(k)
j1 . . . a

(k)
j n

. . . . . . . . .
n∑

s=1
ansa

(k)
s1 . . .

n∑
s=1

ansa
(k)
sn


i− й.

Нехай Pl i (−al j) ∈ Hn×n, (l ̸= i) – матриця елементарних перетворень. Тодi

Ã := Ak+1
i .

(
a
(k)
j .

)
·
∏
l ̸=i

Pl i (−al j) =



∑
s̸=j

a1sa
(k)
s1 . . .

∑
s̸=j

a1sa
(k)
sn

. . . . . . . . .

a
(k)
j1 . . . a

(k)
j n

. . . . . . . . .∑
s̸=j

ansa
(k)
s1 . . .

∑
s̸=j

ansa
(k)
sn


i− й.

Отримана матриця Ã має наступну факторизацiю.

Ã =



a11 . . . 0 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . 0 . . . ann




a
(k)
11 a

(k)
12 . . . a

(k)
1n

a
(k)
21 a

(k)
22 . . . a

(k)
2n

. . . . . . . . . . . .

a
(k)
n1 a

(k)
n2 . . . a

(k)
nn

 .
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Позначимо першу матрицю як

Ã1 :=



a11 . . . 0 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . 0 . . . ann


j−й

i− й.

Матриця Ã1 отримується з матрицi A замiною всiх елементiв її i-го рядка i j-го

стовпця нулями за виключенням (i, j)-го елемента, котрий дорiвнює 1. Оскiль-

ки, елементарнi перетворення не змiнюють рангу матрицi, то

rankAk+1
i .

(
a
(k)
j .

)
≤ min

{
rankAk, rank Ã

}
.

Так як rank Ã1 ≥ rankAk, то це завершує доведення леми.

Наступна лема доводиться аналогiчно.

Лема 2.22. Якщо A ∈ M(n,H) з iндексом IndA = k, тодi

rank
(
Ak+1

)
i .

(
a
(k)
j .

)
≤ rank

(
Ak+1

)
.

Аналоги характеристичного многочлена розглядаються в наступних лемах.

Лема 2.23. Якщо A ∈ M(n,H) – ермiтова з iндексом IndA = k i λ ∈ R, тодi

cdeti
(
λI+Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

)
= c

(ij)
1 λn−1 + c

(ij)
2 λn−2 + . . .+ c(ij)n , (2.73)

де c(ij)n = cdeti
(
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
. j

)
i c(ij)s =

∑
β∈Js, n{i}

cdeti
((
Ak+1

)
. i

(
ak. j
))β

β
для всiх

s = 1, . . . , n− 1, i, j = 1, . . . , n.

Доведення. Позначимо b. i – i-ий стовпець ермiтової матрицi Ak+1 =: (bij)n×n.

Розглянемо ермiтову матрицю
(
λI+Ak+1

)
. i
(b. i) ∈ Hn×n. Вона вiдрiзняється

вiд матрицi
(
λI+Ak+1

)
елементом bii. Беручи до уваги Теорему 1.17, одержимо

det
(
λI+Ak+1

)
. i
(b. i) = d1λ

n−1 + d2λ
n−2 + . . .+ dn, (2.74)
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де ds =
∑

β∈Js, n{i}

∣∣Ak+1
∣∣β
β

— сума головних мiнорiв порядку s, що мiстять елементи

i-го стовпця для всiх s = 1, . . . , n− 1 i dn = det
(
Ak+1

)
. Оскiльки,

b. i =



∑
l

a
(k)
1l ali∑

l

a
(k)
2l ali

...∑
l

a
(k)
nl ali


=
∑
l

a
(k)
. l ali,

де a
(k)
. l – l-й стовпець матрицi Ak для всiх l = 1, . . . , n. Враховуючи Теорему

1.3, Леми 1.4 та 1.6, з одного боку маємо

det
(
λI+Ak+1

)
. i
(b. i) = cdeti

(
λI+Ak+1

)
. i
(b. i) =

=
∑
l

cdeti
(
λI+Ak+1

)
. l

(
a
(k)
. l al i

)
=
∑
l

cdeti
(
λI+Ak+1

)
. i

(
a
(k)
. l

)
· ali (2.75)

З iншого боку, змiнивши порядок пiдсумовування, одержимо,

ds =
∑

β∈Js, n{i}

det
(
Ak+1

)β
β
=

∑
β∈Js, n{i}

cdeti
(
Ak+1

)β
β
=

=
∑

β∈Js, n{i}

∑
l

cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
. l al i

))β
β

=

=
∑
l

∑
β∈Js, n{i}

cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
. l

))β
β
· al i, s = 1, . . . , n− 1. (2.76)

Пiдставивши вирази (2.75) та (2.76) в (2.74), i прирiвнюючи коефiцiєнти при

al i, коли l = j, одержимо (2.73).

Наступна лема доводиться аналогiчно.

Лема 2.24. Якщо A ∈ M(n,H) – ермiтова з IndA = k s λ ∈ R, тодi

rdetj(λI+Ak+1)j .(a
(k)
i. ) = r

(ij)
1 λn−1 + r

(ij)
2 λn−2 + . . .+ r(ij)n ,

де r
(ij)
n = rdetj(A

k+1)j .(a
(k)
i. ) i r(ij)s =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(Ak+1)j .(a

(k)
i. )
)α
α

для всiх

s = 1, . . . , n− 1 та i, j = 1, . . . , n.

Опираючись на розглянутi допомiжнi леми, доведемо основну теорему.
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Теорема 2.10. Якщо A ∈ M(n,H) – ермiтова з iндексом IndA = k та

rankAk+1 = rankAk = r, тодi узагальнена обернена матриця Дразiна Ad =(
adij
)
∈ Hn×n має визначниковi зображення:

adij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

))β
β∑

β∈Jr, n
|Ak+1|ββ

= (2.77)

=

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(Ak+1)j .(a

(k)
i. )
)α
α∑

α∈Ir, n
|Ak+1|αα

. (2.78)

Доведення. Спочатку доведемо визначникове зображення (2.77). За Лемою 2.20,

Ad = lim
λ→0

(
λIn +Ak+1

)−1
Ak. Матриця

(
λI+Ak+1

)
∈ Hn×n є ермiтовою i пов-

норанговою. За Теоремою 1.4, її обернену матрицю подамо як лiву обернену,

(
λI+Ak+1

)−1
=

1

det (λI+Ak+1)


L11 L21 . . . Ln1

L12 L22 . . . Ln2

. . . . . . . . . . . .

L1n L2n . . . Lnn

 ,

де Lij – лiве ij-е алгебричне доповнення матриця λI+Ak+1. Тодi,(
λI+Ak+1

)−1
Ak =

=
1

det (λI+Ak+1)



n∑
s=1

Ls1a
(k)
s1

n∑
s=1

Ls1a
(k)
s2 . . .

n∑
s=1

Ls1a
(k)
sn

n∑
s=1

Ls2a
(k)
s1

n∑
s=1

Ls2a
(k)
s2 . . .

n∑
s=1

Ls2a
(k)
sn

. . . . . . . . . . . .
n∑

s=1
Lsna

(k)
s1

n∑
s=1

Lsna
(k)
s2 . . .

n∑
s=1

Lsna
(k)
sn


.

За означенням лiвого алгебричного доповнення, маємо

Ad = lim
λ→0


cdet1(λI+Ak+1)

.1
(a(k).1 )

det(λI+Ak+1)
. . .

cdet1(λI+Ak+1)
.1
(a(k).n )

det(λI+Ak+1)

. . . . . . . . .

cdetn(λI+Ak+1)
.n
(a(k).1 )

det(λI+Ak+1)
. . .

cdetn(λI+Ak+1)
.n
(a(k).n )

det(λI+Ak+1)

 . (2.79)
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За Теоремою 1.17,

det
(
λI+Am+1

)
= λn + d1λ

n−1 + d2λ
n−2 + . . .+ dn,

де ds =
∑

β∈Js, n

∣∣Ak+1
∣∣β
β

- сума головних мiнорiв матрицi Ak+1 порядку s для всiх

s = 1, . . . , n− 1 i dn = detAk+1.

Оскiльки, rankAk+1 = rankAk = r, тодi dn = dn−1 = . . . = dr+1 = 0. Звiдси

випливає, що det
(
λI+Ak+1

)
= λn + d1λ

n−1 + d2λ
n−2 + . . .+ drλ

n−r.

Використовуючи (2.73), одержимо

cdeti
(
λI+Ak+1

)
.i

(
a
(k)
.j

)
= c

(ij)
1 λn−1 + c

(ij)
2 λn−2 + . . .+ c(ij)n

для всiх i, j = 1, . . . , n. Тут

c(ij)s =
∑

β∈Js, n{i}

cdeti

(
(Ak+1). i

(
a
(k)
.j

))β
β
, c(ij)n = cdeti

(
Ak+1

)
.i

(
a
(k)
.j

)
для всiх s = 1, . . . , n− 1.

Доведемо, що c(ij)k = 0, коли k ≥ r + 1 для всiх i, j = 1, . . . , n.

За Лемою 2.21 маємо
(
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

)
≤ r, тодi матриця

(
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

)
має не

бiльше r лiнiйно незалежних справа стовпцiв. Розглянемо
(
(Ak+1). i

(
a
(k)
.j

))β
β
,

коли β ∈ Js,n{i}. Це є головна пiдматриця матрицi
(
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

)
порядку

s ≥ r + 1. Викресливши її i-i рядки та стовпцi, одержимо головну пiдматрицю

порядку s− 1 матрицi Ak+1. Позначимо її M.

Можливi наступнi випадки.

1. Нехай s = r + 1 i detM ̸= 0. У цьому випадку стовпцi матрицi M є

лiнiйно незалежними справа. Доповнення їх по однiй координатi до векторiв

матрицi
((

Ak+1
)
. i

(
a
(k)
.j

))
β
β збереже їх лiнiйну незалежнiсть справа. Отже, вони

є базисом правого векторного простору стовпцiв матрицi
((

Ak+1
)
. i

(
a
(k)
.j

))β
β

та

i-ий стовпець є правою лiнiйною комбiнацiєю його базисних стовпцiв. За Лемою

1.11 з цього маємо, що cdeti
((

Ak+1
)
. i

(
a
(k)
.j

))β
β
= 0, коли β ∈ Js,n{i} та s = r+1.

2. Якщо s = r + 1 та detM = 0, тодi p, (p < s), є базисними для правого

стовпцевого простору RM та простору матрицi
((

Ak+1
)
. i

(
a
(k)
.j

))β
β
. Отже, за

Зауваженням 1.8 та Лемою 1.11, одержимо cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

))β
β
= 0.
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Якщо s > r+1, тодi за Зауваженням 1.8 випливає, що detM = 0 i p, (p < r),

стовпцiв є базисними для обох матриць M i
((

Ak+1
)
. i

(
a
(k)
.j

))β
β
. Отже, за Лемою

1.11, маємо cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

))β
β
= 0.

Таким чином, у всiх випадках

cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

))β
β
= 0,

коли β ∈ Js,n{i} i r + 1 ≤ s < n. З цього випливає, якщо r + 1 ≤ s < n, тодi

c(ij)s =
∑

β∈Js, n{i}

cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

))β
β
= 0,

c(ij)n =cdeti
(
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

)
= 0, i, j = 1, . . . , n.

Отже, cdeti
(
λI+Ak+1

)
. i

(
a
(k)
. j

)
= c

(ij)
1 λn−1 + c

(ij)
2 λn−2 + . . . + c

(ij)
r λn−r для всiх

i, j = 1, . . . , n. Замiнивши цi значення в матрицi (2.79), одержимо

Ad =lim
λ→0


c
(11)
1 λn−1+...+c

(11)
r λn−r

λn+d1λn−1+...+drλn−r . . . c
(1n)
1 λn−1+...+c

(1n)
r λn−r

λn+d1λn−1+...+drλn−r

. . . . . . . . .

c
(n1)
1 λn−1+...+c

(n1)
r λn−r

λn+d1λn−1+...+drλn−r . . . c
(nn)
1 λn−1+...+c

(nn)
r λn−r

λn+d1λn−1+...+drλn−r

 =


c
(11)
r

dr
. . . c

(1n)
r

dr

. . . . . . . . .

c
(n1)
r

dr
. . . c

(nn)
r

dr

 .
Тут c(ij)r =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

))β
β

i dr =
∑

β∈Jr, n

∣∣Ak+1
∣∣β
β
. Таким чином,

ми отримали визначникове зображення матрицi Ad за формулою (2.77).

Визначникове зображення (2.78) доводиться аналогiчно.

Наступнi наслiдки дають визначниковi зображення групової оберненої A#

та проективних матриць AdA та AAd, вiдповiдно.

Наслiдок 2.6. Якщо IndA = 1 i rankA2 = rankA = r ≤ n для ермiтової

матрицi A ∈ Hn×n, тодi групова обернена A# =
(
a#ij

)
n×n

має визначниковi

зображення:

a#ij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti
((
A2
)
. i
(a.j)

)β
β∑

β∈Jr, n
|A2|ββ

=

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj
(
(A2)j . (ai. )

)α
α∑

α∈Ir, n
|A2|αα

.

Доведення. Доведення очевидно випливає з Теореми 2.10, поклавши k = 1.
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Наслiдок 2.7. Якщо IndA = k i rankAk+1 = rankAk = r ≤ n для ермiтової

матрицi A ∈ Hn×n, тодi

AdA =


∑

β∈Jr, n{i}
cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k+1)
.j

))β
β∑

β∈Jr, n
|Ak+1|ββ


n×n

, (2.80)

AAd =


∑

α∈Ir,n{j}
rdetj

(
(Ak+1)j .(a

(k+1)
i. )

)α
α∑

α∈Ir, n
|Ak+1|αα


n×n

. (2.81)

Доведення. Спочатку доведемо (2.80). Нехай AdA =: (vij)n×n. Використовуючи

визначникове зображення (2.77) для Ad, одержимо

vij =
∑
s

adisasj =
∑
s

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.s

))β
β∑

β∈Jr, n
|Ak+1|ββ

· asj.

Оскiльки,
∑
s
a
(k)
.s asj = a

(k+1)
.j , то звiдси слiдує(2.80).

Аналогiчно доведемо (2.81), використовуючи визначникове зображення (2.78)

для Ad.

2.3.3. Визначниковi зображення матрицi Дразiна для довiльної

кватернiонової матрицi. Для довiльної матрицi A ∈ M(n,H) з IndA = k

та rankAk+1 = rankAk = r, ми не можемо застосувати метод, який викори-

стали для ермiтових матриць тому, що лема про аналоги характеристичного

многочлена для довiльних кватернiонових матриць, в загальному, не виконує-

ться. Має мiсце наступне представлення оберненої матрицi Дразiна, яке можна

узагальнити з множини комплексних матриць (див. [22]) до кватернiонових на-

ступним чином.

Лема 2.25. Якщо A ∈ M(n,H) з IndA = k, тодi

Ad = Ak(A2k+1)†Ak. (2.82)

Застосовуючи представлення (2.82) до узагальненої оберненої матрицi Дра-
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зiна A =
(
adij
)
, одержимо

adij =
n∑

s=1

n∑
t=1

a
(k)
it

(
a
(2k+1)
ts

)†
a
(k)
sj (2.83)

для всiх i, j = 1, . . . , n. Позначимо â.j – j-й стовпець матрицi (A2k+1)∗Ak =:

Â = (âij) ∈ Hn×n для всiх s = 1, . . . , n. З того, що
∑
s

(
a
(2k+1)
. s

)∗
a
(k)
sj = â. j,

та використавши (2.7) для визначникового зображення узагальненої оберненої

Мура-Пенроуза (A2k+1)†, одержимо

n∑
s=1

(
a
(2k+1)
ts

)†
a
(k)
sj =

n∑
s=1

∑
β∈Jr, n{t}

cdett

(((
A2k+1

)∗
A2k+1

)
. t

(
a
(2k+1)
.s

)∗)β
β∑

β∈Jr, n

∣∣(A2k+1)
∗
A2k+1

∣∣β
β

· a(k)sj =

=

∑
β∈Jr, n{t}

cdett
(((

A2k+1
)∗

A2k+1
)
. t
(â. j)

)β
β∑

β∈Jr, n

∣∣(A2k+1)
∗
A2k+1

∣∣β
β

.

Отже, узагальнена обернена матриця Дразiна Ad має визначникове зображення

adij =

n∑
t=1

a
(k)
it

∑
β∈Jr, n{t}

cdett
(((

A2k+1
)∗

A2k+1
)
. t
(â. j)

)β
β∑

β∈Jr, n

∣∣(A2k+1)
∗
A2k+1

∣∣β
β

, (2.84)

для всiх i, j = 1, . . . , n.

Позначимо ǎi. – i-й рядок матрицi Ak(A2k+1)∗ =: Ǎ = (ǎij) ∈ Hn×n для

всiх t = 1, . . . , n. З того, що a(k)it

∑
t

(
a
(2k+1)
t .

)∗
= ǎi . та використавши (2.8) для

визначникового зображення узагальненої оберненої Мура-Пенроуза (A2k+1)†,

одержимо

n∑
t=1

a
(k)
it

(
a
(2k+1)
ts

)†
=

n∑
t=1

a
(k)
it ·

∑
α∈Ir, n{s}

rdets

((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
s .

(
a
(2k+1)
t.

)∗)α
α∑

α∈Ir, n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α

=

=

∑
α∈Ir, n{s}

rdets
((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
s.
(ǎi .)

)
α
α∑

α∈Ir, n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α
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Таким чином, узагальнена обернена матриця Дразiна Ad володiє також насту-

пним визначниковим зображенням,

adij =

n∑
s=1

( ∑
α∈Ir, n{s}

rdets
((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
s .
(ǎi .)

)α
α

)
a
(k)
sj∑

α∈Ir, n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α

(2.85)

для всiх i, j = 1, . . . , n.

Ми довели

Теорема 2.11. Якщо A ∈ M(n,H) з IndA = k i rankAk+1 = rankAk = r, то-

дi її узагальнена обернена матриця Дразiна Ad має визначниковi зображення

(2.84) та (2.85).

З Теореми 2.11 очевидно слiдує наслiдок про визначниковi зображення гру-

пової оберненої A# для довiльної матрицi A ∈ M(n,H).

Наслiдок 2.8. Якщо A ∈ M(n,H) з IndA = 1 i rankA2 = rankA = r, тодi

її групова обернена матриця A# = (a#ij) має визначниковi зображення

a#ij =

n∑
t=1

ait
∑

β∈Jr, n{t}
cdett

(((
A3
)∗

A3
)
. t
(â. j)

)β
β∑

β∈Jr, n
|(A3)∗A3|ββ

= (2.86)

=

n∑
s=1

( ∑
α∈Ir, n{s}

rdets
((
A3
(
A3
)∗)

.s
(ǎi .)

)α
α

)
asj∑

α∈Ir, n
|A3 (A3)∗|αα

(2.87)

для всiх i, j = 1, . . . , n.

2.3.4. Визначниковi зображення матрицi Дразiна над полем ком-

плексних чисел. Для узагальненої оберненої матрицi Дразiна Ad довiльної

матрицi A ∈ Cn×n над полем комплексних чисел мають мiсце Лема 2.20 про

граничнi зображення, Леми 2.72 та 2.22 про ранги матриць. В Лемах 2.23 та
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2.24 про аналоги характеристичного полiнома, покладемо, вiдповiдно,

c(ij)n =
∣∣∣(Ak+1

)
. i

(
a
(k)
. j

)∣∣∣ , c(ij)l =
∑

β∈Jl, n{i}

∣∣(Ak+1
)
. i

(
ak. j
)∣∣β

β
,

r(ij)n =
∣∣∣(Ak+1

)
j .

(
a
(k)
i.

)∣∣∣ , r(ij)l =
∑

α∈Il,n{j}

∣∣∣(Ak+1)j .

(
a
(k)
i.

)∣∣∣α
α

для всiх l = 1, . . . , n− 1 та i, j = 1, . . . , n, i одержимо наступну лему.

Лема 2.26. Якщо A ∈ Cn×n i λ ∈ R, тодi

det
((
λIn +Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

))
=c

(ij)
1 λn−1 + c

(ij)
2 λn−2 + · · ·+ c(ij)n ,

det
(
(λIn +Ak+1)j .(a

(k)
i. )
)
=r

(ij)
1 λn−1 + r

(ij)
2 λn−2 + · · ·+ r(ij)n .

Опираючись на граничнi зображення Леми 2.20, 2.72, 2.22 та 2.26 одержимо

теорему про визначниковi зображення зваженої узагальненої оберненої матрицi

Дразiна над полем комплексних чисел.

Теорема 2.12. Якщо A ∈ Cn×n з IndA = k i rankAk+1 = rankAk = r, тодi

її узагальнена обернена матриця Дразiна Ad =
(
adij
)
∈ Cn×n має наступнi

визначниковi зображення

adij =

∑
β∈Jr, n{i}

∣∣∣(Ak+1
)
. i

(
a
(k)
.j

)∣∣∣β
β∑

β∈Jr, n
|Ak+1|ββ

= (2.88)

=

∑
α∈Ir,n{j}

∣∣∣(Ak+1)j .(a
(k)
i. )
∣∣∣α
α∑

α∈Ir, n
|Ak+1|αα

. (2.89)

Лема 2.27. Якщо A ∈ Cn×n з IndA = 1 i rankA2 = rankA = r, тодi її

групова обернена A# =
(
a#ij

)
∈ Cn×n має наступнi визначниковi зображення

a#ij =

∑
β∈Jr, n{i}

∣∣(A2
)
. i
(a.j)

∣∣β
β∑

β∈Jr, n
|A2|ββ

=

∑
α∈Ir,n{j}

∣∣(A2)j .(ai. )
∣∣α
α∑

α∈Ir, n
|A2|αα

. (2.90)
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Порiвнюючи отриманi визначниковi зображення матрицi Дразiна для ком-

плексних матриць з визначниковим зображення (1.30) не важко вiдмiтити їх

простiшу конструкцiю та бiльшу аплiкабельнiсть. Новизна i актуальнiсть отри-

маних визначникових зображень комплексної матрицi Дразiна пiдтверджується

публiкацiями [101,110].

2.3.5. Приклад визначникового зображення матрицi Дразiна. Роз-

глянемо матрицю

A =


i j k

1 −k j

1 0 i

 . (2.91)

Оскiльки,

A∗A =


3 −2k i+ 2j

2k 2 −2i

−i+ 2j 2i 3

 , A2 =


−1 + j+ k −i+ k −1

i+ j− k −1 + j i

2i j −1 + k

 ,

(A2)∗A2 =


10 2 + 2j− 6k 2 + 2i+ 4j+ 2k

2− 2j+ 6k 5 −3i+ j+ 2k

2− 2i− 4j− 2k 3− j− 2k 4

 ,

detA∗A =det(A2)∗A2 = 0, |A∗A|22 = det

 3 −2k

2k 2

 = 2,

∣∣∣(A∗)2A2
∣∣∣2
2
=det

 10 2 + 2j− 6k

2− 2j+ 6k 5

 = 6,

тодi згiдно iз Зауваженням 1.8, r = rankA = 2 i, за Означенням 2.4, Ind A = 1.

Так як задана матриця A не є ермiтовою, то будемо шукати її узагальнену

обернену матрицю Дразiна за формулою (2.84). Звiдси,

(A3)∗A3 =


23 2 + 3i+ 5j− 17k 8 + 4i+ 15j+ 2k

2− 3i− 5j+ 17k 15 3− 13i+ 2j+ 5k

8− 4i− 15j− 2k 3 + 13i− 2j− 5k 15

 ,
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∑
β∈J2, 3

∣∣(A3)∗A3
∣∣β
β
=det

 23 2 + 3i+ 5j− 17k

2− 3i− 5j+ 17k 15

+

+det

 15 3− 13i+ 2j+ 5k

3 + 13i− 2j− 5k 15

+

+det

 23 8 + 4i+ 15j+ 2k

8− 4i− 15j− 2k 15

 = 72.

Оскiльки,

Â = (A3)∗A =


−7− 2i− j+ k 2− 2j+ 4k −5i− 5j− k

−2 + i− 6k −4 + 2k −1 + 4i− 4j

−3− i+ 5j −4i− 2j+ 2k −5− i− 2j− 3k

 ,

(
(A3)∗A3

)
. 1
(â . 1) =


−7− 2i− j+ k 2 + 3i+ 5j− 17k 8 + 4i+ 15j+ 2k

−2 + i− 6k 15 3− 13i+ 2j+ 5k

−3− i+ 5j 3 + 13i− 2j− 5k 15

 ,
тодi одержимо

ad11 =

3∑
t=1

a1t
∑

β∈J2, 3{t}
cdett

((
A3
)∗

A3). t

(
d̂. 1

))β
β∑

β∈J2, 3
|(A3)∗A3|ββ

=

=
i

72
cdet1

−7− 2i− j+ k 2 + 3i+ 5j− 17k

−2 + i− 6k 15

+

+
i

72
cdet1

−7− 2i− j+ k 8 + 4i+ 15j+ 2k

−3− i+ 5j 15

+

+
j

72
cdet1

 23 −7− 2i− j+ k

2− 3i− 5j+ 17k −2 + i− 6k

+

+
j

72
cdet1

−2 + i− 6k 3− 13i+ 2j+ 5k

−3− i+ 5j 15

+

+
k

72
cdet2

 23 −7− 2i− j+ k

8− 4i− 15j− 2k −3− i+ 5j

+
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+
k

72
cdet2

 15 −2 + i− 6k

3 + 13i− 2j− 5k −3− i+ 5j

 =
1

9
(−1− 5i− j)

Продовжуючи аналогiчно, одержимо

Ad =
1

9


−1− 5i− j −2 + i− 3j − 2k 3 + 3i− 3k

−5 + i+ k 1 + 2i+ 2j+ 3k 3− 3i− 3j

2 + 2i− 3j− k 2 + i− 2j− 6k −3− 6i+ 3j

 .

2.4. Кватернiонова зважена матриця Дразiна та її визначниковi

зображення

2.4.1. Означення та властивостi кватернiонової W-зваженої ма-

трицi Дразiна. Клайн i Гревiлл [34] розширили поняття узагальненої обер-

неної комплексної матрицi Дразiна для квадратної матрицi до матрицi Дразiна

для прямокутної матрицi, яке можна узагальнити для кватернiонової алгебри

наступним чином.

Означення 2.5. Для A ∈ Hm×n i W ∈ Hn×m, W-зважена обернена Дразiна

до A з вагою W є єдиним розв’язком рiвнянь,

(AW)k+1XW = (AW)k, XWAWX = X, AWX = XWA,

де k = max{Ind(AW), Ind(WA)}. Позначається як X = Ad,W.

Властивостi комплексної W-зваженої узагальненої оберненої матрицi Дразi-

на були дослiдженi, зокрема, у роботах [34, 183, 261–263, 281]. Бiльшiсть з них

можуть без додаткових умов бути узагальненi для матриць над тiлом кватер-

нiонiв H. Вiдмiтимо тi з них, якi будуть використовуватися в подальшому.

Лема 2.28. [34] Нехай матрицi A ∈ Hm×n, W ∈ Hn×m з iндексом k =

max{Ind(AW), Ind(WA)}, тодi
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Ad,W =A
(
(WA)d

)2
= (2.92)

=
(
(AW)d

)2
A, (2.93)

Ad,WW =(WA)d, (2.94)

WAd,W =(AW)d. (2.95)

Розглянемо загальнi алгебраїчнi структури (ЗАС) матриць A ∈ Hm×n, W ∈

Hn×m (див., напр. [262,281]). Нехай A† ∈ Hn×m, W† ∈ Hm×n – узагальненi обер-

ненi матрицi Мура-Пенроуза та Ad,W ∈ Hm×n – зважена узагальнена обернена

матриця Дразiна з iндексом k = max{Ind(AW), Ind(WA)} . Нехай iснують

матрицi L ∈ Hm×m та Q ∈ Hn×n такi, що

A = L

A11 0

0 A22

Q−1, W = Q

W11 0

0 W22

L−1.

Тодi

A† = Q

A−1
11 0

0 0

L−1, W† = L

W−1
11 0

0 0

Q−1,

Ad,W = L

(W11A11W11)
−1 0

0 0

Q−1,

де L, Q, A11, W11 є оборотними матрицями, а матрицi A22W22, W22A22 –

нiльпотентними.

Наступна теорема, що була доведена [281] для комплексних матриць, анало-

гiчно може бути доведена i для матриць над тiлом кватернiонiв H.

Теорема 2.13. Нехай матрицi A ∈ Hm×n i W ∈ Hn×m такi, що A22W22

та W22A22 є нiльпотентними матрицями iндексу k в їх ЗАС. Тодi зваже-

ну узагальнену обернену матрицю Дразiна для матрицi A по вiдношенню до

W можна подати матричним виразом, що мiстить узагальнену обернену

матрицю Мура-Пенроуза,

Ad,W =
{
(AW)k

[
(AW)2k+1

]†
(AW)k

}
W†, (2.96)

де k = max{Ind(AW), Ind(WA)}.
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Наступна теорема дає iнше зображення зваженої узагальненої оберненої ма-

трицi Дразiна в термiнах матрицi Мура-Пенроуза.

Теорема 2.14. Нехай A ∈ Hm×n та W ∈ Hn×m такi, що A22W22 та W22A22 є

нiльпотентними матрицями iндексу k в їх ЗАС. Тодi W-зважена узагальнена

обернена матриця Дразiна для матрицi A по вiдношенню до W може бути

подана наступним чином

Ad,W = W†
{
(WA)k

[
(WA)2k+1

]†
(WA)k

}
, (2.97)

де k = max{Ind(AW), Ind(WA)}.

Доведення. Оскiльки матриця W22A22 є нiльпотентною матрицею iндексу k, то-

дi виходячи з ЗАС матриць A, W та їх узагальнених обернених Мура-Пенроуза,

маємо наступнi канонiчнi жордановi форми

WA = Q

W11A11 0

0 W22A22

Q−1, (WA)k = Q

(W11A11)
k 0

0 0

Q−1,

[
(WA)2k+1

]†
= Q

(W11A11)
−2k−1 0

0 0

Q−1.

Перемноживши матрицi W†
{
(WA)k

[
(WA)2k+1

]†
(WA)k

}
одержимо,

W†
{
(WA)k

[
(WA)2k+1

]†
(WA)k

}
=

L

W−1
11 0

0 0

(W11A11)
k 0

0 0

(W11A11)
−2k−1 0

0 0

(W11A11)
k 0

0 0

Q−1 =

L

W−1
11 (W11A11)

k(W11A11)
−2k−1(W11A11)

k 0

0 0

Q−1 =

L

W−1
11 (W11A11)

−1 0

0 0

Q−1 =

L

(W11A11W11)
−1 0

0 0

Q−1 = Ad,W.
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2.4.2. Визначниковi зображення W-зваженої матрицi Дразiна з

використанням визначникових зображень матрицi Дразiна. Позначи-

мо AW = V = (vij) ∈ Hm×m i WA = U = (uij) ∈ Hn×n.

Теорема 2.15. Нехай A ∈ Hm×n, W ∈ Hn×m, k = max{IndV, IndU}. Тодi для

Ad,W =
(
ad,Wij

)
∈ Hm×n маємо:

(i) якщо rankUk+1 = rankUk = r,

ad,Wij =

n∑
s=1

( ∑
α∈Ir, n{s}

rdets

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
s.
(ϕ̃i .)

)α
α

)
u
(k)
sj( ∑

α∈Ir, n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

)2 , (2.98)

де ϕ̃i . - i-й рядок Φ̃ := AΦU2k(U2k+1)∗ ∈ Hm×n, i Φ = (ϕiq) ∈ Hn×n така, що

ϕlq =
∑

α∈Ir, n{q}

rdetq

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
q.
(ǔl.)

)α

α

i ǔl. - l-й рядок Uk(U2k+1)∗ =: Ǔ ∈ Hn×n;

(ii) якщо rankVk+1 = rankVk = r,

ad,Wij =

m∑
t=1

v
(k)
it

∑
β∈Jr,m{t}

cdett

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. t

(
ψ̃. j

))β
β( ∑

β∈Jr,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

)2 (2.99)

де ψ̃. j - j-й стовпець Ψ̃ := (V2k+1)∗V2kΨA ∈ Hm×n, i Ψ = (ψst) ∈ Hm×m така,

що

ψst =
∑

β∈Jr,m{s}

cdets

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. s
(v̂.t)

)β
β

i v̂.t - j-й стовпець (V2k+1)∗Vk =: V̂ ∈ Hm×m.

Доведення. (i) Нехай r = rankUk+1 = rankUk, тодi за Теоремою 2.10, уза-

гальнену обернену матрицю Дразiна Ud =
(
udij
)

можна подати як

udij =

n∑
s=1

( ∑
α∈Ir, n{s}

rdets
((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
.s
(ǔi .)

)α
α

)
u
(k)
sj∑

α∈Ir, n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

(2.100)
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де ǔi. є i-м рядком матрицi Uk(U2k+1)∗ =: Ǔ = (ǔij) ∈ Hn×n для всiх i, j =

1, . . . , n. Тодi, елементи матрицi
(
Ud
)2

=
(
(udij)

(2)
)

знаходяться як

(udij)
(2) =

n∑
p=1

udipu
d
pj =

=
n∑

p=1

n∑
s=1

( ∑
α∈Ir, n{s}

rdets
((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
. s
(ǔi .)

)α
α

)
u
(k)
sp∑

α∈Ir, n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

×

×

n∑
t=1

( ∑
α∈Ir, n{t}

rdett
((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
. t
(ǔp .)

)α
α

)
u
(k)
tj∑

α∈Ir, n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

=

=

n∑
s=1

( ∑
α∈Ir, n{s}

rdets
((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
. s
(ǔi .)

)α
α

)
∑

α∈Ir, n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

×

×

n∑
t=1

( ∑
α∈Ir, n{t}

rdett
((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
. t
(ũs .)

)α
α

)
u
(k)
tj∑

α∈Ir, n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

,

де ũs . – s-й рядок матрицi U2k(U2k+1)∗ =: Ũ = (ũij) ∈ Hn×n. Позначимо

ϕis =
∑

α∈Ir, n{s}

rdets

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
. s
(ǔi .)

)α
α
, (2.101)

тодi

(udij)
(2) =

n∑
s=1

ϕis
n∑

t=1

( ∑
α∈Ir, n{t}

rdett
((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
. t
(ũs .)

)α
α

)
u
(k)
tj( ∑

α∈Ir, n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

)2 =

=

n∑
t=1

( ∑
α∈Ir, n{t}

rdett

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
. t
(ϕ

(1)
i. )
)α
α

)
u
(k)
tj( ∑

α∈Ir, n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

)2 , (2.102)
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де ϕ(1)
i . є i-м рядком матрицi Φ1 := ΦU2k

(
U2k+1

)∗, при цьому елементи матри-

цi Φ = (ϕis) знаходяться за формулою (2.101). Використовуючи зображення

зваженої узагальненої оберненої матрицi Дразiна (2.92), маємо

ad,Wij =
n∑

q=1

aiq
(
udqj
)(2)

. (2.103)

Пiдставивши (2.102) в (2.103), одержимо визначникове зображення (2.98).

(ii) Нехай тепер r = rankVk+1 = rankVk, тодi за Теоремою 2.10 матрицю

Дразiна Vd =
(
vdij
)

можна подати як

vdij =

m∑
t=1

v
(k)
it

∑
β∈Jr,m{t}

cdett
((
V2k+1

)∗ (
V2k+1

)
. t
(v̂. j)

)β
β∑

β∈Jr,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

, (2.104)

де v̂. j є j-м стовпцем матрицi V̂ :=
(
V2k+1

)∗
Vk = (v̂ij) ∈ Hm×m для всiх

i, j = 1, . . . , n. Елементи матрицi
(
Vd
)2

=
(
(vdij)

(2)
)

знайдемо як

(vdij)
(2) =

m∑
p=1

vdipv
d
pj =

m∑
p=1

m∑
t=1

v
(k)
it

∑
β∈Jr,m{t}

cdett
((
V2k+1

)∗ (
V2k+1

)
. t
(v̂. p)

)β
β∑

β∈Jr,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

×

×

m∑
s=1

v
(k)
ps

∑
β∈Jr,m{s}

cdets
((
V2k+1

)∗ (
V2k+1

)
. s
(v̂. j)

)β
β∑

β∈Jr,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

=

=

m∑
t=1

v
(k)
it

∑
β∈Jr,m{t}

cdett
((
V2k+1

)∗ (
V2k+1

)
. t
(ṽ. s)

)β
β∑

β∈Jr,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

×

×

m∑
s=1

∑
β∈Jr,m{s}

cdets
((
V2k+1

)∗ (
V2k+1

)
. s
(v̂. j)

)β
β∑

β∈Jr,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

,

де ṽ. s – s-й стовпець матрицi Ṽ :=
(
V2k+1

)∗
V2k = (ṽij). Позначимо

ψsj :=
∑

β∈Jr,m{s}

cdets

((
V2k+1

)∗ (
V2k+1

)
. s
(v̂. j)

)β
β
, (2.105)



154

тодi

(vdij)
(2) =

m∑
t=1

m∑
s=1

v
(k)
it

∑
β∈Jr,m{t}

cdett
(((

V2k+1
)∗

V2k+1
)
. t
(ṽ. s)

)β
β
ψsj( ∑

β∈Jr,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

)2 =

=

m∑
t=1

v
(k)
it

∑
β∈Jr,m{t}

cdett

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. t

(
ψ
(1)
.j

))β
β( ∑

β∈Jr,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

)2 , (2.106)

де ψ(1)
.j є j-м стовпцем матрицi Ψ1 :=

(
V2k+1

)∗
V2kΨ, при цьому елементи ма-

трицi Ψ = (ψsj) знаходяться за формулою (2.105). Використовуючи зображення

зваженої узагальненої оберненої матрицi Дразiна (2.93), маємо

ad,Wij =
n∑

q=1

(vdiq)
(2)aqj. (2.107)

Пiдставивши (3.36) в (2.107), одержимо визначникове зображення (2.99).

2.4.3. Визначниковi зображення W-зваженої матрицi Дразiна з

використанням визначникових зображень матрицi Мура-Пенроуза.

Використовуючи (2.96), W-зважену обернену матрицю Дразiна Ad,W = (ad,Wij )

можна подати наступним чином

ad,Wij =
m∑
s=1

m∑
t=1

m∑
l=1

v
(k)
is

(
v
(2k+1)
st

)†
v
(k)
tl w

†
lj (2.108)

для всiх i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Позначимо w̌t. – t-й рядок матрицi VkW∗ =:

W̌ = (w̌ij) ∈ Hm×n для всiх t = 1, . . . ,m. Застосувавши визначникове зображе-

ння (2.8) для матрицi W† i з того, що
∑
l

v
(k)
tl w∗

l . = w̌t ., випливає наступне

m∑
l=1

v
(k)
tl w

†
lj =

m∑
l=1

v
(k)
tl ·

∑
α∈Ir1, n{j}

rdetj (WW∗)j. (w
∗
l.)

α
α∑

α∈Ir1, n
|WW∗|αα

=

=

∑
α∈Ir1, n{j}

rdetj

(
(WW∗)j . (w̌t.)

)α
α∑

α∈Ir1, n
|WW∗|αα

, (2.109)
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де r1 = rankW. Позначимо v̌i. як i-й рядок матрицi Vk(V2k+1)∗ =: V̌ = (v̌ij) ∈

Hm×m для i = 1, . . . ,m. Застосувавши визначникове зображення (2.8) для ма-

трицi (V2k+1)† та з того, що
∑
s
v
(k)
is

(
v
(2k+1)
s .

)∗
= v̌i ., маємо

m∑
s=1

v
(k)
is

(
v
(2k+1)
st

)†
=

m∑
s=1

v
(k)
is ·

∑
α∈Ir,m{t}

rdett

((
V2k+1

(
V2k+1

)∗)
t.

(
v
(2k+1)
s.

)∗)α
α∑

α∈Ir,m

∣∣V2k+1 (V2k+1)
∗∣∣α

α

=

=

∑
α∈Ir,m{t}

rdett
((
V2k+1

(
V2k+1

)∗)
t.
(v̌i .)

)
α
α∑

α∈Ir,m

∣∣V2k+1 (V2k+1)
∗∣∣α

α

, (2.110)

де r = rank k+1 = rank k. Пiдставивши(2.109) та (2.110) в (2.108), одержимо

ad,Wij =

=

m∑
t=1

∑
α∈Ir,m{t}

rdett
((
V2k+1

(
V2k+1

)∗)
t.
(v̌i .)

)α
α

∑
α∈Ir1, n{j}

rdetj

(
(WW∗)j . (w̌t.)

)α
α∑

α∈Ir,m

∣∣V2k+1 (V2k+1)
∗∣∣α

α

∑
α∈Ir1, n

|WW∗|αα
.

Позначимо

υit :=
∑

α∈Ir,m{t}

rdett

((
V2k+1

(
V2k+1

)∗)
t.
(v̌i .)

)α
α

(2.111)

i побудуємо матрицю Υ = (υit). Нехай Υ̃ := ΥW̌ = ΥVkW∗. З того, що
m∑
t=1

υitw̌t. = υ̃i. одержимо визначникове зображення

ad,Wij =

∑
α∈Ir1, n{j}

rdetj

(
(WW∗)j . (υ̃i.)

)α
α∑

α∈Ir,m

∣∣V2k+1 (V2k+1)
∗∣∣α

α

∑
α∈Ir1, n

|WW∗|αα
. (2.112)

Таким чином, ми довели теорему.

Теорема 2.16. Нехай матрицi A ∈ Hm×n i W ∈ Hn×m
r1

з iндексом k =

max{Ind(AW), Ind(WA)} та r = rank(AW)k+1 = rank(AW)k. Тодi W-зважена

узагальнена обернена матриця Дразiна для матрицi A по вiдношенню до W

має визначникове зображення (2.112), де υ̃i. – i–й рядок матрицi Υ̃ = ΥVkW∗,

V = AW i Υ = (υit) така, що υit знаходиться за формулою (2.111).



156

Має мiсце також наступна теорема.

Теорема 2.17. Нехай матрицi A ∈ Hm×n i W ∈ Hn×m
r1

з iндексом k =

max{Ind(AW), Ind(WA)} та r = rank(WA)k+1 = rank(WA)k. Тодi W-зважена

узагальнена обернена матриця Дразiна для матрицi A по вiдношенню до W

має визначникове зображення

ad,Wij =

∑
β∈Jr1,m{i}

cdeti ((W
∗W).i (ω̃.j))

β
β∑

β∈Jr1,m
|W∗W|ββ

∑
β∈Jr, n

∣∣(U2k+1)
∗
U2k+1

∣∣β
β

, (2.113)

де ω̃.j – j-й стовпець матрицi Ω̃ = W∗UkΩ i матриця Ω = (ωtj) така, що

ωtj шукаємо за формулою (2.118).

Доведення. Використовуючи (2.97), довiльний елемент W-зваженої узагальне-

ної оберненої матрицi Дразiна Ad,W може бути поданий як

ad,Wij =
n∑

s=1

n∑
t=1

n∑
l=1

w†
isu

(k)
st

(
u
(2k+1)
tl

)†
u
(k)
lj (2.114)

для всiх i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Позначимо через ŵ.t – t-й стовпець ма-

трицi W∗Uk =: Ŵ = (ŵij) ∈ Hm×n для довiльного t = 1, . . . , n. З того, що∑
t
w∗

.su
(k)
st = ŵ.t та використовуючи визначникове зображення (2.7) для уза-

гальненої оберненої Мура-Пенроуза W†, одержимо

n∑
s=1

w†
isu

(k)
st =

n∑
s=1

∑
β∈Jr1,m{i}

cdeti (W
∗W).i (w

∗
.s)

β
β∑

β∈Jr1,m
|W∗W|ββ

· u(k)st =

=

∑
β∈Jr1,m{i}

cdeti ((W
∗W).i (ŵ.t))

β
β∑

β∈Jr1,m
|W∗W|ββ

, (2.115)

де r1 = rankW. Позначимо û.j – j-й стовпець матрицi (U2k+1)∗Uk =: Û =

(ûij) ∈ Hn×n для довiльного j = 1, . . . , n. Застосувавши визначникове зображе-
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ння (2.8) для матрицi
(
U2k+1

)† та з того, що
∑
l

(
u
(2k+1)
.l

)∗
u
(k)
lj = û.j, випливає

n∑
l=1

(
u
(2k+1)
tl

)†
u
(k)
lj =

n∑
l=1

∑
β∈Jr, n{t}

cdett

(((
U2k+1

)∗
U2k+1

)
.t

(
u
(2k+1)
.l

)∗)β
β∑

β∈Jr, n

∣∣(U2k+1)
∗
U2k+1

∣∣β
β

· u(k)lj =

=

∑
β∈Jr, n{t}

cdett
(((

U2k+1
)∗

U2k+1
)
.t
(û.j)

)β
β∑

β∈Jr, n

∣∣(U2k+1)
∗
U2k+1

∣∣β
β

, (2.116)

де r = rank(AW)k+1 = rank(AW)k. Пiдставивши (2.116) та (2.115) в рiвняння

(2.114), одержимо

ad,Wij =
n∑

t=1

∑
β∈Jr1,m{i}

cdeti ((W
∗W).i (ŵ.t))

β
β

∑
β∈Jr, n{t}

cdett
(((

U2k+1
)∗

U2k+1
)
.t
(û.j)

) β
β∑

β∈Jr1,m

∣∣∣(W∗W)ββ

∣∣∣ ∑
β∈Jr, n

∣∣∣((U2k+1)
∗
U2k+1

)β
β

∣∣∣
(2.117)

де U = WA, Û = (U2k+1)∗Uk та Ŵ = W∗Uk. Позначимо

ωtj :=
∑

β∈Jr, n{t}

cdett

(((
U2k+1

)∗
U2k+1

)
.t
(û.j)

)β
β

(2.118)

i побудуємо матрицю Ω = (ωtj). Нехай Ω̃ := ŴΩ = W∗UkΩ. З того, що
m∑
t=1

ŵ.tωtj = ω̃.j, з рiвняння (2.117) випливає (2.112).

2.4.4. Визначниковi зображення W-зваженої матрицi Дразiна в

особливих випадках. У цьому пунктi розглядаються визначниковi зобра-

ження узагальненої W-зваженої оберненої матрицi Дразiна для A ∈ Hm×n по

вiдношенню до W ∈ Hn×m у особливих випадках, а саме, коли AW = V =

(vij) ∈ Hm×m та WA = U = (uij) ∈ Hn×n є ермiтовими матрицями. Тодi для

визначникових зображень їх узагальнених обернених матриць Дразiна можна

використати формули (2.77) та (2.78).
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Для ермiтової матрицi застосуємо гранично-ранговий метод. Ракошевiч i

Вей [259] отримали граничнi зображення W-зваженого оберненого оператора

Дразiна у банаховому просторi, що враховуючи Зауваження 1.1, можемо уза-

гальнити для кватернiонової W-зваженої узагальненої оберненої матрицi Дра-

зiна наступним чином.

Лема 2.29. Нехай A ∈ Hm×n по вiдношенню до W ∈ Hn×m, тодi

Ad,W =lim
λ→0

(
λIm + (AW)k+2

)−1
(AW)kA = (2.119)

=lim
λ→0

A(WA)k
(
λIn + (WA)k+2

)−1 (2.120)

де λ ∈ R+, та R+ - є множиною дiйсних додатних чисел.

Позначимо через v(k)
.j i v(k)

i. – j-й стовпець та i-й рядок матрицi Vk, вiдповiдно.

Позначимо також V̄k := (AW)kA ∈ Hm×n та W̄ := WAW ∈ Hn×m.

Лема 2.30. Якщо AW = V = (vij) ∈ Hm×m з iндексом IndV = k, тодi

rank
(
Vk+2

)
. i

(
v̄
(k)
.j

)
≤ rank

(
Vk+2

)
. (2.121)

Доведення. Очевидно, що Vk+2 = V̄kW̄. Нехай Pi s (−w̄j s) ∈ Hm×m, (s ̸= i) є

матрицею, (i, s)-м елементом якої є −w̄j s, всi дiагональнi елементи є 1, а всi

решта елементiв є 0. Матриця Pi s (−w̄j s), (s ̸= i), є матрицею елементарного

перетворення. З цього випливає, що

(
Vk+2

)
. i

(
v̄
(k)
. j

)
·
∏
s̸=i

Pi s (−w̄j s) =


∑
s̸=j

v̄
(k)
1s w̄s1 . . . v̄

(k)
1j . . .

∑
s̸=j

v̄
(k)
1s w̄sm

. . . . . . . . . . . . . . .∑
s̸=j

v̄
(k)
msw̄s1 . . . v̄

(k)
mj . . .

∑
s̸=j

v̄
(k)
msw̄sm


i−й

.

Маємо наступну факторизацiю отриманої матрицi.
∑
s̸=j

v̄
(k)
1s w̄s1 . . . v̄

(k)
1j . . .

∑
s̸=j

v̄
(k)
1s w̄sm

. . . . . . . . . . . . . . .∑
s̸=j

v̄
(k)
msw̄s1 . . . v̄

(k)
mj . . .

∑
s̸=j

v̄
(k)
msw̄sm


i−й

=
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=


v̄
(k)
11 v̄

(k)
12 . . . v̄

(k)
1n

v̄
(k)
21 v̄

(k)
22 . . . v̄

(k)
2n

. . . . . . . . . . . .

v̄
(k)
m1 v̄

(k)
m2 . . . v̄

(k)
mn





w̄11 . . . 0 . . . w̄1m

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

w̄n1 . . . 0 . . . w̄nm


i−й

j − й.

Матриця

W̃ :=



w̄11 . . . 0 . . . w̄1m

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

w̄n1 . . . 0 . . . w̄nm


i−й

j − й

одержується з матрицi W̄ = WAW замiною всiх елементiв її j-го рядка та i-го

стовпця нулями, за виключенням (i, j)-го елемента, який покладемо 1. Оскiльки

елементарнi перетворення матрицi не змiнюють рангу, то rankVk+2
. i

(
v̄
(k)
.j

)
≤

min
{
rank V̄k, rankW̃

}
. Очевидно, що

rank V̄k = rank(AW)kA ≥ rank(AW)k+2,

rankW̃ ≥ rankWAW ≥ rank(AW)k+2.

З цих нерiвностей безпосередньо випливає (2.72).

Наступна лема доводиться аналогiчно.

Лема 2.31. Якщо WA = U = (uij) ∈ Hn×n з IndU = k, тодi

rank
(
Uk+2

)
i .

(
ū
(k)
j .

)
≤ rank

(
Uk+2

)
,

де Ūk := A(WA)k ∈ Hm×n.

Аналоги характеристичного многочлена розглядаються у наступних лемах.

Лема 2.32. Якщо AW = V = (vij) ∈ Hm×m є ермiтовою з IndV = k, тодi

cdeti
(
λIm +Vk+2

)
. i

(
v̄
(k)
.j

)
= c

(ij)
1 λm−1 + c

(ij)
2 λm−2 + . . .+ c(ij)m , (2.122)
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де λ ∈ R та

c(ij)m =cdeti
(
Vk+2

)
. i

(
v̄
(k)
.j

)
, c(ij)s =

∑
β∈Js, n{i}

cdeti

((
Vk+2

)
. i

(
v̄
(k)
.j

))
β
β

для всiх s = 1, . . . , n− 1 та i, j = 1, . . . , n.

Доведення. Розглянемо ермiтову матрицю
(
tI+Vk+2

)
.i
(v

(k+2)
. i ) ∈ Hn×n. За Те-

оремою 1.17, маємо

det
(
λI+Vk+2

)
.i

(
v
(k+2)
.i

)
= d1λ

n−1 + d2λ
n−2 + . . .+ dn, (2.123)

де ds =
∑

β∈Js, n{i}
|Vk+2|ββ – сумма всiх головних мiнорiв порядку s, що є наниза-

ними на i-й стовпець для всiх s = 1, . . . , n− 1 та dn = det
(
Vk+2

)
.

Очевидно, що

v
(k+2)
.i =



∑
l

v̄
(k)
1l w̄li∑

l

v̄
(k)
2l w̄li

...∑
l

v̄
(k)
nl w̄li


=
∑
l

v̄
(k)
. l w̄li,

де v̄
(k)
. l – l-й стовпець матрицi V̄k = (AW)kA and WAW = W̄ = (w̄li) для всiх

l = 1, . . . .n. За Теоремою 1.3 та Леми 1.8, з одного боку маємо

det
(
λI+Vk+2

)
. i

(
v
(k+2)
. i

)
= cdeti

(
λI+Vk+2

)
. i

(
v
(k+2)
. i

)
=

= cdeti
(
λI+Vk+2

)
. l

(∑
l

v̄
(k)
. l w̄li

)
=
∑
l

cdeti
(
λI+Vk+2

)
. i

(
v̄
(k)
. l

)
· w̄li

(2.124)

З iншого боку для всiх s = 1, . . . , n− 1, одержимо

ds =
∑

β∈Js, n{i}

det
(
Vk+2

)β
β
=

∑
β∈Js, n{i}

cdeti
(
Vk+2

)β
β
=

=
∑

β∈Js, n{i}

∑
l

cdeti

((
Vk+2

)
. i

(
v̄
(k)
. l w̄l i

))β
β

=

=
∑
l

∑
β∈Js, n{i}

cdeti

((
Vk+2

)
. i

(
v̄
(k)
. l

))β
β
· w̄l i. (2.125)
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Пiдставивши (2.124) та (2.125) в (2.123), та прирiвнявши множники w̄l i коли

l = j, маємо (2.122).

Аналогiчно можна довести наступну лему.

Лема 2.33. Якщо WA = U = (uij) ∈ Hn×n – ермiтова з iндексом IndU = k

and λ ∈ R, тодi

rdetj(λI+Uk+2)j .(ū
(k)
i. ) = r

(ij)
1 λn−1 + r

(ij)
2 λn−2 + . . .+ r(ij)n ,

де r(ij)n = rdetj(U
k+2)j . (ū

(k)
i. ), r

(ij)
s =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(Uk+2)j . (ū

(k)
i. )
)

α
α для всiх

s = 1, . . . , n− 1, i, j = 1, . . . , n.

Теорема 2.18. Якщо A ∈ Hm×n, W ∈ Hn×m, i матриця AW = V = (vij) ∈

Hm×m є ермiтовою з iндексом k = max{Ind(AW), Ind(WA)} та rank(AW)k+1 =

rank(AW)k = r, тодi W-зважена обернена матриця Дразiна Ad,W =
(
ad,Wij

)
∈

Hm×n по вiдношенню до W має визначникове зображення:

ad,Wij =

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti

(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))β
β∑

β∈Jr, m

∣∣∣(AW)k+2
∣∣∣β
β

, (2.126)

де v̄
(k)
.j – j-й стовпець матрицi V̄k = (AW)kA для всiх j = 1, . . . ,m.

Доведення. Матриця
(
λIm + (AW)k+2

)
∈ Hm×m є повноранговою ермiтовою

матрицею. За Теоремою 1.4, вона має обернену матрицю, котру подамо як лiву

обернену

(
λIm + (AW)k+2

)−1
=

1

det (λIm + (AW)k+2)


L11 L21 . . . Lm1

L12 L22 . . . Lm2

. . . . . . . . . . . .

L1m L2m . . . Lmm

,

де Lij – ij-е алгебричне доповнення матрицi λIm + (AW)k+2. Тодi
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(
λIm + (AW)k+2

)−1
(AW)kA =

=
1

det (λIm + (AW)k+2)



m∑
s=1

Ls1v̄
(k)
s1

m∑
s=1

Ls1v̄
(k)
s2 . . .

m∑
s=1

Ls1v̄
(k)
sn

m∑
s=1

Ls2v̄
(k)
s1

m∑
s=1

Ls2v̄
(k)
s2 . . .

m∑
s=1

Ls2v̄
(k)
sn

. . . . . . . . . . . .
m∑
s=1

Lsmv̄
(k)
s1

m∑
s=1

Lsmv̄
(k)
s2 . . .

m∑
s=1

Lsmv̄
(k)
sn


.

Використовуючи (2.119) та означення лiвого алгебричного доповнення, одер-

жимо

Ad,W = lim
α→0


cdet1(λIm+(AW)k+2)

.1
(v̄(k)

.1 )
det(λIm+(AW)k+2)

. . .
cdet1(λIm+(AW)k+2)

.1
(v̄(k)

.n )
det(λIm+(AW)k+2)

. . . . . . . . .

cdetn(λIm+(AW)k+2)
.n
(v̄(k)

.1 )
det(λIm+(AW)k+2)

. . .
cdetn(λIm+(AW)k+2)

.m
(v̄(k)

.n )
det(λIm+(AW)k+2)

. (2.127)

За Теоремою 1.17, маємо

det
(
λIm + (AW)k+2

)
= λm + d1λ

m−1 + d2λ
m−2 + . . .+ dm,

де ds =
∑

β∈Js,m

∣∣λIm + (AW)k+2
∣∣β
β

– сума головних мiнорiв матрицi (AW)k+2 по-

рядку s для всiх s = 1, . . . ,m− 1 та dm = det(AW)k+2.

Оскiльки, rank(AW)k+2 = rank(AW)k+1 = rank(AW)k = r, то dm = dm−1 =

. . . = dr+1 = 0. З цього випливає, що det
(
λIm + (AW)k+2

)
= λm + d1λ

m−1 +

d2λ
m−2 + . . .+ drλ

m−r.

Використовуючи (2.122), отримаємо

cdeti
(
λIm + (AW)k+2

)
. i

(
v̄
(k)
.j

)
= c

(ij)
1 λm−1 + c

(ij)
2 λm−2 + . . .+ c(ij)m

для всiх i = 1, . . . ,m та j = 1, . . . , n, де для всiх s = 1, . . . ,m− 1

c(ij)s =
∑

β∈Js,m{i}

cdeti

(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))β
β
, c(ij)m = cdeti(AW)k+2

.i

(
v̄
(k)
.j

)
.

Доведемо, що c(ij)k = 0, коли k ≥ r + 1 для всiх i = 1, . . . ,m та j = 1, . . . , n.

За Лемою 2.21
(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))
≤ r, тодi матриця

(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))
має

не бiльше r лiнiйно незалежних справа стовпцiв.
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Розглянемо пiдматрицю
(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))β
β
, коли β ∈ Js,m{i}. Вона є голов-

ною пiдматрицею матрицi
(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))
порядку s ≥ r + 1. Викресливши

її i-й рядок та стовпець, одержимо головну пiдматрицю порядку s− 1 матрицi

(AW)k+2. Позначимо її M.

Можливi наступнi випадки.

– Нехай s = r + 1 та detM ̸= 0. У цьому випадку всi стовпцi матрицi M є

лiнiйно незалежними справа. Доповнення її стовпцiв по однiй координатi у

матрицi
(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))
β
β збереже їх лiнiйну незалежнiсть справа. Отже,

вони є базисними у матрицi
(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))β
β
, а її i-й стовпець є правою

лiнiйною комбiнацiєю базисних стовпцiв. За Лемою 1.11, з цього випливає,

що cdeti

(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))β
β
= 0, коли β ∈ Js,n{i} та s = r + 1.

– Якщо s = r+1 та detM = 0, тодi p, (p < s), стовпцiв є базисними у матрицях

M та
(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))β
β
. Тодi за Лемою 1.11, cdeti

(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))β
β
= 0.

– Якщо s > r + 1, тодi detM = 0 i p, (p < r), стовпцiв є базисними в

обох матрицях, M та
(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))
β
β. За Лемою 1.11, знову маємо, що

cdeti

(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))β
β
= 0.

Таким чином, у всiх випадках cdeti

(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))β
β
= 0, коли β ∈ Js,m{i}

та r + 1 ≤ s < m. Звiдси, якщо r + 1 ≤ s < m, тодi для всiх i, j = 1, . . . , n

c(ij)s =
∑

β∈Js,m{i}

cdeti

(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))β
β
= 0,

c(ij)m =cdeti

(
(AW)k+2

. i

(
v̄
(k)
.j

))
= 0.

Отже, cdeti
(
λI+ (AW)k+2

)
. i

(
v̄
(k)
. j

)
= c

(ij)
1 λm−1 + c

(ij)
2 λm−2 + . . .+ c

(ij)
r λm−r для

всiх i = 1, . . . ,m та j = 1, . . . , n. Пiдставивши цi значення в матрицю з (2.127),

одержимо

Ad,W =lim
λ→0


c
(11)
1 λm−1+...+c

(11)
r λm−r

λm+d1λm−1+...+drλm−r . . . c
(1n)
1 λm−1+...+c

(1n)
r λm−r

λm+d1λm−1+...+drλm−r

. . . . . . . . .

c
(m1)
1 λm−1+...+c

(m1)
r λm−r

λm+d1λm−1+...+drλm−r . . . c
(mn)
1 λm−1+...+c

(mn)
r λm−r

λm+d1λm−1+...+drλm−r

 =


c
(11)
r

dr
. . . c

(1n)
r

dr

. . . . . . . . .

c
(m1)
r

dr
. . . c

(mn)
r

dr

.
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Тут c(ij)r =
∑

β∈Jr,m{i}
cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

))β
β

nf dr =
∑

β∈Jr,m

∣∣∣(Ak+1
)β
β

∣∣∣. Таким чи-

ном, ми одержали визначникове зображення (2.126) W-зваженої узагальненої

оберненої матрицi Ad,W .

Наступна теорема може бути доведена аналогiчно.

Теорема 2.19. Якщо A ∈ Hm×n, W ∈ Hn×m i матриця WA = U = (uij) ∈

Hn×n є ермiтовою з iндексом k = max{Ind(AW), Ind(WA)} та rank(WA)k+1 =

rank(WA)k = r, тодi W-зваженої узагальненої оберненої матрицi Ad,W =(
ad,Wij

)
∈ Hm×n має визначникове зображення:

ad,Wij =

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(WA)k+2

j . (ū
(k)
i. )
)

α
α∑

α∈Ir, n

∣∣∣(WA)k+2
∣∣∣α
α

, (2.128)

де ū
(k)
i. – i-й рядок матрицi Ūk = A(WA)k для всiх i = 1, . . . ,m.

2.4.5. Визначниковi зображення комплексної W-зваженої матри-

цi Дразiна. Для W-зваженої узагальненої оберненої матрицi Дразiна Ad,W

довiльної матрицi A ∈ Cm×n по вiдношенню до ваги W ∈ Cn×m над полем

комплексних чисел маємо граничнi зображення (2.119) та (2.120).

Очевидним є в цьому випадку виконання Лем 2.30 та 2.31 про ранги матриць.

В Лемах 2.122 та 2.33 про аналоги характеристичного полiнома, покладемо,

вiдповiдно,

c(ij)m =
∣∣∣(Vk+2

)
. i

(
v̄
(k)
.j

)∣∣∣ , c(ij)s =
∑

β∈Js,m{i}

∣∣∣(Vk+2
)
. i

(
v̄
(k)
.j

)∣∣∣β
β
,

r(ij)n =
∣∣∣(Uk+2)j . (ū

(k)
i. )
∣∣∣ , r(ij)l =

∑
α∈Il,n{j}

∣∣∣(Uk+2)j . (ū
(k)
i. )
∣∣∣α
α

для всiх s = 1, . . . ,m− 1, l = 1, . . . , n− 1, i = 1, . . . , n та j = 1, . . . ,m i одер-

жимо наступну лему.

Лема 2.34. Якщо A ∈ Cm×n i λ ∈ R, тодi

det
((
λIm +Vk+2

)
. i

(
v̄
(k)
.j

))
= c

(ij)
1 λm−1 + c

(ij)
2 λm−2 + · · ·+ c(ij)m ,

det
(
(λI+Uk+2)j .(ū

(k)
i. )
)
= r

(ij)
1 λn−1 + r

(ij)
2 λn−2 + · · ·+ r(ij)n .
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Опираючись на Лему 2.34 одержимо теорему про визначниковi зображення

W-зваженої оберненої матрицi Дразiна над полем комплексних чисел.

Теорема 2.20. Якщо A ∈ Cm×n
r , тодi її W-зважена обернена матриця Дра-

зiна Ad,W =
(
ad,Wij

)
∈ Cn×m має наступнi визначниковi зображення

ad,Wij =

∑
α∈Jr,n{i}

∣∣∣(AW)k+2
. i (v̄

(k)
.j )
∣∣∣β
β∑

α∈Ir, n

∣∣∣(AW)k+2
∣∣∣β
β

= (2.129)

=

∑
α∈Ir,n{j}

∣∣∣(WA)k+2
j . (ū

(k)
i. )
∣∣∣α
α∑

α∈Ir, n

∣∣∣(WA)k+2
∣∣∣α
α

, (2.130)

де v̄
(k)
.j – j-й стовпець матрицi V̄k = (AW)kA для всiх j = 1, . . . ,m та ū

(k)
i. –

i-й рядок матрицi Ūk = A(WA)k для всiх i = 1, . . . ,m.

Новизна i актуальнiсть визначникових зображень комплексної W-зваженої

матрицi Дразiна (2.129-2.130) пiдтверджується публiкацiєю [110].

2.4.6. Приклад визначникового зображення W-зваженої матрицi

Дразiна. Розглянемо матрицi

A =


0 i 0

k 1 i

1 0 0

1 −k −j

 , W =


k 0 i 0

−j k 0 1

0 1 0 −k

 .

Тодi

V = AW =


−k −j 0 i

−1− j i+ k j 1 + j

k 0 i 0

−i+ k 1− j i i− k

 , U = WA =


i j 0

0 k 0

0 0 0

 ,

i rankW = 3, rankV = 3, rankV3 = rankV2 = 2, rankU2 = rankU = 2. Отже,

IndV = 2, IndU = 1, and k = max{Ind(AW), Ind(WA)} = 2.
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Очевидно, що знаходження визначникового зображення W-зваженої матрицi

Дразiна Ad,W через матрицю U та за формулою (2.113) є бiльш зручним. Маємо

U2 =


−1 i+ k 0

0 −1 0

0 0 0

 ,U5 =


i 2 + 3j 0

0 k 0

0 0 0

 , (U5
)∗

U5 =


1 −2i− 3k 0

2i+ 3k 14 0

0 0 0

 ,

Û = (U5)∗U2 =


i 1 + j 0

−2 + 3j −i+ 6k 0

0 0 0

 , W∗ =


−k j 0

0 −k 1

−i 0 0

0 1 k

 ,

W∗W =


2 i −j j

−i 2 0 −2k

j 0 1 0

−j 2k 0 2

 , Ŵ = W∗U2 =


−k 1− 2j 0

0 i+ k 0

i 1 + j 0

0 −1 0

 ,

rankW = 3,
∑
β∈J3, 4

|W∗W|ββ = 2,
∑
β∈J2, 3

∣∣(U5
)∗

U5
∣∣β
β
= 1.

Оскiльки, за формулою (2.118)

ω11 :=
∑

β∈J2, 3{1}

cdet1

(((
U2k+1

)∗
U2k+1

)
.1
(û.)

)β
β
=

cdet1

 i −2i− 3k

−2 + 3j 14

+ cdet1

i 0

0 0

 = i.

Продовжуючи так само i далi, маємо

Ω =


i −2− j 0

0 k 0

0 0 0

 , Ω̃ = W∗U2Ω =


j −i− k 0

0 −1 0

−1 −i 0

0 −k 0

 .
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Звiдси, за формулою (2.113)

ad,W11 =

∑
β∈J3, 4{1}

cdet1 ((W
∗W).1 (ω̃.1))

β
β∑

β∈J3, 4
|W∗W|ββ

∑
β∈J2, 3

|(U5)∗U5|ββ
= cdet1


j i −j

0 2 0

−1 0 1

+

+cdet1


j i j

0 2 −2k

0 2k 2

+ cdet1


j −j j

−1 1 0

0 0 2

 = 0,

Продовжуючи аналогiчно, кiнцево одержимо

Ad,W =


0 −i 0

0 0 0

−1 5i− 2k 0

0 0 0

 . (2.131)

Використовуючи визначникове зображення оберненої матрицi Мура-Пенроуза

(2.7), одержимо

(
U5
)†

=


−i −3 + 2j 0

0 −k

0 0 0

 , (AW)d = Ud = U2
(
U5
)†
U2 =


−i −5 0

0 −k

0 0 0

 .
Тодi, можемо перевiрити (2.131) за властивiстю (2.94). Дiйсно,

WAd,W =


k 0 i 0

−j k 0 1

0 1 0 −k




0 −i 0

0 0 0

−1 5i− 2k 0

0 0 0

 =


−i −5 0

0 −k

0 0 0

 = (AW)d.

2.5. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вивчаються узагальненi оберненi матрицi над тiлом ква-

тернiонiв. У рамках теорiї некомутативних рядково-стовпцевих визначникiв,
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ранiше побудованої автором, отриманi визначниковi зображення узагальнених

обернених матриць Мура-Пенроуза, Дразiна та їх зважених.

При цьому означення та граничнi зображення узагальненої оберненої матри-

цi Мура-Пенроуза вводяться на основi сингулярного розкладу матрицi. Для по-

будови визначникового зображення кватернiонової узагальненої оберненої ма-

трицi Мура-Пенроуза розроблений оригiнальний метод, який базується на її

граничному зображеннi, а також лемах про стовпцевi та рядковi аналоги ха-

рактеристичних многочленiв. Застосовуючи цей метод у випадку комплексних

матриць, одержано новi, бiльш застосовнi, визначниковi зображення узагальне-

них обернених матриць.

Для означення та граничного зображення зваженої узагальненої оберненої

матрицi Мура-Пенроуза доведена теорема про зважений сингулярний розклад

кватернiонової матрицi. Отриманi визначниковi зображення кватернiонової зва-

женої узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза для довiльних кватернiо-

нових матриць та у окремому ермiтовому випадку.

Одержано визначниковi зображення узагальненої оберненої матрицi Дразi-

на та її зваженої, виходячи з їх характеристичних представлень та граничних

зображень у особливих ермiтових випадках. Результати цього роздiлу опублi-

кованi у роботах [101,103,108–110,114–116,133,136,138,304,306,308,311]
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РОЗДIЛ 3

Кватернiонова серцевинна обернена та її узагальнення

На основi дослiджень основних узагальнених обернених матриць, а саме ма-

триць Мура-Пенроуза, Дразiна та їх зважених, недавно були запровадженi по-

няття та започатковано вивчення нових узагальнених обернених матриць, а

саме серцевинної матрицi та її узагальнень. Введенню понять та дослiдженню

властивостей, зокрема визначниковому зображенню, кватернiонової серцевин-

ної оберненої матрицi та її узагальнень присвячений цей роздiл.

3.1. Кватернiонова серцевинна обернена матриця та її визна-

чниковi зображення.

3.1.1. Серцевинна обернена матриця над тiлом кватернiонiв. Вра-

ховуючи особливостi кватернiонових векторних просторiв, Означення 1.23-1.24

можуть бути узагальненi для матриць над тiлом H наступним чином.

Означення 3.1. Матриця X ∈ Hn×n називається правою серцевинною

оберненою матрицi A ∈ Hn×n, якщо вона задовольняє умови

AX = PA, Cr(X) = Cr(A).

Коли така матриця X iснує, вона позначається A#⃝.

Означення 3.2. Матриця X ∈ Hn×n називається лiвою серцевинною обер-

неною матрицi A ∈ Hn×n, якщо вона задовольняє умови

XA = QA, Rl(X) = Rl(A). (3.1)

Коли така матриця X iснує, вона позначається A#⃝.
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Подiбно як i для комплексних матриць [7], введемо наступнi множини ква-

тернiонових матриць

HCM
n ={A ∈ Hn×n : rankA2 = rankA},

HEP
n ={A ∈ Hn×n : A†A = AA†} = {Cr(A) = Cr(A∗)}.

Матрицi з множини HCM
n називаються груповими матрицями або серцевинни-

ми матрицями. Абревiатура EP для матриць з множини HEP
n означає евiвален-

тнiсть проекторiв таких матриць. Крiм того, якщо A ∈ HEP
n , то A† = A#. З

означень групової оберненої матрицi та серцевинних обернених, очевидно ви-

пливає, що серцевиннi оберненi для матрицi A ∈ Hn×n iснують тодi i тiльки

тодi, коли A ∈ HCM
n або IndA ≤ 1. Бiльше того, якщо матриця A є оборотною,

IndA = 0, тодi її серцевиннi оберненi є звичайними оберненими.

Наступнi представлення серцевинних обернених узагальнюються для ква-

тернiонових матриць (для комплексної серцевинної оберненої отриманi у [7]).

Лема 3.1. Нехай A ∈ HCM
n . Тодi

A#⃝ =A#AA†, (3.2)

A#⃝ =A†AA# (3.3)

Доведення. Доведемо зображення (3.3).

Якщо A ∈ HCM
n , тодi IndA = 1 i A† = A#. Нехай виконується подання

(3.3). Покажемо, що X = A†AA# задовольняє умови (3.1). Дiйсно, XA =

A†AA#A = A†A означає виконання умови (i), а також те, що Rl(X) = Rl(A)

Зображення (3.2) можна довести аналогiчно попередньому, а також компле-

ксному випадку [7].

Безпосередньо з означень узагальнених обернених та зображень (3.2)-(3.3)

випливає наступне твердження.

Лема 3.2. Нехай A ∈ HCM
n . Тодi

(i) A#⃝,A#⃝ ∈ HEP
n ,

(ii) (A#⃝)† = APA, (A#⃝)
† = QAA,
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(iii) (A#⃝)# = APA, (A#⃝)
# = QAA,

(iv) A#⃝, A#⃝ ∈ A{1, 2}
(v) (A#⃝)2A = A#, A (A#⃝)

2 = A#,

(vi) (A#⃝)m = (Am)#⃝, (A#⃝)
m = (Am)

#⃝
,

(vii) (A#⃝)A = A#A, A (A#⃝) = AA#.

3.1.2. Визначниковi зображення кватернiонової серцевинної обер-

неної матрицi. У цьому пунктi дамо визначниковi зображення правої та лiвої

серцевинних обернених.

Теорема 3.1. Нехай A ∈ HCM
n , rankA2 = rankA = s. Тодi визначникове

зображення правої серцевинної оберненої A#⃝ =
(
a#⃝,r
ij

)
має наступний вираз

a#⃝,r
ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(ũi.))
α
α∑

α∈Is,n
|A3 (A3)∗|αα

∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
, (3.4)

де ũi. є i-им рядком матрицi Ũ := UA2A∗. Тут матриця U = (uif) ∈ Hn×n є

такою, що

uif =
∑

α∈Is,n{f}

rdetf

((
A3
(
A3
)∗)

.f
(ǎi .)

)α
α
,

де ǎi . – i-й рядок матрицi Ǎ := A(A3)∗.

Доведення. Враховуючи вираз (3.2), для правої серцевинної A#⃝ маємо

a#⃝,r
ij =

n∑
l=1

a#il plj, (3.5)

де plj – (lj)-й елемент проективної матрицi AA† = PA = (plj). Пiдставивши ви-

значниковi зображення групової оберненої (2.87) та проективної матрицi (2.16)

у рiвнiсть (3.11), одержимо

a#⃝,r
ij =

n∑
l=1

n∑
f=1

( ∑
α∈Is,n{f}

rdetf

((
A3
(
A3
)∗)

.f
(ǎi .)

)α
α

)
afl∑

α∈Is,n
|A3 (A3)∗|αα

×

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(äl.))
α
α∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

=
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=

n∑
f=1

∑
α∈Is,n{f}

rdetf

((
A3
(
A3
)∗)

.f
(ǎi .)

)α
α

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(ãf.))
α
α∑

α∈Is,n

∣∣(A3 (A3)∗)
α
α

∣∣ ∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
,

де ǎi . є i-им рядком Ǎ = A(A3)∗, а ãf. – f -й рядок матрицi Ã := A2A∗.

Позначимо

uif :=
∑

α∈Is,n{f}

rdetf

((
A3
(
A3
)∗)

.f
(ǎi .)

)α
α
, i, f = 1, . . . , n.

Побудуємо матрицю U = (uif) ∈ Hn×n та позначимо Ũ := UÃ = UA2A∗.

З того, що рядковi визначники володiють властивiстю лiвої дистрибутивностi,

Лема 1.5, випливає∑
f

uif
∑

α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (ãf.)

)α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (ũi.)

)α
α
,

де ũi. – i-й рядок матрицi Ũ. Звiдси отримуємо (3.4).

Враховуючи умову (3.3), наступну теорему про визначникове зображення

лiвої серцевинної оберненої можна довести аналогiчно.

Теорема 3.2. Нехай A ∈ HCM
n , rankA2 = rankA = s. Тодi лiва серцевинна

обернена матриця A#⃝ =
(
a#⃝,l
ij

)
покомпонентно виражається як

a#⃝,l
ij =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti((A
∗A).i(ṽ.j))

β
β∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Js,n

|(A3)∗A3|αα
. (3.6)

Тут ṽ.j – j-й стовпець матрицi Ṽ := A∗A2V, а матриця V = (vfj) ∈ Hn×n

є такою, що

vfj =
∑

β∈Js,n{f}

cdetf

(((
A3
)∗

A3
)
.f
(â.j)

)β
β
,

де â.j є j-м стовпцем матрицi Â := (A3)∗A.

Зауваження 3.1. У Теоремах 3.3 та 3.4, ми припускаємо, що A ∈ HCM
n , але

A /∈ HEP
n . Бо якщо A ∈ HCM

n i A ∈ HEP
n (зокрема, A є ермiтовою), тодi з

Леми 3.1 i Означень Мура-Пенроуза та групової оберненої випливає, що A#⃝ =

A#⃝ = A# = A†.
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3.1.3. Визначниковi зображення серцевинної оберненої матрицi для

комплексних матриць.

Теорема 3.3. Нехай A ∈ CCM
n i rankA2 = rankA = s. Тодi її права серцевинна

обернена матриця A#⃝ =
(
a#⃝,r
ij

)
має наступнi визначниковi зображення

a#⃝,r
ij =

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j.(u
(1)
i. )
∣∣∣α
α∑

β∈Js,n
|A2|ββ

∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
= (3.7)

=

∑
β∈Js,n{i}

∣∣∣(A2
)
. i

(
u
(2)
.j

)∣∣∣β
β∑

β∈Js,n
|A2|ββ

∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
, (3.8)

де

u
(1)
i. =

 ∑
β∈Js,n{i}

∣∣(A2
)
.i
(ã.f)

∣∣β
β

 ∈ H1×n, f = 1, . . . , n, (3.9)

u
(2)
.j =

 ∑
α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(ãl.)|αα

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n, (3.10)

є вiдповiдно вектор-рядком та вектор-стовпцем. Тут ã.f i ãl. є f -им стов-

пцем та l-им рядком матрицi Ã := A2A∗.

Доведення. З умови (3.2), випливає

a#⃝,r
ij =

n∑
l=1

n∑
f=1

a#il alfa
†
fj. (3.11)

Поклавши визначниковi зображення групової оберненої (2.90) та матрицi Мура-

Пенроуза (2.30) у (3.11), одержимо

a#⃝,r
ij =

n∑
l=1

n∑
f=1

∑
β∈Js,n{i}

∣∣(A2
)
. i
(a.f)

∣∣β
β
afl∑

β∈Js,n
|A2|ββ

∑
α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(a
∗
l.)|

α
α∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

=

=

n∑
f=1

n∑
l=1

∑
β∈Js,n{j}

∣∣∣(A2
)
.j
(e.f)

∣∣∣β
β
ãfl

∑
α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(el.)|αα∑
β∈Js,n

|A2|ββ
∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

,
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де el. та e.l є одиничними вектор-рядком та вектор-стовпцем the unit column

and row vectors, вiдповiдно, такi що всiх їх компоненти є 0, крiм l-ої, котра є 1;

ãlf є (lf)-им елементом матрицi Ã := A2A∗.

Нехай

u
(1)
il :=

n∑
f=1

∑
β∈Js,n{i}

∣∣(A2
)
. i
(e.f)

∣∣β
β
ãfl =

∑
β∈Js,n{i}

∣∣(A2
)
. i
(ã.l)

∣∣β
β
,

i, l = 1, . . . , n.

Побудуємо матрицю U1 = (u
(1)
il ) ∈ Hn×n. З цього випливає∑

l

u
(1)
il

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j. (el.)
∣∣∣α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j. (u
(1)
i. )
∣∣∣α
α
,

де u
(1)
i. – i-й рядок матрицi U1. Таким чином, маємо (3.7).

Якщо спочатку розглянемо

u
(2)
if :=

∑
l

ãfl
∑

α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j. (el.)
∣∣∣α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j. (ãf.)
∣∣∣α
α
,

f, j = 1, . . . , n,

i побудуємо матрицю U2 = (u
(2)
if ) ∈ Hn×n, то

n∑
f=1

∑
β∈Js,n{i}

∣∣(A2
)
. i
(e.f)

∣∣β
β
u
(2)
if =

∑
β∈Js,n{i}

∣∣∣(A2
)
. i

(
u
(2)
.f

)∣∣∣β
β

i з цього випливає (3.8).

З умови (3.3) теорему про визначникове зображення лiвої серцевинної обер-

неної можна довести аналогiчно.

Теорема 3.4. Нехай A ∈ CCM
n i rankA2 = rankA = s. Тодi для її лiвої серце-

винної оберненої (A#⃝) =
(
a#⃝,l
ij

)
маємо

a#⃝,l
ij =

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(A2)j.(v
(1)
i. )
∣∣∣α
α∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Is,n

|A2|αα
=

∑
β∈Js,n{i}

∣∣∣(A∗A). i

(
v
(2)
.j

)∣∣∣β
β∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Is,n

|A2|αα
,
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де

v
(1)
i. =

 ∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (ā.f)|
β
β

 ∈ H1×n, f = 1, . . . , n,

v
(2)
.j =

 ∑
α∈Is,n{j}

∣∣(A2)j.(āl.)
∣∣α
α

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n.

Тут ā.f i āl. є f -м стовпцем та l-м рядком матрицi Ā := A∗A2.

3.2. Кватернiоновi EP-серцевиннi оберненi матрицi та їх визна-

чниковi зображення.

3.2.1. EP-серцевиннi оберненi матрицi над тiлом кватернiонiв.

Над тiлом кватернiонiв введемо двi ЕP -серцевиннi оберненi матрицi з враху-

ванням особливостей кватернiонових матриць.

Означення 3.3. Матриця X ∈ Hn×n називається правою EP-серцевинною

оберненою до матрицi A ∈ Hn×n якщо вона задовольняє умови

XAX = A, Cr(X) = Cr(X∗) = Cr(Ad).

Вона позначається як A †⃝.

Означення 3.4. Матриця X ∈ Hn×n називається лiвою EP-серцевинною

оберненою до матрицi A ∈ Hn×n якщо вона задовольняє умови

XAX = A, Rl(X) = Rl(X
∗) = Rl(A

d).

Вона позначається як A †⃝.

Зауваження 3.2. Оскiльки, Cr((A∗)d) = Rl(A
d), то лiва EP-серцевинна обер-

нена A †⃝ є аналогiчною до EP-∗серцевинної оберненої, введеної в [195], та ду-

альної EP-серцевинної оберненої, яка розглядалася в [295].

Мають мiсце наступнi представлення кватернiонових EP -серцевинних обер-

нених, доведення яких аналогiчне доведенню отриманому в [195] для компле-

ксних матриць.
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Лема 3.3. Якщо A ∈ Hn×n i невiд’ємне цiле m таке, що Ind(A) = k ≤ m,

тодi наступнi твердження взаємно еквiвалентнi:

(i) права EP-серцевинна обернена A спiвпадає з X;

(ii) XAk+1 = Ak, AX2 = X, (AX)∗ = AX, Cr(X) ⊆ Cr(Ak);

(iii) X = A †⃝ = AdAm (Am)† = Ak
(
Ak+1

)†.
Лема 3.4. Якщо A ∈ Hn×n i невiд’ємне цiле m таке, що Ind(A) = k ≤ m,

тодi наступнi твердження взаємно еквiвалентнi:

(i) лiва EP-серцевинна обернена A спiвпадає з X;

(ii) Ak+1X = Ak, X2A = X, (XA)∗ = XA, Rl(X) ⊆ Rl(A
k);

(iii) X = A †⃝ = (Am)†AmAd =
(
Ak+1

)†
Ak.

3.2.2. Визначниковi зображення кватернiонових EP-серцевинних

обернених матриць.

Теорема 3.5. Нехай A ∈ Hn×n з IndA = k i rankAk = s, та iснують права

A †⃝ =
(
a †⃝,r
ij

)
та лiва A †⃝ =

(
a †⃝,l
ij

)
EP-серцевиннi оберненi матрицi. Тодi вони

мають наступнi визначниковi зображення, вiдповiдно,

a †⃝,r
ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
Ak+1

(
Ak+1

)∗)
j.
(âi .)

)α
α∑

α∈Is,n

∣∣Ak+1 (Ak+1)
∗∣∣α

α

, (3.12)

a †⃝,l
ij =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti
(((

Ak+1
)∗

Ak+1
)
.i
(ǎ.j)

)β
β∑

β∈Js,n

∣∣(Ak+1)
∗
Ak+1

∣∣β
β

, (3.13)

де âi . – i-й рядок матрицi Â = Ak(Ak+1)∗ та ǎ.j – j-й стовпець матрицi

Ǎ = (Ak+1)∗Ak.

Доведення. Нехай
(
Ak+1

)†
=
(
a
(k+1,†)
ij

)
та Ak =

(
a
(k)
ij

)
. За Лемою 3.3 для правої

EP -серцевинної матрицi A †⃝ =
(
a †⃝,r
ij

)
маємо

a †⃝,r
ij =

n∑
t=1

a
(k)
it a

(k+1,†)
tj .
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Застосувавши визначникове зображення (2.8) для
(
Ak+1

)†, маємо

a †⃝,r
ij =

n∑
t=1

a
(k)
it

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
Ak+1(Ak+1)∗

)
j.
(a

(k+1,∗)
t. )

)α
α∑

α∈Ir,m

∣∣Ak+1 (Ak+1)
∗∣∣α

α

,

де a
(k+1,∗)
t. є t-им рядком матрицi (Ak+1)∗. Оскiльки

n∑
t=1

a
(k)
it a

(k+1,∗)
t. = âi ., то з

Леми 1.5 слiдує (3.12).

Визначникове зображення (3.13) отримується аналогiчно, застосувавши (2.7)

для визначникового зображення матрицi Мура-Пенроуза
(
Ak+1

)† в умовах Ле-

ми 3.4.

З представлень отриманих у Лемах 3.3 та 3.4, можна одержати вирази ви-

значникових зображень правої A#⃝ та лiвої A#⃝ серцевинних обернених матриць,

якi є бiльш простiшими, анiж (3.4)-(3.6).

Наслiдок 3.1. Нехай A ∈ Hn×n
s з IndA = 1, та iснують її права A#⃝ =

(
a#⃝,r
ij

)
та лiва A#⃝ =

(
a#⃝,l
ij

)
серцевиннi оберненi матрицi. Тодi вони мають наступнi

визначниковi зображення

a#⃝,r
ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
A2
(
A2
)∗)

j.
(âi .)

)α
α∑

α∈Is,n
|A2 (A2)∗|αα

, (3.14)

a#⃝,l
ij =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti
(((

A2
)∗

A2
)
.i
(ǎ.j)

)β
β∑

β∈Js,n
|(A2)∗A2|ββ

, (3.15)

де âi . – i-й рядок Â = A(A2)∗ та ǎ.j – j-ий стовпець матрицi Ǎ = (A2)∗A.

Доведення. Вирази (3.14)-(3.15) безпосередньо випливають iз зображень (3.12)-

(3.13), поклавши k = 1.

3.2.3. Визначникове зображення серцевинної EP-оберненої матри-

цi для комплексних матриць.

Теорема 3.6. Нехай A ∈ Cn×n з IndA = k i rankAk = s, та iснують A †⃝ i

A †⃝. Тодi EP-серцевиннi оберненi A †⃝ =
(
a †⃝,r
ij

)
та A †⃝ =

(
a †⃝,l
ij

)
мають наступнi
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визначниковi зображення,

a †⃝,r
ij =

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(Ak+1
(
Ak+1

)∗)
j.
(âi .)

∣∣∣α
α∑

α∈Is,n

∣∣Ak+1 (Ak+1)
∗∣∣α

α

, (3.16)

a †⃝,l
ij =

∑
β∈Js,n{i}

∣∣((Ak+1
)∗

Ak+1
)
.i
(ǎ.j)

∣∣β
β∑

β∈Js,n

∣∣(Ak+1)
∗
Ak+1

∣∣β
β

, (3.17)

де âi .– i-й рядок Â = Ak(Ak+1)∗ та ǎ.j – j-ий стовпець матрицi Ǎ = (Ak+1)∗Ak.

Доведення. Нехай
(
Ak+1

)†
=
(
a
(k+1,†)
ij

)
та Ak =

(
a
(k)
ij

)
. З Леми 3.3 для правої

EP -серцевинної матрицi маємо

a †⃝,r
ij =

n∑
t=1

a
(k)
it a

(k+1,†)
tj .

Застосувавши вираз (2.30) для визначникового зображення
(
Ak+1

)†, одержимо

a †⃝,r
ij =

n∑
t=1

a
(k)
it

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(Ak+1(Ak+1)∗
)
j.
(a

(k+1,∗)
t. )

∣∣∣α
α∑

α∈Ir,m

∣∣Ak+1 (Ak+1)
∗∣∣α

α

,

де a
(k+1,∗)
t. – t-й рядок (Ak+1)∗. З того, що

n∑
t=1

a
(k)
it a

(k+1,∗)
t. = âi ., слiдує (3.16).

Визначникове зображення (3.17) отримується аналогiчно, поклавши (2.29)

для визначникового зображення
(
Ak+1

)† в умовi Леми 3.4.

Очевидно, що одержаний вираз для визначникового зображення правої A#⃝

серцевинної оберненої матрицi (3.16) є бiльш простiшими, анiж (1.36).

Наслiдок 3.2. Нехай A ∈ Cn×n
s , IndA = 1, та iснують A#⃝ i A#⃝. Тодi A#⃝ =(

a#⃝,r
ij

)
i A#⃝ =

(
a#⃝,l
ij

)
можуть бути поданi як

a#⃝,r
ij =

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(A2
(
A2
)∗)

j.
(âi .)

∣∣∣α
α∑

α∈Is,n
|A2 (A2)∗|αα

, a#⃝,l
ij =

∑
β∈Js,n{i}

∣∣((A2
)∗

A2
)
.i
(ǎ.j)

∣∣β
β∑

β∈Js,n
|(A2)∗A2|ββ

,

де âi . – i-й рядок Â = A(A2)∗ та ǎ.j – j-ий стовпець матрицi Ǎ = (A2)∗A.
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3.3. Кватернiоновi MPD та DMP-оберненi матрицi та їх визна-

чниковi зображення.

3.3.1. DMP i MPD-оберненi матрицi над тiлом кватернiонiв. Озна-

чення 1.27 та Лема 1.27 узагальнюються для довiльної кватернiонової матрицi

A ∈ Hn×n.

Означення 3.5. Нехай A ∈ Hn×n з IndA = k. Матриця X ∈ Hn×n називає-

ться DMP-оберненою до матрицi A якщо вона задовольняє умови

XAX = X, XA = AdA, AkX = AkA†. (3.18)

Вона позначається як Ad,†.

Лема 3.5. Для довiльної матрицi A ∈ Hn×n, її DMP-обернена завжди iснує

та є єдиною, при цьому

Ad,† = AdAA†. (3.19)

Абревiатура "DMP"вiдповiдає порядку використання оберненої матрицi Дра-

зiна (D) матрицi Мура-Пенроуза (MP). Розглянемо також наступне означення.

Означення 3.6. Нехай A ∈ Hn×n з IndA = k. Матриця X ∈ Hn×n називає-

ться MPD-оберненою матрицi A якщо вона задовольняє умови

XAX = X, AX = AAd, XAk = A†Ak.

Вона позначається як A†,d.

Аналогiчно Лемi 3.5 можна довести наступну.

Лема 3.6. Для довiльної матрицi A ∈ Hn×n, її MPD-обернена завжди iснує

та є єдиною, при цьому

A†,d = A†AAd. (3.20)
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3.3.2. Визначниковi зображення кватернiонових DMP i MPD -обер-

нених матриць.

Теорема 3.7. Нехай A ∈ Hn×n
s , IndA = k та rankAk = s1. Тодi її DMP-

обернена Ad,† =
(
ad,†ij

)
має наступнi визначниковi зображення.

(i) Коли A є довiльною матрицею, то

ad,†ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(ũi.))
α
α∑

α∈Is1,n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α

∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
. (3.21)

Тут ũi. – i-й рядок матрицi Ũ := UA2A∗, а матриця U = (uif) ∈ Hn×n є

така, що

uif =
∑

α∈Is1,n{f}

rdetf

((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
.f
(ǎi .)

)α

α

,

де ǎi . – i-й рядок матрицi Ǎ = A(A2k+1)∗.

(ii) Коли A – ермiтова, то

ad,†ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(vi.)

)α
α∑

β∈Js1,n
|Ak+1|ββ

∑
α∈Is,n

|A2|αα
= (3.22)

=

∑
β∈Js1,n{i}

cdeti
((
Ak+1

)
. i
(w.j)

)β
β∑

β∈Js1,n
|Ak+1|ββ

∑
β∈Js,n

|A2|ββ
, (3.23)

де

vi. =

 ∑
β∈Js1,n{i}

cdeti

((
Ak+1

)
.i

(
a
(k+2)
.f

))β
β

 ∈ H1×n, f = 1, . . . , n,

w.j =

 ∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(A2)j.(a

(k+2)
l. )

)α
α

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n.

Доведення. Враховуючи представлення (1.39) для Ad,†, маємо

ad,†ij =
n∑
l=1

adilp
A
lj. (3.24)



181

(i) Нехай A ∈ Hn×n
s – довiльна матриця. Використавши визначниковi зобра-

ження (2.85) та (2.16) вiдповiдно для Ad i PA = AA† у рiвностi (3.24), одержимо

ad,†ij =
n∑
l=1

n∑
f=1

∑
α∈Is1,n{f}

rdetf

((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
.f
(ǎi .)

)α
α
afl∑

α∈Is1,n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α

×

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(äl.))
α
α∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

=

=

n∑
f=1

∑
α∈Is1,n{f}

rdetf

((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
.f
(ǎi .)

)α
α

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(ãf.))
α
α∑

α∈Is1,n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α

∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
,

де ǎi . – i-й рядок матрицi Ǎ = A(A2k+1)∗ i ãf. – f -й рядок матрицi Ã := A2A∗.

Позначимо

uif :=
∑

α∈Is1,n{f}

rdetf

((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
.f
(ǎi .)

)α

α

для всiх i, f = 1, . . . , n, побудуємо матрицю U = (uif) ∈ Hn×n, i позначимо

Ũ := UÃ = UA2A∗. З Леми 1.5 випливає, що∑
f

uif
∑

α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (ãf.)

)α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (ũi.)

)α
α
,

де ũi. – i-й рядок матрицi Ũ. Звiдси, врештi, слiдує (3.21).

(ii) Нехай тепер матриця A ∈ Hn×n
s є ермiтовою. Використавши (2.77 ) та

(2.8) для визначникових зображень Ad та A† у рiвностi (3.24), одержимо

ad,†ij =
n∑
l=1

n∑
f=1

∑
β∈Js1,n{i}

cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.l

))β
β∑

β∈Js1,n
|Ak+1|ββ

alf

∑
α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(af.)

)α
α∑

α∈Is,n
|A2|αα

=

n∑
l=1

n∑
f=1

∑
β∈Js1,n{i}

cdeti
((
Ak+1

)
. i
(e.l)

)β
β∑

β∈Js1,n
|Ak+1|ββ

a
(k+2)
lf

∑
α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(ef.)

)α
α∑

α∈Is,n
|A2|αα

, (3.25)
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де e.l i el. є одиничним вектор-стовпцем та вектор-рядком, вiдповiдно; a(k+2)
lf –

(lf)-ий елемент матрицi Ak+2. За Лемою 1.6 знаходимо

vif :=
n∑
l=1

∑
β∈Js1,n{i}

cdeti
((
Ak+1

)
.i
(e.l)

)β
β
a
(k+2)
lf =

=
∑

β∈Js1,n{i}

cdeti

((
Ak+1

)
.i

(
a
(k+2)
.f

))β
β
,

f -у компоненту вектор-рядка vi. = [vi1, . . . , vin]. Застосування Леми 1.5 дає
n∑

f=1

vif
∑

α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(ef.)

)α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(vi.)

)α
α
.

З цього випливає (3.22).

Якщо почнемо iз застосування Леми 1.5 у рiвностi (3.25), то одержимо

wlj :=
n∑

f=1

a
(k+2)
lf

∑
α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(ef.)

)α
α
=

=
∑

α∈Is,n{j}

rdetj

(
(A2)j.(a

(k+2)
l. )

)α
α
,

l-у координату вектор-стовпця w.j = [w1j, . . . , wnj]. З наступного послiдовного

застосування Леми 1.6,
n∑
l=1

∑
β∈Js1,n{i}

cdeti
((
Ak+1

)
. i
(e.l)

)β
β
wlj =

∑
β∈Js1,n{i}

cdeti
((
Ak+1

)
. i
(w.j)

)β
β
,

випливає (3.23).

Теорема 3.8. Нехай A ∈ Hn×n
s , IndA = k з rankAk = s1. Тодi її MPD-

обернена матриця A†,d =
(
a†,dij

)
має наступнi визначниковi зображення.

(i) Коли A – довiльна матриця, то

a†,dij =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti((A
∗A).i(ũ.j))

β
β∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Js1,n

∣∣(A2k+1)
∗
A2k+1

∣∣β
β

,

де ũ.j – j-й стовпець матрицi Ũ := A∗A2U, а матриця U = (ufj) ∈ Hn×n є

такою, що

ufj =
∑

β∈Js1,n{f}

cdetf

(((
A2k+1

)∗
A2k+1

)
.f
(â.j)

)β

β

,
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де â.j – j-й стовпець матрицi Â = (A2k+1)∗A.

(ii) Коли матриця A є ермiтовою, то

a†,dij =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti
(
(A2).i(v.j)

)β
β∑

β∈Js,n
|A2|ββ

∑
β∈Is1,n

|Ak+1|ββ
=

∑
α∈Is1,n{j}

rdetj

((
Ak+1

)
j.
(wi.)

)α
α∑

α∈Is, n
|Ak+1|αα

∑
α∈Is1,n

|A2|αα
,

де

v.j =

 ∑
α∈Is1,n{j}

rdetj

((
Ak+1

)
j.

(
a
(k+2)
l.

))α
α

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n

wi. =

 ∑
β∈Js,n{i}

cdeti

(
(A2).i(a

(k+2)
.f )

)β
β

 ∈ H1×n, l = 1, . . . , n.

Доведення. Доведення аналогiчне доведення Теореми 3.7. Беручи до уваги (3.20),

маємо

a†,dij =
n∑
l=1

qAila
d
lj, (3.26)

(i) Якщо A ∈ Hn×n
s – довiльна матриця, то у рiвнiсть (3.26) застосуємо визна-

чниковi зображення (2.14) i (2.84) для QA = A†A = (qAij) i Ad, вiдповiдно.

(ii) Якщо A ∈ Hn×n
s – ермiтова, то пiдставимо у рiвнiсть (3.26) визначниковi

зображення (2.7) для A†, i (2.78) для Ad .

3.3.3. Визначниковi зображення комплексних DMP i MPD -обер-

нених матриць.

Теорема 3.9. Нехай A ∈ Cn×n
s , IndA = k та rankAk = s1. Тодi її DMP-

обернена Ad,† =
(
ad,†ij

)
має наступнi визначниковi зображення

ad,†ij =

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j.(u
(1)
i. )
∣∣∣α
α∑

β∈Js1,n
|Ak+1|ββ

∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
= (3.27)

=

∑
β∈Js1,n{i}

∣∣∣(Ak+1
)
. i

(
u
(2)
.j

)∣∣∣β
β∑

β∈Js1,n
|Ak+1|ββ

∑
β∈Js,n

|AA∗|ββ
, (3.28)
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де

u
(1)
i. =

 ∑
β∈Js1,n{i}

∣∣(Ak+1
)
.i
(ã.f)

∣∣β
β

 ∈ H1×n, f = 1, . . . , n,

u
(2)
.j =

 ∑
α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(ãl.)|αα

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n.

Тут ã.f i ãl. є f -им стовпцем i l-им рядком матрицi Ã := Ak+1A∗.

Доведення. Враховуючи (1.39) для Ad,†, маємо

ad,†ij =
n∑
l=1

n∑
f=1

adilalfa
†
fj. (3.29)

Пiдставивши (2.89) i (2.30) для визначникових зображень матриць Ad i A† у

рiвнiсть (3.29), одержимо

ad,†ij =
n∑
l=1

n∑
f=1

∑
β∈Js1,n{i}

∣∣∣(Ak+1
)
. i

(
a
(k)
.l

)∣∣∣β
β∑

β∈Js1,n
|Ak+1|ββ

alf

∑
α∈Is,n{j}

∣∣(AA∗)j.(a
∗
f.)
∣∣α
α∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

=

n∑
l=1

n∑
f=1

∑
β∈Js1,n{i}

∣∣(Ak+1
)
. i
(e. l)

∣∣β
β∑

β∈Js1,n
|Ak+1|ββ

ãlf

∑
α∈Is,n{j}

((AA∗)j.(ef.)|αα∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
, (3.30)

де e.l та el. – одиничнi вектор-стовпець та вектор-рядок, ãlf – (lf)-ий елемент

матрицi Ã = Ak+1A∗. Якщо покладемо

u
(1)
if :=

n∑
l=1

∑
β∈Js1,n{i}

∣∣(Ak+1
)
.i
(e.l)

∣∣β
β
ãlf =

∑
β∈Js1,n{i}

∣∣(Ak+1
)
.i
(ã.f)

∣∣β
β

як f -у компоненту вектор-рядка u
(1)
i. =

[
u
(1)
i1 , . . . , u

(1)
in

]
. Тодi з

n∑
f=1

u
(1)
if

∑
α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(ef.)|αα =
∑

α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j.(u
(1)
i. )
∣∣∣α
α
,

слiдує (3.27).

Якщо спочатку одержимо

u
(2)
lj :=

n∑
f=1

ãlf
∑

α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(ef.)|αα =
∑

α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(ãl.)|αα,
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– l-у компоненту вектор-стовпця u
(2)
.j =

[
u
(2)
1j , . . . , u

(2)
nj

]
. Тодi з умови

n∑
l=1

∑
β∈Js1,n{i}

∣∣(Ak+1
)
. i
(e.l)

∣∣β
β
u
(2)
lj =

∑
β∈Js1,n{i}

∣∣∣(Ak+1
)
. i

(
u
(2)
.j

)∣∣∣β
β
,

випливає (3.28).

Теорема 3.10. Нехай A ∈ Cn×n
s , IndA = k i rankAk = s1. Тодi її MPD-

обернена A†,d =
(
a†,dij

)
має визначниковi зображення

a†,dij =

∑
β∈Js,n{i}

∣∣∣(A∗A).i(v
(1)
.j )
∣∣∣β
β∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Is1,n

|Ak+1|αα
=

∑
α∈Is1,n{j}

∣∣∣(Ak+1
)
j.

(
v
(2)
i.

)∣∣∣α
α∑

α∈Is1,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Is, n

|Ak+1|αα
,

де

v
(1)
.j =

 ∑
α∈Is1,n{j}

∣∣∣(Ak+1
)
j.
(âl.)

∣∣∣α
α

 ∈ Cn×1, l = 1, . . . , n,

v
(2)
i. =

 ∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i(â.f)|ββ

 ∈ C1×n, l = 1, . . . , n.

Тут âl. i â.f є l-им рядком i f -им стовпцем матрицi Â := A∗Ak+1.

Доведення. Доведення аналогiчне доведенню Теореми 3.9.

3.4. Кватернiонова CMP-обернена матрицi та її визначниковi

зображення.

3.4.1. Визначниковi зображення кватернiонової CMP-оберненої ма-

трицi. Оскiльки, довiльна кватернiонова матриця має єдинi узагальненi обер-

ненi Мура-Пенроуза та Дразiна, то сформульованi у пунктi 1.2.2 положення про

CMP -обернену матрицю узагальнюються на множину кватернiонових матриць.

Маємо наступну лему про серцевинно-нiльпотентний розклад матрицi.

Лема 3.7. Нехай A ∈ Hn×n. Тодi A задається як сума двох матриць, A =

A1 +A2, де A1 i A2 такi, що
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(i) rankA1 = rankA2
1, тобто IndA1 ≤ 1;

(ii) A2 є нiльпотентною;

(iii) A1A2 = A2A1 = 0.

Означення 3.7. Нехай A ∈ Hn×n має серцевинно-нiльпотентний розклад.

CMP-оберненою до матрицi A називається матриця Ac,† := A†A1A
†.

Лема 3.8. Нехай A ∈ Hn×n. Матриця X = Ac,† є єдиною матрицею, яка

задовольняє наступнiй системi рiвнянь:

XAX = X, AXA = A1, AX = A1A
†, XA = A†A1.

Бiльш того,

Ac,† = QAA
d PA. (3.31)

Враховуючи представлення CMP -оберненої (3.31), має мiсце наступна тео-

рема про визначниковi зображення кватернiонової CMP -оберненої.

Теорема 3.11. Нехай A ∈ Hn×n
s , IndA = m > 1 та rankAm = s1. Тодi

визначниковi зображення її CMP-оберненої Ac,† =
(
ac,†ij

)
можна подати на-

ступним чином.

(i) Коли A – довiльна матриця.

ac,†ij =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i(v

(l)
.j )
)β
β( ∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

)2 ∑
β∈Js1,n

|(A2m+1)∗A2m+1|ββ

= (3.32)

=

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (w

(l)
i. )
)α
α( ∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

)2 ∑
β∈Js1,n

|(A2m+1)∗A2m+1|ββ

(3.33)

для всiх l = 1, 2, де
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v
(1)
.j =

 ∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (ût.)

)α
α

 ∈ Hn×1, t = 1, . . . , n, (3.34)

w
(1)
i. =

 ∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (û.k))

β
β

 ∈ H1×n, k = 1, . . . , n, (3.35)

v
(2)
.j =

 ∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (ĝt.)

)α
α

 ∈ Hn×1, t = 1, . . . , n, (3.36)

w
(2)
i. =

 ∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (ĝ.k))

β
β

 ∈ H1×n, k = 1, . . . , n. (3.37)

Тут ût. – t-й рядок та û.k – k-й стовпець матрицi Û := UAm+1A∗, а ĝt. є

t-им рядком та ĝ.k є k-им стовпцем матрицi Ĝ := A∗A2G. Матрицi U =

(uij) ∈ Hn×n та G = (gij) ∈ Hn×n є такими, що

uij =
∑

α∈Is1,n{j}

rdetj

((
A2m+1

(
A2m+1

)∗)
j.
(a

(1)
i. )
)α
α
,

gij =
∑

β∈Js1,n{i}

cdeti

(((
A2m+1

)∗
A2m+1

)
.i

(
a
(2)
.j

))β
β
,

де a
(1)
i. – i-й рядок матрицi A1 := A∗Am+1(A2m+1)∗ i a

(2)
.j – j-ий стовпець

матрицi A2 := (A2m+1)∗Am+1A∗.

(ii) Коли матриця A – ермiтова, то

ac,†ij =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti

(
(A2).i(v

(l)
.j )
)β
β( ∑

β∈Js,n
|A2|ββ

)2 ∑
β∈Js1,n

|Am+1|ββ

= (3.38)

=

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
A2
)
j.
(w

(l)
i. )
)α
α( ∑

α∈Is,n
|A2|αα

)2 ∑
β∈Js1,n

|Am+1|ββ

(3.39)

для всiх l = 1, 2, де
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v
(1)
.j =

 ∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
A2
)
j.
(ût.)

)α
α

 ∈ Hn×1, t = 1, . . . , n, (3.40)

w
(1)
i. =

 ∑
β∈Js,n{i}

cdeti
((
A2
)
.i
(û.k)

)β
β

 ∈ H1×n, k = 1, . . . , n, (3.41)

v
(2)
.j =

 ∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
A2
)
j.
(ĝt.)

)α
α

 ∈ Hn×1, t = 1, . . . , n, (3.42)

w
(2)
i. =

 ∑
β∈Js,n{i}

cdeti
((
A2
)
.i
(ĝ.k)

)β
β

 ∈ H1×n, k = 1, . . . , n. (3.43)

Тут ût. – t-й рядок i û.k – k – Û := UA2, а ĝt. – t-й рядок i ĝ.k – k-й стовпець

матрицi Ĝ := A2G. Матрицi U = (uij) ∈ Hn×n та G = (gij) ∈ Hn×n є

такими, що

uij =
∑

α∈Is1,n{j}

rdetj

((
Am+1

)
j.
(a

(m+2)
i. )

)α
α
,

gij =
∑

β∈Js1,n{i}

cdeti

((
Am+1

)
.i

(
a
(m+2)
.j

))β
β
.

Доведення. Розписавши покомпонентно рiвнiсть (3.31), маємо

ac,†ij =
n∑
l=1

n∑
k=1

qAila
d
lkp

A
kj, (3.44)

де QA = (qAil ), A
d = (adil) та PA = (pAil).

(i) Нехай A ∈ Hn×n
s – довiльна матриця.

a) Застосувавши (2.85), (2.14) та (2.16) для визначникових зображень ма-

триць Ad, QA i PA, вiдповiдно, одержимо

ac,†ij =
n∑
l=1

n∑
k=1

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (ȧ.l))

β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

×

n∑
t=1

( ∑
α∈Is1,n{t}

rdett
((
A2m+1

(
A2m+1

)∗)
.t
(ǎl.)

)α
α

)
a
(m)
tk∑

α∈Is1,n
|A2m+1 (A2m+1)∗|αα

×
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α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(äk.))
α
α∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

=
∑
l

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (ȧ.l))

β
β∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

×

∑
α∈Is1,n{t}

rdett
((
A2m+1

(
A2m+1

)∗)
.t
(ǎl.)

)α
α∑

α∈Is1,n
|A2m+1 (A2m+1)∗|αα

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(ãt.))
α
α∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

,

де ǎl. – l-й рядок матрицi Ǎ := Am(A2m+1)∗, а ãt. – t-й рядок матрицi Ã :=

Am+1A∗. Позначимо A∗Am+1(A2m+1)∗ =: A1 = (a
(1)
ij ). Очевидно, що

ac,†ij =
∑
l

∑
t

∑
k

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (e.t))

β
βa

(1)
tk∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

×

∑
α∈Is1,n{l}

rdetl
((
A2m+1

(
A2m+1

)∗)
l.
(ek.)

)α
α∑

α∈Is1,n
|A2m+1 (A2m+1)∗|αα

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(ãt.))
α
α∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

,

де e.t та ek. є одиничними вектор-стовпцем та вектор-рядком. З Леми 1.5 ви-

пливає, що

utl :=
∑
k

a
(1)
tk

∑
α∈Is1,n{j}

rdetl
((
A2m+1

(
A2m+1

)∗)
l.
(ek.)

)α
α
=

∑
α∈Is1,n{j}

rdetl

((
A2m+1

(
A2m+1

)∗)
l.
(a

(1)
t. )
)α
α
, (3.45)

є t-ю координатою вектор-стовпця u. l = [u1l, . . . , unl]. Застосувавши далi Лему

1.6, одержимо∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdet ((A∗A).i (e.t))
β
β utl =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (u.l))

β
β.

З цього випливає

ac,†ij =
∑
l

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (u.l))

β
β

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(ãl.))
α
α∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Is1,n

|A2m+1 (A2m+1)∗|αα
∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

.

Побудуємо матрицю U = (utl) ∈ Hn×n, де utl визначається виразом (3.45), i

позначимо UÃ = UAm+1A∗ =: Û = (ûtk). Тодi, враховуючи |A∗A|ββ = |AA∗|αα,
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одержимо

ac,†ij =

∑
t

∑
k

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (e.t))

β
βûtk

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(ek.))
α
α∑

β∈Js,n

(
|A∗A|ββ

)2 ∑
α∈Is1,n

|A2m+1 (A2m+1)∗|αα
.

Аналогiчно, застосування Леми 1.5

v
(1)
tj :=

∑
k

ûtk
∑

α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (ek.)

)α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (ût.)

)α
α

дає t-у компоненту вектор-стовпця v
(1)
.j =

[
v
(1)
1j , . . . , v

(1)
nj

]
. Продовжуючи далi, iз

застосування Леми 1.6∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdet ((A∗A).i (e.t))
β
β v

(1)
tj =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
v
(1)
.j

))β
β
,

випливає (3.32) з вектор-стовпцем v
(1)
.j , що визначається рiвнiстю (3.34).

Якщо почнемо з використання Леми 1.6, то одержимо

w
(1)
ik :=

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (e.t))

β
βûtk =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (û.k))

β
β,

– k-у компоненту вектор-рядка w
(1)
i. =

[
w

(1)
i1 , . . . , w

(1)
in

]
. Згодом використаємо

Лему 1.5∑
k

w
(1)
ik

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (ek.)

)α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (w

(1)
i. )
)α
α
,

i одержимо (3.33) з вектор-рядком w
(1)
i. , що задається рiвнiстю (3.73).

b) Iз використання визначникового зображення (2.84) для Ad у рiвностi (3.90)

та послiдовного застосування Леми 1.6, маємо

ac,†ij =
n∑
l=1

n∑
k=1

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (ȧ.l))

β
β∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

×

n∑
t=1

a
(m)
lt

∑
β∈Js1,n{t}

cdett
(((

A2m+1
)∗

A2m+1
)
.t
(ã.k)

)β
β∑

β∈Js1,n
|(A2m+1)∗A2m+1|ββ

×
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α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(äk.))
α
α∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

=
∑
k

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (ǎ.t))

β
β∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

×

∑
β∈Js1,n{t}

cdett
(((

A2m+1
)∗

A2m+1
)
.t
(ã.k)

)β
β∑

β∈Js1,n
|(A2m+1)∗A2m+1|ββ

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(äk.))
α
α∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

,

де ǎ.t – t-ий стовпець матрицi Ǎ := A∗A2 i ã.k – k-ий стовпець матрицi Ã =

(A2m+1)∗A. Позначимо A2 = (a
(2)
ij ) = (A2m+1)∗A2A∗. Очевидно, що

ac,†ij =
∑
l

∑
k

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (ǎ.t))

β
β∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

×

∑
β∈Js1,n{t}

cdett
(((

A2m+1
)∗

A2m+1
)
.t
(e.k)

)β
β
a
(2)
kl∑

β∈Js1,n

∣∣∣((A2m+1)∗A2m+1)
β
β

∣∣∣
∑

α∈Is,n{j}
rdetj((AA∗)j.(el.))

α
α∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

,

де e.k and el. – одиничнi вектор-стовпець i вектор-рядок, вiдповiдно. З Леми 1.6,

gtl :=
∑
l

∑
β∈Js1,n{t}

cdett
(((

A2m+1
)∗

A2m+1
)
.t
(e.k)

)β
β
a
(2)
kl =

=
∑

β∈Js1,n{t}

cdett

(((
A2m+1

)∗
A2m+1

)
.t

(
a
(2)
.l

))β
β

(3.46)

одержимо l-ту компоненту вектор-рядка gt. = [gt1, . . . , gtn]. Далi, послiдовне

застосування Леми 1.5∑
l

gtl
∑

α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(el.))
α
α =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(gt.))
α
α,

дає

ac,†ij =
∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (ǎ.t))

β
β

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(gt.))
α
α∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Is1,n

|A2m+1 (A2m+1)∗|αα
∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

.

Побудуємо матрицю G = (gtl) ∈ Hn×n, де gtf задається рiвнiстю (3.46), i позна-
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чимо ǍG = A∗A2G =: Ĝ = (ĝtl). Тодi,

ac,†ij =

∑
t

∑
k

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (e.t))

β
β ĝtk

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(ek.))
α
α∑

β∈Jr,n

(
|A∗A|ββ

)2 ∑
α∈Is1,n

|A2m+1 (A2m+1)∗|αα
.

Якщо спочатку застосуємо Лему 1.5, то одержимо

v
(2)
tj :=

∑
k

âtk
∑

α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (ek.)

)α
α
=

=
∑

α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (ĝt.)

)α
α

– t-ту координату вектор-стовпця v
(2)
.j =

[
v
(2)
1j , . . . , v

(2)
nj

]
. Подальше застосування

Леми 1.6∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdet ((A∗A).i (e.t))
β
β v

2
tj =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
v
(2)
.j

))β
β
,

дає (3.32) з вектор-стовпцем v
(2)
.j , що задається рiвнiстю (3.36).

Якщо, навпаки, спочатку застосуємо Лему 1.6 щоб одержати

w
(2)
ik :=

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (e.t))

β
β ĝtk =

=
∑

β∈Js,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (ĝ.k))

β
β

– k-ту компоненту вектор-рядка w
(2)
i. =

[
w

(2)
i1 , . . . , w

(2)
in

]
, то подальше використа-

ння Леми дає 1.5∑
k

w
(2)
ik

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (ek.)

)α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(AA∗)j. (w

(2)
i. )
)α
α
.

З чого випливає (3.33) з вектор-рядком w
(2)
i. , що задається рiвнiстю (3.37).

(ii) Нехай тепер матриця A ∈ Hn×n
s буде ермiтовою.

a) Застосовуючи вирази (2.78), (2.18) та (2.19) для визначникових зображень
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матриць Ad, QA та PA, вiдповiдно, маємо

ac,†ij =
∑
l

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdeti

((
A2
)
.i

(
a
(2)
.t

))β
β∑

β∈Js,n
|A2|ββ

×

∑
α∈Is1,n{l}

rdetl

(
(Am+1)l.

(
a
(m)
t.

))α
α∑

α∈Is1,n
|Am+1|αα

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(A2)j.(a

(2)
l. )
)α
α∑

α∈Is,n
|A2|αα

,

де a
(2)
.t та a

(2)
l. – t-й стовпець та l-й рядок матрицi A2, а a

(m)
t. – t-й рядок матрицi

Am. Очевидно, що

ac,†ij =
∑
l

∑
t

∑
k

∑
β∈Js,n{i}

cdeti
((
A2
)
.i
(e.t)

)β
β
a
(m+2)
tk∑

β∈Js,n
|A2|ββ

×

∑
α∈Is1,n{l}

rdetl
((
Am+1

)
l.
(ek.)

)α
α∑

α∈Is1,n
|Am+1|αα

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(A2)j.(a

(2)
l. )
)α
α∑

α∈Is,n
|A2|αα

,

де e.t та ek. – одиничнi вектор-рядок i вектор-стовпець. За Лемою 1.5, позначимо

utl :=
∑
k

a
(m+2)
tk

∑
α∈Is1,n{j}

rdetl
((
Am+1

)
l.
(ek.)

)α
α
=

=
∑

α∈Is1,n{j}

rdetl

((
Am+1

)
l.
(a

(m+2)
t. )

)α
α

(3.47)

t-у компоненту вектор-стовпця u. l = [u1l, . . . , unl]. Оскiльки за Лемою 1.6∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdet
((
A2
)
.i
(e.t)

)β
β
utl =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti
((
A2
)
.i
(u.l)

)β
β
,

то

ac,†ij =
∑
l

∑
β∈Js,n{i}

cdeti
((
A2
)
.i
(u.l)

)β
β

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(A2)j.(a

(2)
l. )
)α
α∑

β∈Jr,n
|A2|ββ

∑
α∈Is1,n

|Am+1|αα
∑

α∈Is,n
|A2|αα

.

Побудуємо матрицю U = (utl) ∈ Hn×n, де utl задається виразом (3.47), позна-
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чимо Û := UA2. Тодi, беручи до уваги рiвнiсть
∣∣A2
∣∣β
β
=
∣∣A2
∣∣α
α
, маємо

ac,†ij =

∑
t

∑
k

∑
β∈Js,n{i}

cdeti
((
A2
)
.i
(e.t)

)β
β
ûtk

∑
α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(ek.)

)α
α∑

β∈Js,n

(
|A2|ββ

)2 ∑
α∈Is1,n

|Am+1|αα
.

Нехай за Лемою 1.5,

v
(1)
tj :=

∑
k

ûtk
∑

α∈Is,n{j}

rdetj

((
A2
)
j.
(ek.)

)α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
A2
)
j.
(ût.)

)α
α

є t-а компонента вектор-стовпця v
(1)
.j =

[
v
(1)
1j , . . . , v

(1)
nj

]
. Застосування Леми 1.6

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdet
((
A2
)
.i
(e.t)

)β
β
v
(1)
tj =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti

((
A2
)
.i

(
v
(1)
.j

))β
β
.

дає (3.38) з вектор-стовпцем v
(1)
.j , що задається рiвнiстю (3.40).

Поклавши за Лемою 1.6,

w
(1)
ik :=

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdeti
((
A2
)
.i
(e.t)

)β
β
ûtk =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti
((
A2
)
.i
(û.k)

)β
β

є k-а компонента вектор-рядка w
(1)
i. =

[
w

(1)
i1 , . . . , w

(1)
in

]
, за подальшим застосува-

нням Леми 1.5 одержимо∑
k

w
(1)
ik

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
A2
)
j.
(ek.)

)α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
A2
)
j.
(w

(1)
i. )
)α
α
.

З чого випливає (3.39) з вектор-рядком w
(1)
i. , що задається виразом (3.41).

b) Використавши вираз (2.77) для визначникового зображення Ad у рiвностi

(3.90), маємо

ac,†ij =
∑
k

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdeti

((
A2
)
.i

(
a
(2)
.t

))β
β∑

β∈Js,n
|A2|ββ

×

∑
β∈Js1,n{t}

cdett

((
Am+1

)
.t

(
a
(m)
.k

))β
β∑

β∈Js,n
|Am+1|ββ

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(A2)j.(a

(2)
k. )
)α
α∑

α∈Is,n
|A2|αα

.
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Покладемо,

ac,†ij =
∑
l

∑
k

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdeti

((
A2
)
.i

(
a
(2)
.t

))β
β∑

β∈Js,n
|A2|ββ

×

∑
β∈Js1,n{t}

cdett
((
Am+1

)
.t
(e.k)

)β
β∑

β∈Js1,n

∣∣∣(Am+1)ββ

∣∣∣ a
(m+2)
kl

∑
α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(el.)

)α
α∑

α∈Is,n
|A2|αα

.

Якщо за Лемою 1.6, позначимо

gtl :=
∑
l

∑
β∈Js1,n{t}

cdett
((
Am+1

)
.t
(e.k)

)β
β
a
(m+2)
kl =

∑
β∈Js1,n{t}

cdett

((
Am+1

)
.t

(
a
(m+2)
.l

))β
β

(3.48)

l-у компоненту вектор-рядка gt. = [gt1, . . . , gtn], то за Лемою 1.5,∑
l

gtl
∑

α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(el.)

)α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(gt.)

)α
α
.

З цього випливає, що

ac,†ij =
∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdeti

((
A2
)
.i

(
a
(2)
.t

))β
β

∑
α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(gt.)

)α
α∑

β∈Jr,n
|A2|ββ

∑
α∈Is1,n

|Am+1|αα
∑

α∈Is,n
|A2|αα

.

Побудуємо матрицю G = (gtl) ∈ Hn×n, де gtl задаються виразом (3.48). Позна-

чимо Ĝ := ǍG = A2G. Тодi

ac,†ij =

∑
t

∑
k

∑
β∈Js,n{i}

cdeti
((
A2
)
.i
(e.t)

)β
β
ĝtk

∑
α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(ek.)

)α
α∑

β∈Js,n

(
|A2|ββ

)2 ∑
α∈Is1,n

|Am+1|αα
.

Якщо позначимо

v
(2)
tj :=

∑
k

âtk
∑

α∈Is,n{j}

rdetj

((
A2
)
j.
(ek.)

)α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
A2
)
j.
(ĝt.)

)α
α

– t-у компоненту вектор-стовпця v
(2)
.j =

[
v
(2)
1j , . . . , v

(2)
nj

]
, то∑

t

∑
β∈Js,n{i}

cdet
((
A2
)
.i
(e.t)

)β
β
v
(2)
tj =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti

((
A2
)
.i

(
v
(2)
.j

))β
β
.
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Отже, будемо мати вираз (3.38) з вектор-стовпцем v
(2)
.j , що задається (3.42).

Якщо позначимо

w
(2)
ik :=

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

cdeti
((
A2
)
.i
(e.t)

)β
β
ĝtk =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti
((
A2
)
.i
(ĝ.k)

)β
β

– k-у компоненту вектор-рядка w
(2)
i. =

[
w

(2)
i1 , . . . , w

(2)
in

]
, то∑

k

w
(2)
ik

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
A2
)
j.
(ek.)

)α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
A2
)
j.
(w

(2)
i. )
)α
α
.

Таким чином, одержимо вираз (3.39) з вектор-рядком w
(2)
i. , заданим як (3.43).

3.4.2. Визначниковi зображення комплексної CMP-оберненої.

Теорема 3.12. Нехай A ∈ Cn×n
s , IndA = m та rankAm = s1. Тодi визначни-

ковi зображення її CMP-оберненої Ac,† =
(
ac,†ij

)
можна подати як

ac,†ij =

∑
β∈Js,n{i}

∣∣∣(A∗A).i(v
(l)
.j )
∣∣∣β
β( ∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

)2 ∑
β∈Js1,n

|Am+1|ββ

(3.49)

=

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j. (w
(l)
i. )
∣∣∣α
α( ∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

)2 ∑
β∈Js1,n

|Am+1|ββ

(3.50)

для всiх l = 1, 2, де

v
(1)
.j =

 ∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j. (ût.)
∣∣∣α
α

 ∈ Hn×1, t = 1, . . . , n, (3.51)

w
(1)
i. =

 ∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (û.k)|ββ

 ∈ H1×n, k = 1, . . . , n, (3.52)

v
(2)
.j =

 ∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(A∗A)j. (g̃t.)
∣∣∣α
α

 ∈ Hn×1, t = 1, . . . , n, (3.53)
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w
(2)
i. =

 ∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (g̃.k)|ββ

 ∈ H1×n, k = 1, . . . , n. (3.54)

Тут ût. – t-й рядок, а û.k – k-й стовпець матрицi Û := UAA∗, g̃t. is the tth

row and g̃.k is the kth column of G̃ := A∗AG, а матрицi U = (uij) ∈ Cn×n та

G = (gij) ∈ Cn×n є такими, що

uij =
∑

α∈Is1,n{j}

∣∣∣(Am+1
)
j.
(âi.)

∣∣∣α
α
, gij =

∑
β∈Js1,n{i}

∣∣(Am+1
)
.i
(ã.j)

∣∣β
β
,

. де âi. – i-й рядок матрицi Â := A∗Am+1, а ã.j – j-й стовпець матрицi

Ã := Am+1A∗.

Доведення. Нехай QA = (qAil ), A
d = (adil) та PA = (pAil). За виразом (3.31), маємо

ac,†ij =
n∑
l=1

n∑
k=1

qAila
d
lkp

A
kj. (3.55)

a) Використавши вирази (2.89), (2.31) i (2.33) для визначникових зображень

матриць Ad, QA та PA, вiдповiдно, маємо

ac,†ij =
∑
l

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (ȧ.t)|
β
β∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Is1,n{l}

∣∣∣(Am+1)l.

(
a
(m)
t.

)∣∣∣α
α∑

α∈Is1,n
|Am+1|αα

×

∑
α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(äl.)|αα∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
,

де ȧ.t – t-й стовпець матрицi A∗A, äl. – l-й рядок матрицi AA∗, а a
(m)
t. – t-й

рядок матрицi Am. Очевидно, що

ac,†ij =

∑
l

∑
t

∑
k

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (e.t)|
β
β âtk

∑
α∈Is1,n{l}

∣∣(Am+1
)
l.
(ek.)

∣∣α
α∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Is1,n

|Am+1|αα
×

∑
α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(äl.)|αα∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
,
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де e.t та ek. – t-й одиничнi вектор-рядок i вектор-стовпець, а âtk – (tk)-й елемент

матрицi Â = A∗Am+1. Позначимо

utl :=
∑
k

âtk
∑

α∈Is1,n{j}

∣∣(Am+1
)
l.
(ek.)

∣∣α
α
=

∑
α∈Is1,n{j}

∣∣(Am+1
)
l.
(ât.)

∣∣α
α

(3.56)

– t-у компоненту вектор-стовпця u. l = [u1l, . . . , unl]. Оскiльки∑
t

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (e.t)|
β
β utl =

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (u.l)|ββ,

то

ac,†ij =
∑
l

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (u.l)|ββ
∑

α∈Is,n{j}
|(AA∗)j.(äl.)|αα∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Is1,n

|Am+1|αα
∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

.

Побудуємо матрицю U = (utl) ∈ Cn×n, елементи utl якої задаються умовою

(3.56), i позначимо Û := UAA∗. Тодi, враховуючи рiвнiсть |A∗A|ββ = |AA∗|αα,

маємо

ac,†ij =

∑
t

∑
k

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (e.t)|
β
βûtk

∑
α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(ek.)|αα( ∑
β∈Js,n

|A∗A|ββ

)2 ∑
α∈Is1,n

|Am+1|αα

.

Якщо покладемо

v
(1)
tj :=

∑
k

ûtk
∑

α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j. (ek.)
∣∣∣α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j. (ût.)
∣∣∣α
α

як t-у компоненту вектор-стовпця v
(1)
.j =

[
v
(1)
1j , . . . , v

(1)
nj

]
. Тодi з того, що

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (e.t)|
β
β v

(1)
tj =

∑
β∈Js,n{i}

∣∣∣(A∗A).i

(
v
(1)
.j

)∣∣∣β
β
.

слiдує (3.49) з вектор-стовпцем v
(1)
.j , що задається рiвнянням (3.51).

Якщо спочатку покладемо

w
(1)
ik :=

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (e.t)|
β
βûtk =

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (û.k)|ββ
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як k-у компоненту вектор-рядка w
(1)
i. =

[
w

(1)
i1 , . . . , w

(1)
in

]
, тодi з рiвностi∑

k

w
(1)
ik

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(A2
)
j.
(ek.)

∣∣∣α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(A2
)
j.
(w

(1)
i. )
∣∣∣α
α
,

випливає (3.50) з вектор-рядком w
(1)
i. , що задається рiвнiстю (3.52).

b) Використавши визначникове зображення (2.88) для матрицi Дразiна Ad

в умовi (3.90), одержимо

ac,†ij =
∑
k

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (ȧ.t)|
β
β∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Js1,n{t}

∣∣∣(Am+1
)
.t

(
a
(m)
.k

)∣∣∣β
β∑

β∈Js,n
|Am+1|ββ

×

∑
α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(äk.)|αα∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
.

Тодi,

ac,†ij =
∑
l

∑
k

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

((A∗A).i (ȧ.t))
β
β∑

β∈Js,n
|A∗A|ββ

×

∑
β∈Js1,n{t}

∣∣(Am+1
)
.t
(e.k)

∣∣β
β∑

β∈Js1,n
|Am+1|ββ

ãkl

∑
α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(el.)|αα∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
.

де el. та e.k – одиничнi вектор-рядок i вектор-стовпець, а ãkl – (kl)-й елемент

матрицi Ã = Am+1A∗. Позначивши

gtl :=
∑
l

∑
β∈Js1,n{t}

∣∣(Am+1
)
.t
(e.k)

∣∣β
β
ãkl =

∑
β∈Js1,n{t}

∣∣(Am+1
)
.t
(ã.l)

∣∣β
β

(3.57)

як l-у компоненту вектор-рядка gt. = [gt1, . . . , gtn], одержимо∑
l

gtl
∑

α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(el.)|αα =
∑

α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(gt.)|αα.

З цього випливає

ac,†ij =
∑
t

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (ȧ.t)|
β
β

∑
α∈Is,n{j}

|(AA∗|j.(gt.))
α
α∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Is1,n

|Am+1|αα
∑

α∈Is,n
|AA∗|αα

.
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Побудуємо матрицю G = (gtl) ∈ Cn×n, де gtl задаються виразом (3.57), i позна-

чимо G̃ := A∗AG. Тодi

ac,†ij =

∑
t

∑
k

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (e.t)|
β
β g̃tk

∑
α∈Is,n{j}

|(AA∗)j.(ek.)|αα∑
β∈Js,n

(
|A∗A|ββ

)2 ∑
α∈Is1,n

|Am+1|αα
.

Аналогiчно вищевикладеному, позначивши

v
(2)
tj :=

∑
k

g̃tk
∑

α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j. (ek.)
∣∣∣α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j. (g̃t.)
∣∣∣α
α

як t-у компоненту вектор-стовпця v
(2)
.j =

[
v
(2)
1j , . . . , v

(2)
nj

]
, маємо

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (e.t)|
β
β v

(2)
tj =

∑
β∈Js,n{i}

∣∣∣(A∗A).i

(
v
(2)
.j

)∣∣∣β
β
.

Таким чином, одержимо вираз (3.49) з вектор-стовпцем v
(2)
.j заданим у (3.53).

Якщо позначимо

w
(2)
ik :=

∑
t

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (e.t)|
β
β g̃tk =

∑
β∈Js,n{i}

|(A∗A).i (g̃.k)|ββ

як k-у компоненту вектор-рядка w
(2)
i. =

[
w

(2)
i1 , . . . , w

(2)
in

]
, тодi∑

k

w
(2)
ik

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j. (ek.)
∣∣∣α
α
=

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(AA∗)j. (w
(2)
i. )
∣∣∣α
α
.

Отже, кiнцево маємо (3.50) з вектор-рядком w
(2)
i. , що задається умовою (3.54).

3.5. Зваженi кватернiоновi EP-серцевиннi оберненi матрицi та

їх визначниковi зображення.

3.5.1. Зваженi кватернiоновi EP-серцевиннi оберненi матрицi. W-

зважена EP-серцевинна обернена матриця може бути узагальнена на множину

кватернiонових матриць наступним чином.
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Означення 3.8. Нехай A ∈ Hm×n, W ∈ Hn×m будуть ненульовими матри-

цями з k = max{Ind(WA), Ind(AW)}. Тодi права W-зважена EP-серцевинна

обернена матрицi A є єдиним розв’язком системи

WAWX = (WA)k
[
(WA)k

]†
, Rr(X) ⊆ Rr

(
(AW)k

)
.

Будемо позначати її як A †⃝,W,r.

Вiдповiдно до [61], права W-зважена EP-серцевинна обернена над тiлом ква-

тернiонiв може бути охарактеризована наступним чином.

Теорема 3.13. Нехай A, X ∈ Hm×n, W ∈ Hn×m будуть ненульовими матри-

цями з k = max{Ind(WA), Ind(AW)}. Наступнi твердження еквiвалентнi.

(i) X – права W-зважена EP-серцевинна обернена для матрицi A.

(ii) XW (AW)k+1 = (AW)k , AWXWX = X, (WAWX)∗ = WAWX.

(iii)

X = A [(WA) †⃝]
2
. (3.58)

Доведення. Доведення аналогiчне доведенню для випадку комплексних матриць

( [61, Теорема 2.2])

Пропонується також розглянути лiву W-зважену EP -серцевинну обернену.

Означення 3.9. Нехай A ∈ Hm×n, W ∈ Hn×m будуть ненульовими матри-

цями з k = max{Ind(WA), Ind(AW)}. Тодi лiва W-зважена EP-серцевинна

обернена матрицi A є єдиним розв’язком системи

XWAW =
[
(AW)k

]†
(AW)k , Rl(X) ⊆ Rl

(
(WA)k

)
. (3.59)

Вона позначається як A †⃝,W,l.

Теорема 3.14. Нехай A, X ∈ Hm×n, W ∈ Hn×m будуть ненульовими ма-

трицями з k = max{Ind(WA), Ind(AW)}. Наступнi твердження є еквiва-

лентними.

(i) X =
[
(AW) †⃝

]2
A.
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(ii) X є лiва W-зважена EP-серцевинна обернена для матрицi A.

(iii) X є єдиним розв’язком системи

(WA)k+1WX = (WA)k , XWXWA = X, (XWAW)∗ = XWAW. (3.60)

Доведення. (i) 7→ (ii) Покажемо, що X =
[
(AW) †⃝

]2
A задовольняє умову

(3.59). Дiйсно,

XWAW =
[
(AW) †⃝

]2
AWAW = (AW) †⃝ AW =

=
[
(AW)k

]†
(AW)k (AW)dAW =

[
(AW)k

]†
(AW)k ,[

(AW) †⃝

]2
A =

[
(AW) †⃝

]3
AWA = . . . =

[
(AW) †⃝

]k+2
(AW)k A =

=
[
(AW) †⃝

]k+2
A (WA)k ,⇐⇒

Rl(
[
(AW) †⃝

]2
A) ⊆ Rl

(
(WA)k

)
.

(ii) 7→ (iii) Доведемо, що X =
[
(AW) †⃝

]2
A задовольняє рiвняння (3.60).

Оскiльки (WA)k+1W = W (AW)k+1 i беручи до уваги Лемму 3.4, (AW) †⃝
=(

(AW)k
)†

(AW)k (AW)d, маємо

(WA)k+1W
[
(AW) †⃝

]2
A =W

[
(AW)k+1 (AW) †⃝

]
(WA) †⃝ A =

=W (AW)k
(
(AW)k

)†
(AW)k (AW)dA =

=W (AW)k (AW)dA =

=(WA)k+1 (WA)d =

=(WA)k .

За Лемою 3.4 i враховуючи, що
[
(AW) †⃝

]2
AW = (AW) †⃝

, одержимо[
(AW) †⃝

]2
AW

([
(AW) †⃝

]2
AW

)
A =

[
(AW) †⃝

]2
AW (AW) †⃝

A =

=
[
(AW) †⃝

]2
A.

Таким чином,([
(AW) †⃝

]2
AWAW

)∗
=
(
(AW) †⃝

AW
)∗

= (AW) †⃝
AW.
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Тепер доведемо єдинiсть X. Нехай

(WA)k+1WX =(WA)k , XWXWA = X, (XWAW)∗ = XWAW,

and X =
[
(AW) †⃝

]2
A.

Припустимо, що iснує також iнша лiва W-зважена EP-серцевинна обернена Y

така, що

(WA)k+1WY = (WA)k , YWYWA = Y, and (YWAW)∗ = YWAW.

Покажемо, що Y = X =
[
(AW) †⃝

]2
A. Отже,

Y =YWYWA = Y (WY)2 (WA)2 = Y (WY)k (WA)k =

=Y (WY)k (WA)k+1WX = (YW)k+1 (AW)k+1X = (YWAW)k+1X =

=

([
(AW)k

]†
(AW)k

)k+1

X =
[
(AW)2k+1

]†
(AW)2k+1 [(AW) †⃝

]2
A.

За Лемою 3.4, (AW) †⃝ =
[
(AW)2k+1

]†
(AW)2k+1 (AW)d .

Таким чином,

Y =
[
(AW)2k+1

]†
(AW)2k+1

[
(AW)2k+1

]†
(AW)2k+1 (AW)d (AW) †⃝ A =

=
[
(AW)2k+1

]†
(AW)2k+1 (AW)d (AW) †⃝ A =

[
(AW) †⃝

]2
A.

i з єдиностi X випливає (iii) 7→ (i).

3.5.2. Визначниковi зображення кватернiонових зважених EP- сер-

цевинних обернених. У цьому пунктi розглянемо визначниковi зображення

W-зважених кватернiонових EP -серцевинних обернених.

Теорема 3.15. Нехай A ∈ Hm×n i W ̸= 0 ∈ Hn×m з k = max{Ind(WA),

Ind(AW)}, rank(WA)k = s. Позначимо WA := U = (uij) ∈ Hn×n. Тодi права

W-зважена EP-серцевинна обернена A †⃝,W,r =
(
a †⃝,W,r
ij

)
∈ Hm×n має визначни-

кове зображення

a †⃝,W,r
ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
Uk+1

(
Uk+1

)∗)
j.
(ϕ̃i.)

)α
α( ∑

α∈Is,n

∣∣Uk+1 (Uk+1)
∗∣∣α

α

)2 , (3.61)
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де ϕ̃i. – i–й рядок матрицi Φ̃ = ΦUk
(
Uk+1

)∗. Матриця Φ = (ϕif) така, що

ϕif =
∑

α∈Is,n{f}

rdetf

((
Uk+1

(
Uk+1

)∗)
f.
(ũi.)

)α

α

,

де ũi . – i–й рядок матрицi Ũ = AUk
(
Uk+1

)∗.
Доведення. За представленням (3.58) для матрицi A †⃝,W,r, маємо

a †⃝,W,r
ij =

n∑
l=1

n∑
f=1

ailu
†⃝,r
lf u

†⃝,r
fj . (3.62)

Застосування визначникового зображення (3.12) для U †⃝ дає

ϕif =
n∑
l=1

ailu
†⃝,r
lf =

n∑
l=1

ail
∑

α∈Is,n{f}
rdetf

((
Uk+1

(
Uk+1

)∗)
f.
(ûl.)

)α
α∑

α∈Is,n

∣∣Uk+1 (Uk+1)
∗∣∣α

α

=

=

∑
α∈Is,n{f}

rdetf

((
Uk+1

(
Uk+1

)∗)
f.
(ũi.)

)α
α∑

α∈Is,n

∣∣Uk+1 (Uk+1)
∗∣∣α

α

,

де ûl. – l–й рядок матрицi Û = Uk
(
Uk+1

)∗ та ũi. – i–й рядок матрицi Ũ =

AUk
(
Uk+1

)∗. Позначимо

ϕif =
∑

α∈Is,n{f}

rdetf

((
Uk+1

(
Uk+1

)∗)
f.
(ũi.)

)α

α

.

Пiдставивши ϕif у вираз (3.62), маємо

a †⃝,W,r
ij =

n∑
l=1

ϕifu
†⃝,r
fj =

n∑
f=1

ϕif
∑

α∈Is,n{f}
rdetj

((
Uk+1

(
Uk+1

)∗)
j.
(ûf.)

)α
α( ∑

α∈Is,n

∣∣Uk+1 (Uk+1)
∗∣∣α

α

)2 .

Поклавши
n∑

f=1

ϕif ûf. = ϕ̃i. як i–й рядок матрицi Φ̃ = ΦUk
(
Uk+1

)∗ одержимо

(3.61).

Аналогiчно, можна довести теорему про визначниковi зображення лiвої W-

зваженої кватернiонової EP -серцевинної оберненої.
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Теорема 3.16. Нехай A ∈ Hm×n i W ̸= 0 ∈ Hn×m з k = max{Ind(WA),

Ind(AW)}, rank(AW)k = s. Позначимо AW := V = (vij) ∈ Hm×m. Тодi лiва

W-зважена EP-серцевинна обернена A †⃝,W,l =
(
a †⃝,W,l
ij

)
∈ Hn×m покомпонентно

може бути виражена як

a †⃝,W,l
ij =

∑
β∈Js,m{i}

cdeti

(((
Vk+1

)∗
Vk+1

)
.i
(ψ̃.j)

)β
β( ∑

β∈Js,m

∣∣(Vk+1)
∗
Vk+1

∣∣β
β

)2 ,

де ψ̃.j – j–ий стовпець матрицi Ψ̃ =
(
Vk+1

)∗
VkΨ. Матриця Ψ = (ψlj) ∈

Hm×n є така, що

ψlj =
∑

β∈Js,m{l}

cdetl

(((
Vk+1

)∗
Vk+1

)
.l
(ṽ.j)

)β
β
,

де ṽ.j – j–ий стовпець матрицi Ṽ =
(
Vk+1

)∗
VkA.

3.5.3. Визначниковi зображення зважених EP-серцевинних обер-

нених для комплексних матриць. Визначниковi зображення зважених пра-

вої та лiвої EP -серцевинних обернених для комплексних матриць легко отрима-

ти з Теорем 3.15 та 3.16, вiдповiдно, поклавши замiсть стовпцевих та рядкових

некомутативних визначникiв - звичайнi визначники.

Теорема 3.17. Нехай A ∈ Cm×n i W ̸= 0 ∈ Cn×m з k = max{Ind(WA),

Ind(AW)}, rk(WA)k = s. Позначимо WA := U = (uij) ∈ Cn×n. Тодi права W-

зважена EP-серцевинна обернена A †⃝,W,r =
(
a †⃝,W,r
ij

)
∈ Cm×n має визначникове

зображення

a †⃝,W,r
ij =

∑
α∈Is,n{j}

∣∣∣(Uk+1
(
Uk+1

)∗)
j.
(ϕ̃i.)

∣∣∣α
α( ∑

α∈Is,n

∣∣Uk+1 (Uk+1)
∗∣∣α

α

)2 , (3.63)

де ϕ̃i. – i–й рядок матрицi Φ̃ = ΦUk
(
Uk+1

)∗. Матриця Φ = (ϕif) така, що

ϕif =
∑

α∈Is,n{f}

∣∣∣∣(Uk+1
(
Uk+1

)∗)
f.
(ũi.)

∣∣∣∣α
α

,

де ũi . – i–й рядок матрицi Ũ = AUk
(
Uk+1

)∗.
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Теорема 3.18. Нехай A ∈ Cm×n i W ̸= 0 ∈ Cn×m з k = max{Ind(WA),

Ind(AW)}, rk(AW)k = s. Позначимо AW := V = (vij) ∈ Cm×m. Тодi лiва

W-зважена EP-серцевинна обернена A †⃝,W,l =
(
a †⃝,W,l
ij

)
∈ Cn×m покомпонентно

може бути виражена як

a †⃝,W,l
ij =

∑
β∈Js,m{i}

∣∣∣((Vk+1
)∗

Vk+1
)
.i
(ψ̃.j)

∣∣∣β
β( ∑

β∈Js,m

∣∣(Vk+1)
∗
Vk+1

∣∣β
β

)2 ,

де ψ̃.j – j–ий стовпець матрицi Ψ̃ =
(
Vk+1

)∗
VkΨ. Матриця Ψ = (ψlj) ∈

Hm×n є така, що

ψlj =
∑

β∈Js,m{l}

∣∣∣((Vk+1
)∗

Vk+1
)
.l
(ṽ.j)

∣∣∣β
β
,

де ṽ.j – j–ий стовпець матрицi Ṽ =
(
Vk+1

)∗
VkA.

Оскiльки, отриманi визначниковi зображення зважених EP -серцевинних обер-

нених для комплексних матриць також є єдиним вiдомим результатом [128], то

цим пiдтверджується його актуальнiсть i новизна.

3.6. Зваженi кватернiоновi MPD та DMP-оберненi матрицi та

їх визначниковi зображення.

Нещодавно у роботi [174] Менг розширив поняття DMP -оберненої компле-

ксної квадратної матрицi до прямокутних матриць, давши означення зваженої

DMP -оберненої. У цьому пiдроздiлi це поняття узагальнюється на множину

кватернiонових матриць.

3.6.1. Кватернiоновi W-зваженi DMP та MPD-оберненi. Аналогi-

чно до [174, Означення 2.2], маємо.

Означення 3.10. Нехай A ∈ Hm×n та W ∈ Hn×m будуть ненульовими ма-

трицями. Зваженою DMP-оберненою (WDMP) матрицi A по вiдношенню до
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W називається матриця

Ad,†,W = WAd,WWAA†. (3.64)

Наступну теорему можна довести аналогiчно до [174, Теорема 2.1].

Теорема 3.19. Нехай A ∈ Hn×n, W ∈ Hn×m – ненульовi матрицi з k =

max{Ind(WA), Ind(AW)}. Матриця X = Ad,†,W є єдиним розв’язком системи

XAX = X, XA = WAd,WWA, (WA)k+1X = (WA)k+1A†. (3.65)

Введемо також поняття зваженою MPD -оберненої матрицi.

Теорема 3.20. Нехай A ∈ Hn×n, W ∈ Hn×m – ненульовi матрицi з k =

max{Ind(WA), Ind(AW)}. Тодi матриця X = A†AWAd,WW є єдиним розв’яз-

ком системи

XAX = X, AX = AWAd,WW, X(AW)k+1 = A†(AW)k+1. (3.66)

Доведення. З Означення 1.17 матрицi Мура-Пенроуза та Означення 2.5 зваже-

ної матрицi Дразiна, а також беручи до уваги її представлення (2.93), маємо

A†AWAd,WW(AA†A)WAd,WW =A†AW(Ad,WWAWAd,W )W =

=A†AWAd,WW,

AA†AWAd,WW =AWAd,WW,

A†AWAd,WW(AW)k+1 =A†AW
(
(AW)d

)2
AW(AW)k+1 =

=A†AW(AW)dAW(AW)d(AW)k+1 =

=A†(AW)k+1.

Це означає, що X = A†AWAd,WW є розв’язком системи рiвнянь (3.66).

Щоб довести єдинiсть, припустимо, що iснують двi матрицi X1 та X2, якi є

розв’язками системи (3.67). Використовуючи повторне застосування рiвняння

(3.67) та Означення 2.5, одержимо

X1 =X1AX1 = X1AWAd,WW = X1 (AW)2
(
Ad,WW

)2
= . . . =

=X1 (AW)k+1 (Ad,WW
)k+1

= A† (AW)k+1 (Ad,WW
)k+1

=

=X2 (AW)k+1 (Ad,WW
)k+1

= X2AWAd,WW = X2AX2 = X2.
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Що й завершує доведення.

Означення 3.11. Нехай A ∈ Hm×n i W ∈ Hn×m будуть ненульовими матри-

цями. Зваженою MPD-оберненою (WMPD) матрицi A по вiдношенню до W

називається матриця

A†,d,W = A†AWAd,WW. (3.67)

3.6.2. Визначниковi зображення кватернiонових W-зважених DMP

та MPD-обернених. Розглянемо визначниковi зображення WDMP -оберненої

в залежностi вiд ермiтовостi матрицi U := WA.

Теорема 3.21. Нехай A ∈ Hm×n
r , W ∈ Hn×m – ненульовi матрицi з k =

max{Ind(WA), Ind(AW)} та rank(WA)k = rankUk = r1. Тодi визначниковi

зображення WDMP-оберненої Ad,†,W =
(
ad,†,Wij

)
є наступними.

(i) Якщо матриця WA є довiльною, тодi

ad,†,Wij =

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(ω̃

(1)
i. )
)α
α

∑
β∈Ir,m

|AA∗|αα

( ∑
α∈Ir1,n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

)2

,

(3.68)

де ω̃(1)
i. – i-й рядок Ω̃1 = Ω1(WA)k+1A∗. Матриця Ω1 = (ω

(1)
is ) є така, що

ω
(1)
is =

∑
α∈Ir1,n{s}

rdets

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
s.
(ϕ̂i.)

)α
α
, (3.69)

де ϕ̂i. – i-й рядок матрицi Φ̂ := WAΦU2k(U2k+1)∗ ∈ Hn×n, а матриця Φ =

(ϕlq) ∈ Hm×n задається як

ϕiq =
∑

α∈Ir1,n{q}

rdetq

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
q.
(ǔl .)

)α

α

. (3.70)

Тут ǔl . – l-й рядок матрицi Uk(U2k+1)∗ =: Ǔ ∈ Hn×n.

(ii) Якщо матриця WA є ермiтовою, тодi

ad,†,Wij =

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(ω̃

(2)
i. )
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

∑
α∈Ir1,n

∣∣∣(WA)k+2
∣∣∣α
α

, (3.71)
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де ω̃(2)
i. – i-й рядок матрицi Ω̃2 = Ω2WAA∗. Матриця Ω2 = (ω

(2)
is ) є така, що

ω
(2)
is :=

∑
α∈Ir1,n{s}

rdets
(
(WA)k+2

s. (ûi.)
)α
α
,

де ûi. – i-й рядок матрицi Û = (WA)k+1.

Доведення. За Означенням 3.10 WDMP -оберненої, маємо

ad,†,Wij =
m∑
t=1

n∑
s=1

m∑
f=1

wita
d,W
ts wsfp

A
fj, (3.72)

де Ad,W = (ad,Wts ) ∈ Hm×n та PA = (pAfj) ∈ Hm×m.

(i) Позначимо W1 := WAA∗ = (w
(1)
sj ). Застосовуючи вираз (2.16) для

визначникового зображення проективної матрицi PA, одержимо

m∑
f=1

wsfp
A
fj =

m∑
f=1

wsf

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj((AA∗)j.(äf.))
α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

=

=

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(1)
s. )
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

. (3.73)

Пiдставивши вираз (3.73) у рiвняння (3.72) та застосувавши (2.98) для визна-

чникового зображення W-зваженої матрицi Дразiна Ad,W , маємо

ad,†,Wij =
n∑

s=1

∑
α∈Ir1, n{s}

rdets

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
s.
(ϕ̂i.)

)α
α( ∑

α∈Ir1, n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

)2 ×

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(2)
s. )
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

, (3.74)

де ϕ̂i . – i-й рядок матрицi Φ̂ := WAΦU2k(U2k+1)∗ ∈ Hm×n, а w
(2)
s. – s-й рядок

матрицi W2 = UkWAA∗ = (WA)k+1A∗. Тут матриця Φ = (ϕlq) ∈ Hn×n є

такою, що

ϕlq =
∑

α∈Ir1,n{q}

rdetq

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
q.
(ǔl .)

)α

α

,
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де ǔl. – l-й рядок матрицi Uk(U2k+1)∗ =: Ǔ ∈ Hn×n. Позначимо

ω
(1)
is :=

∑
α∈Ir1,n{s}

rdets

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
s.
(ϕ̂t.)

)α
α

i побудуємо матрицю Ω1 = (ω
(1)
is ). Оскiльки

n∑
s=1

ω
(1)
is

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(3)
s. )
)α
α
=

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(ω̃

(1)
i. )
)α
α
,

де ω̃(1)
i. – i-й рядок матрицi Ω̃1 = Ω1W3 = Ω1(WA)k+1A∗, то з рiвностi (3.74)

випливає (3.68).

(ii) Застосування визначникового зображення (2.128) W-зваженої матрицi

Дразiна Ad,W у виразi (3.72) дає

ad,†,Wij =

n∑
s=1

∑
α∈Ir1,n{s}

rdets
(
(WA)k+2

s. (ûi.)
)α
α

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(2)
s. )
)α
α∑

α∈Ir1,n

∣∣∣(WA)k+2
∣∣∣α
α

∑
α∈Ir,m

|AA∗|αα
,

(3.75)

де ûi . – i-й рядок матрицi Û := (WA)k+1 ∈ Hn×n i w(2)
s. – s-й рядок матрицi

W2 = UkWAA∗ = (WA)k+1A∗. Позначимо

ω
(2)
is :=

∑
α∈Ir1,n{s}

rdets
(
(WA)k+2

s. (ûi.)
)α
α

i побудуємо матрицю Ω2 = (ω
(2)
is ). Оскiльки

n∑
s=1

ω
(2)
is

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(2)
s. )
)α
α
=

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(ω̃

(2)
i. )
)α
α
,

де ω̃(2)
i. – i-й рядок матрицi Ω̃2 = Ω2W2 = Ω2(WA)k+1A∗, то з рiвностi (3.75)

випливає (3.71).

Для WMPD -оберненої маємо аналогiчно.

Теорема 3.22. Нехай A ∈ Hm×n
r , W ∈ Hn×m – ненульовi матрицi з k =

max{Ind(WA), Ind(AW)} та rank(AW)k = rankVk = r1. Тодi визначниковi

зображення її WMPD-оберненої A†,d,W =
(
a†,d,Wij

)
мають вираз.
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(i) Якщо матриця V := AW – довiльна, тодi

a†,d,Wij =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
υ̃
(1)
.j

))β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Jr1,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

(3.76)

де υ̃(1)
.j – j-й стовпець матрицi Υ̃1 = A∗(AW)k+1Υ1. Матриця Υ1 = (υ

(1)
tj )

визначається як

υ
(1)
tj :=

∑
β∈Jr1,m{t}

cdett

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. t

(
ψ̂.j

))β
β
,

де ψ̂.j – j-й стовпець матрицi Ψ̂ := (V2k+1)∗V2kΨAW ∈ Hm×n. Тут матриця

Ψ = (ψs l) ∈ Hm×m є така, що

ψs l =
∑

β∈Jr1,m{s}

cdets

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. s
(v̂. l)

)β
β
,

де v̂.l – l-й стовпець матрицi (V2k+1)∗Vk =: V̂ ∈ Hm×m.

(ii) Якщо матриця AW – ермiтова, то

a†,d,Wij =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
υ̃
(2)
. j

))β
β

∑
β∈Jr,n

|A∗A|ββ

( ∑
β∈Jr1,m

∣∣∣(AW)k+2
∣∣∣β
β

)2 (3.77)

де υ̃(2)
.j – j-й стовпець матрицi Υ̃2 = A∗(AW)k+1Υ2. Матриця Υ2 = (υ

(2)
sj )

задається як

υ
(2)
sj =

∑
β∈Jr1,m{s}

cdets

(
(AW)k+2

.s (ṽ.j)
)β
β
,

де ṽ.j – j-й стовпець матрицi Ṽ = (AW)k+1.

Доведення. За представленням (3.67) WMPD -оберненої, маємо

a†,d,Wij =
m∑
t=1

n∑
s=1

m∑
f=1

qAifwfta
d,W
ts wsf , (3.78)

де Ad,W = (ad,Wts ) ∈ Hm×n та QA = (qAif) ∈ Hn×n.
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(i) Позначимо W1 := A∗AW = (w
(1)
sj ). Застосування виразу (2.14) для

визначникового зображення проективної матрицi QA дає

n∑
l=1

qAilwlt =
n∑
l=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (ȧ . l))

β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

wlt =

=

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(1)
. t

))β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

. (3.79)

Пiдставивши (3.79) у (3.78) та застосувавши (2.99) для визначникового зобра-

ження W-зваженої матрицi Дразiна Ad,W , одержимо

a†,d,Wij =
m∑
t=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(2)
. t

))β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

×

∑
β∈Jr1,m{t}

cdett

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. t

(
ψ̂.j

))β
β( ∑

β∈Jr1,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

)2 , (3.80)

де ψ̂. j – j–й стовпець матрицi Ψ̂ := (V2k+1)∗V2kΨAW ∈ Hm×n i w
(2)
. t – t-

й стовпець матрицi W2 = A∗AWVk = A∗ (AW)k+1 ∈ Hm×m. Тут матриця

Ψ = (ψs l) ∈ Hm×m є такою, що

ψs l =
∑

β∈Jr1,m{s}

cdets

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. s
(v̂. l)

)β
β
.

Тут v̂. l – l-й стовпець матрицi (V2k+1)∗Vk =: V̂ ∈ Hm×m. Позначимо

υ
(1)
tj :=

∑
β∈Jr1,m{t}

cdett

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. t

(
ψ̂. j

))β
β

i побудуємо матрицю Υ1 = (υ
(1)
tj ). Беручи до уваги те, що

m∑
t=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(2)
. t

))β
β
υ
(1)
tj =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
υ̃
(1)
. j

))β
β
,
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де υ̃(1)
. j – j-й стовпець матрицi Υ̃1 = W2Υ1 = A∗(AW)k+1Υ1, з виразу (3.80)

випливає (3.76).

(ii) Застосування визначникового зображення (2.126) W-зваженої матрицi

Дразiна Ad,W у виразi (3.78) дає

a†,d,Wij =
m∑
t=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(2)
. t

))β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Jr1,m{t}

cdett

(
(AW)k+2

. t (ṽ. j)
)β
β∑

β∈Jr1,m

∣∣∣(AW)k+2
∣∣∣β
β

,

(3.81)

де w
(2)
. t – t-й стовпець матрицi W2 = A∗AWVk = A∗ (AW)k+1 ∈ Hm×m i ṽ. j –

j-й стовпець матрицi Ṽ = (AW)k+1. Побудуємо матрицю Υ2 = (υ
(2)
tj ), where

υ
(2)
tj :=

∑
β∈Jr1,m{t}

cdett

(
(AW)k+2

. t (ṽ. j)
)β
β
.

Тодi з виразу (3.81) випливає (3.77).

Теореми 3.21 i 3.22 дають визначниковi зображення W-зважених DMP та

MPD-обернених над тiлом кватернiонiв. Для кращого їх розумiння, дамо по-

кроковий алгоритм знаходження однiєї з них, наприклад, WDMP -оберненої з

Теореми 3.21 випадку (i). Аналогiчно, з умов Теорем 3.21 i 3.22, можна записати

алгоритми знаходження iнших визначникових зображень.

Алгоритм 3.1. 1. Прямим множенням обчислюємо матрицю Ǔ = Uk(U2k+1)∗.

2. Знаходимо ϕiq за формулою (3.70) для всiх i, q = 1, . . . , n i будуємо матри-

цю Φ = (ϕiq).

3. Обчислюємо матрицю Φ̂ := WAΦU2k(U2k+1)∗.

4. За формулою (4.72), знаходимо ω(1)
is для всiх i, s = 1, . . . , n i будуємо ма-

трицю Ω1 = (ω
(1)
is ).

5. Обчислюємо матрицю Ω̃1 := Ω1 (WΩ1)
k+1A∗.

6. Знаходимо ad,†,Wij за формулою (3.68) для всiх i = 1, . . . ,m та j = 1, . . . , n .
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3.6.3. Визначниковi зображення W-зважених DMP та MPD- обер-

нених для комплексних матриць.

Теорема 3.23. Нехай A ∈ Cm×n
r , W ∈ Cn×m – ненульова матриця з k =

max{Ind(WA), Ind(AW)} та rank(WA)k = rankUk = r1. Тодi WDMP-обернена

Ad,†,W =
(
ad,†,Wij

)
має визначникове зображення

ad,†,Wij =

∑
α∈Ir,m{j}

|(AA∗)j.(ω̃i.)|αα∑
α∈Ir,m

|AA∗|αα
∑

α∈Ir1,n

∣∣∣(WA)k+2
∣∣∣α
α

, (3.82)

де ω̃i. – i-й рядок матрицi Ω̃ = ΩWAA∗. Матриця Ω = (ωis) є така, що

ωis :=
∑

α∈Ir1,n{s}

∣∣(WA)k+2
s. (ûi.)

∣∣α
α
,

де ûi. – i-й рядок матрицi Û = (WA)k+1.

Доведення. За Означенням 3.10 WDMP -оберненої, маємо

ad,†,Wij =
m∑
t=1

n∑
s=1

m∑
f=1

wita
d,W
ts wsfp

A
fj,

де Ad,W = (ad,Wts ) ∈ Cm×n та PA = (pAfj) ∈ Cm×m.

Застосування визначникових зображень (2.130) i (2.33) для W-зваженої ма-

трицi Дразiна Ad,W та проективної матрицi PA дає

ad,†,Wij =

n∑
s=1

∑
α∈Ir1,n{s}

∣∣(WA)k+2
s. (ûi.)

∣∣α
α

∑
α∈Ir,m{j}

∣∣∣(AA∗)j.(w
(2)
s. )
∣∣∣α
α∑

α∈Ir1,n

∣∣∣(WA)k+2
∣∣∣α
α

∑
α∈Ir,m

|AA∗|αα
, (3.83)

де ûi . – i-й рядок матрицi Û := (WA)k+1 ∈ Cn×n i w(2)
s. – s-й рядок матрицi

W2 = WAA∗. Позначимо

ωis :=
∑

α∈Ir1,n{s}

∣∣(WA)k+2
s. (ûi.)

∣∣α
α

i побудуємо матрицю Ω = (ωis). Оскiльки
n∑

s=1

ωis

∑
α∈Ir,m{j}

∣∣∣(AA∗)j.(w
(2)
s. )
∣∣∣α
α
=

∑
α∈Ir,m{j}

|(AA∗)j.(ω̃i.)|αα,
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де ω̃i. – i-й рядок матрицi Ω̃ = ΩW2 = ΩWAA∗, то з (3.83) випливає (3.82).

Для комплексної WMPD -оберненої маємо аналогiчно.

Теорема 3.24. Нехай A ∈ Cm×n
r , W ∈ Cn×m – ненульовi матрицi з k =

max{Ind(WA), Ind(AW)} та rank(AW)k = rankVk = r1. Тодi її WMPD-

обернена A†,d,W =
(
a†,d,Wij

)
має визначникове зображення

a†,d,Wij =

∑
β∈Jr,n{i}

|(A∗A).i (υ̃.j)|ββ

∑
β∈Jr,n

|A∗A|ββ

( ∑
β∈Jr1,m

∣∣∣(AW)k+2
∣∣∣β
β

)2

де υ̃.j – j-й стовпець Υ̃ = A∗AWΥ. Матриця Υ = (υsj) задається як

υsj =
∑

β∈Jr1,m{s}

∣∣∣(AW)k+2
. s (ṽ.j)

∣∣∣β
β
,

де ṽ.j – j-й стовпець матрицi Ṽ = (AW)k+1.

3.7. Кватернiонова зважена CMP-обернена матриця та її ви-

значниковi зображення.

Нещодавно Мосiч [182] ввела поняття CMP -зваженої оберненої для компле-

ксної прямокутної матрицi, яке можна узагальнити на множину кватернiонових

матриць без будь-яких змiн.

3.7.1. Кватернiонова зважена CMP-обернена. Аналогiчно як в [182,

Теорема 2.1], має мiсце

Лема 3.9. Нехай A ∈ Hm×n i W ∈ Hn×m буде ненульовою матрицею. Систе-

ма рiвнянь

XAX = X, AX = AWAd,WWAA†, and XA = A†AWAd,WWA.

має єдиний розв’язок, який може бути виражений як X = A†AWAd,WWAA†.
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Означення 3.12. Нехай A ∈ Hm×n i W ∈ Hn×m буде ненульовою матрицею.

CMP-зважена обернена (WCMP) для матрицi A стосовно ваги W визначає-

ться як

Ac,†,W = A†AWAd,WWAA†. (3.84)

3.7.2. Визначниковi зображення кватернiонової зваженої CMP -обер-

неної.

Теорема 3.25. Нехай A ∈ Hm×n
r i W ∈ Hn×m буде ненульовою матрицею з

k = max{Ind(WA), Ind(AW)}. Тодi визначниковi зображення CMP-зваженої

оберненої Ac,†,W =
(
ac,†,Wij

)
мають наступний вираз.

(i) Якщо rank(WA)k = rankUk = r1, тодi

ac,†,Wij =

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj((AA∗)j.(ω̃i.))
α
α( ∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

)2( ∑
α∈Ir1,n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

)2

,

(3.85)

де ω̃i. – i–й рядок матрицi Ω̃ = Ω(WA)k+1A∗. Матриця Ω = (ωiz) є така, що

ωiz =
∑

β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
ϕ(1)

.z

))β
β
. (3.86)

Тут ϕ
(1)
.z – z–й стовпець матрицi Φ1 = A∗AWΦ̂ = (ϕ̂tz) i

ϕ̂tz :=
∑

α∈Ir1,n{z}

rdetz

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
z.
(ϕ̃t.)

)α
α
, (3.87)

де ϕ̃t. – t-й рядок матрицi Φ̃ := AΦU2k(U2k+1)∗ ∈ Hm×n, а матриця Φ =

(ϕlq) ∈ Hn×n задається як

ϕlq =
∑

α∈Ir1,n{q}

rdetq

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
q.
(ǔl.)

)α

α

. (3.88)

Тут ǔl. – l-й рядок матрицi Uk(U2k+1)∗ =: Ǔ ∈ Hn×n.

(ii) Якщо rank(AW)k = rankVk = r1, тодi

ac,†,Wij =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (υ̃.j))

β
β( ∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

)2 ∑
β∈Jr1,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

(3.89)
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де υ̃.j – j-й стовпець матрицi Υ̃ = A∗(AW)k+1Υ. Матриця Υ = (υzj) задає-

ться як

υzj =
∑

α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(ψ

(1)
z. )
)α
α
,

де ψ(1)
z. – z-й рядок матрицi Ψ(1) = Ψ̂WAA∗. Тут Ψ̂ = (ψ̂zs) є такою, що

ψ̂zs :=
∑

β∈Jr1,m{z}

cdetz

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. z

(
ψ̃. s

))β
β

де ψ̃. s – s-й стовпець матрицi Ψ̃ := (V2k+1)∗V2kΨA ∈ Hm×n, а матриця

Ψ = (ψlt) ∈ Hm×m визначається як

ψlt =
∑

β∈Jr1,m{l}

cdetl

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. l
(v̂. t)

)β
β
.

Тут v̂. t – t-й стовпець матрицi (V2k+1)∗Vk =: V̂ ∈ Hm×m.

Доведення. Враховуючи представлення (3.84), маємо

ac,†,Wij =
n∑
l=1

m∑
t=1

n∑
s=1

m∑
f=1

qAilwlta
d,W
ts wsfp

A
fj, (3.90)

де QA = (qAil ) ∈ Hn×n i PA = (pAfj) ∈ Hm×m – проективнi матрицi, Ad,W =

(ad,Wts ) ∈ Hm×n– зважена матриця Дразiна.

(i) Позначимо W1 := A∗AW = (w
(1)
it ) i W2 := WAA∗ = (w

(2)
sj ). Застосовую-

чи визначниковi зображення (2.14) i (2.16) для матриць QA and PA, вiдповiдно,

одержимо

n∑
l=1

qAilwlt =
n∑
l=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (ȧ. l))

β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

wlt =

=

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(1)
. t

))β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

, (3.91)
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m∑
f=1

wsfp
A
fj =

m∑
f=1

wsf

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj((AA∗)j.(äf.))
α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

=

=

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(2)
s. )
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

. (3.92)

Пiдставивши (3.91) i (3.92) у вираз (3.90), позначивши W3 = (WA)k+1A∗ та

застосувавши (2.98) для визначникового зображення Ad,W , одержимо

ac,†,Wij =
m∑
t=1

n∑
s=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(1)
. t

))β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

×

×

n∑
z=1

( ∑
α∈Ir1,n{z}

rdetz

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
z.
(ϕ̃t.)

)α
α

)
u
(k)
zs( ∑

α∈Ir1,n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

)2 ×

×

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(2)
s. )
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

=

=
m∑
t=1

n∑
z=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(1)
. t

))β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

×

×

∑
α∈Ir1,n{z}

rdetz

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
z.
(ϕ̃t.)

)α
α( ∑

α∈Ir1,n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

)2

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(3)
z. )
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

,

(3.93)

де ϕ̃t. – t-й рядок матрицi Φ̃ := AΦU2k(U2k+1)∗ ∈ Hm×n, а матриця Φ = (ϕlq) ∈

Hm×n є такою, що

ϕlq =
∑

α∈Ir1,n{q}

rdetq

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
q.
(ǔl.)

)α

α

.
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Тут ǔl. is the l-th row of Uk(U2k+1)∗ =: Ǔ ∈ Hm×n. Позначимо

ϕ̂tz :=
∑

α∈Ir1,n{z}

rdetz

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
z.
(ϕ̃t.)

)α
α

i побудуємо матрицю Φ̂ = (ϕ̂tz). Нехай

ωiz =
n∑

t=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(1)
. t

))β
β
ϕ̂tz =

=
∑

β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
ϕ(1)

. z

))β
β
,

де ϕ(1)
. z – z-й стовпець матрицi Φ1 = W1Φ̂ = A∗AWΦ̂ i побудуємо матрицю

Ω = (ωiz). Враховуючи, що
∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα =

∑
β∈Jr,n

|A∗A|ββ, i

n∑
z=1

ωiz

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(3)
z. )
)α
α
=

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj((AA∗)j.(ω̃i.))
α
α,

де ω̃i. – i-й рядок матрицi Ω̃ = ΩW3 = Ω(WA)k+1A∗, з (3.93) слiдує (3.85).

(ii) Застосувавши визначникове зображення (2.99) для Ad,W , для проектив-

них матриць QA та PA визначниковi зображення тi ж як i вище, одержимо

ac,†,Wij =
m∑
t=1

n∑
s=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(1)
. t

))β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

×

m∑
z=1

v
(k)
tz

∑
β∈Jr1,m{z}

cdetz

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. z

(
ψ̃. s

))β
β( ∑

β∈Jr1,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

)2 ×

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(2)
s. )
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

=
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=
m∑
z=1

n∑
s=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(3)
. z

))β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

×

∑
β∈Jr1,m{z}

cdetz

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. z

(
ψ̃. s

))β
β( ∑

β∈Jr1,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

)2

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(2)
s .)
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

(3.94)

де w
(3)
. z – z-й стовпець матрицi W3 := A∗(AW)k+1 i w(2)

s. – s-й рядок матрицi

W2 := WAA∗ = (w
(2)
sj ). Позначимо

ψ̂zs :=
∑

β∈Jr1,m{z}

cdetz

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. z

(
ψ̃. s

))β
β

i побудуємо матрицю Ψ̂ = (ψ̂zs). Тодi введемо

υzj =
n∑

s=1

ψ̂zs

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(2)
s. )
)α
α
=

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(ψ

(1)
z. )
)α
α
,

де ψ(1)
z. – z-й рядок матрицi Ψ(1) = Ψ̂W2 = Ψ̂WAA∗ i побудуємо матрицю

Υ = (υzj). Враховуючи те, що

n∑
z=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
w(3)

.z

))β
β
υzj =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (υ̃.j))

β
β,

де υ̃.j – j-й стовпець матрицi Υ̃ = W3Υ = A∗(AW)k+1Υ, кiнцево, з (3.94)

випливає (3.89).

Простiшi вирази визначникових зображень WCMP -оберненої можуть бути

отриманi у випадках, що мають ермiтовiсть.

Теорема 3.26. Нехай A ∈ Hm×n
r i W ∈ Hn×m – ненульова матриця з k =

max{Ind(WA), Ind(AW)}. Тодi її WCMP-обернена Ac,†,W =
(
ac,†,Wij

)
має на-

ступнi визначниковi зображення
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(i) Якщо матриця WA – ермiтова i rank(WA)k = r1, тодi

ac,†,Wij =

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj((AA∗)j.(ω̃i.))
α
α( ∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

)2 ∑
α∈Ir1,n

∣∣∣(WA)k+2
∣∣∣α
α

(3.95)

де ω̃i. – i-й рядок матрицi Ω̃ = ΩWAA∗. Матриця Ω = (ωis) покомпонентно

визначається як

ωis =
∑

α∈Ir1,n{s}

rdets

(
(WA)k+2

s. (ϕ
(1)
i. )
)α
α
.

Тут ϕ
(1)
i. – i-й рядок матрицi Φ1 = ΦA (WA)k i матриця Φ = (ϕit) є такою,

що

ϕit :=
∑

β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(1)
. t

))β
β
,

де w
(1)
. t – t-й стовпець матрицi W1 = A∗AW.

(ii) Якщо AW – ермiтова i rank(AW)k = r1, тодi

ac,†,Wij =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (υ̃.j))

β
β( ∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

)2 ∑
β∈Jr1,m

∣∣∣(AW)k+2
∣∣∣β
β

(3.96)

де υ̃.j – j-й стовпець матрицi Υ̃ = A∗AWΥ. Матриця Υ = (υtj) задається

як

υtj =
∑

β∈Jr1,m{t}

cdett

(
(AW)k+2

. t

(
ψ

(1)
.j

))β
β
,

де ψ(1)
.j – j-й стовпець матрицi Ψ(1) = (AW)kAΨ. Тут матриця Ψ = (ψsj) є

такою, що

ψsj :=
∑

α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(2)
s. )
)α
α
,

де w
(2)
s. – s-й рядок матрицi W2 = WAA∗ = (w

(2)
sj ).
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Доведення. (i) Враховуючи (3.84) i застосовуючи визначниковi зображення

(2.14) i (2.16) для проективних матриць QA i PA, вiдповiдно, та (2.128) для

Ad,W , маємо

ac,†,Wij =
m∑
t=1

n∑
s=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(1)
. t

))β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

×

∑
α∈Ir1,n{s}

rdets
(
(WA)k+2

s. (ūt.)
)α
α∑

α∈Ir1,n

∣∣∣(WA)k+2
∣∣∣α
α

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(2)
s. )
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

, (3.97)

де w
(1)
. t – t-й стовпець матрицi W1 = A∗AW, ūt. – t-й рядок матрицi Ū =

A(WA)k та w
(2)
s. – s-й рядок матрицi W2 = WAA∗. Позначимо

ϕit :=
∑

β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(1)
. t

))β
β

i побудуємо матрицю Φ = (ϕit). Нехай

ωis =
n∑

t=1

ϕit
∑

α∈Ir1,n{s}

rdets
(
(WA)k+2

s. (ūt.)
)α
α
=

=
∑

α∈Ir1,n{s}

rdets

(
(WA)k+2

s. (ϕ
(1)
i. )
)α
α
,

де ϕ(1)
i. – i-й рядок матрицi Φ1 = ΦA (WA)k, i побудуємо матрицю Ω = (ωis).

Враховуючи, що
∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα =

∑
β∈Jr,n

|A∗A|ββ, i

n∑
s=1

ωis

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(2)
s. )
)α
α
=

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj((AA∗)j.(ω̃i.))
α
α,

де ω̃i. – i-й рядок матрицi Ω̃ = ΩW2 = ΩWAA∗, з (3.97) випливає (3.95).

(ii) Застосувавши визначниковi зображення (2.128) для матрицi Ad,W i тi

самi, що й вище для QA i PA, маємо
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ac,†,Wij =
m∑
t=1

n∑
s=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
w

(1)
. t

))β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

×

∑
β∈Jr1,m{t}

cdett

(
(AW)k+2

. t (v̄. s)
)β
β∑

β∈Jr1,m

∣∣∣(AW)k+2
∣∣∣β
β

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(2)
s. )
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

, (3.98)

де w
(1)
. t – t-й стовпець матрицi W1 := A∗AW, v̄. s – s-й стовпець матрицi V̄ =

(AW)kA та w
(2)
s. – s-й рядок матрицi W2 := WAA∗. Позначимо

ψsj :=
∑

α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.(w

(2)
s. )
)α
α

i побудуємо матрицю Ψ = (ψsj). Нехай

υtj =
n∑

s=1

∑
β∈Jr1,m{t}

cdett

(
(AW)k+2

.t (v̄.s)
)β
β
ψsj =

=
∑

β∈Jr1,m{t}

cdett

(
(AW)k+2

.t

(
ψ

(1)
.j

))β
β
,

де ψ(1)
.j – j-й стовпець Ψ(1) = (AW)kAΨ i побудуємо матрицю Υ = (υtj). Вра-

ховуючи
n∑

t=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
w

(1)
.t

))β
β
υtj =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (υ̃.j))

β
β,

де υ̃.j – j-й стовпець матрицi Υ̃ = A∗AWΥ, з виразу (3.98) слiдує (3.96).

Теореми 3.25 i 3.27 дають визначниковi зображення WCMP -оберненоъ над

тiлом кватернiонiв. Для кращого їх розумiння, дамо покроковий алгоритм зна-

ходження однiєї з них, наприклад, випадку (i) з Теореми 3.25. Аналогiчно, з

умов Теорем, можна записати алгоритми знаходження iнших визначникових

зображень.

Алгоритм 3.2. 1. Обчислюємо матрицю Ǔ = Uk(U2k+1)∗.
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2. Знаходимо ϕlq за формулою (4.57) для всiх l = 1, . . . , n i q = 1, . . . , n i

будуємо матрицю Φ = (ϕlq).

3. Обчислюємо матрицю Φ̃ := AΦU2k(U2k+1)∗.

4. Знаходимо ϕ̂tz за формулою (3.87) для всiх t = 1, . . . ,m i z = 1, . . . , n i

будуємо матрицю Φ̂ = (ϕ̂tz).

5. Обчислюємо матрицю Φ1 = A∗AWΦ̂.

6. За формулою (4.73) знаходимо ωiz для всiх i = 1, . . . ,m i z = 1, . . . , n i

будуємо матрицю Ω = (ωiz).

7. Нарештi, знайдимо ac,†,Wij за формулою (3.85) для всiх all i = 1, . . . ,m i

j = 1, . . . , n .

3.7.3. Визначниковi зображення зваженої CMP -оберненої для ком-

плексних матриць.

Теорема 3.27. Нехай A ∈ Cm×n
r i W ∈ Cn×m – ненульова матриця з k =

max{Ind(WA), Ind(AW)}. Тодi її WCMP-обернена Ac,†,W =
(
ac,†,Wij

)
має на-

ступнi визначниковi зображення

(i) Якщо rank(WA)k = r1, тодi

ac,†,Wij =

∑
α∈Ir,m{j}

|(AA∗)j.(ω̃i .)|αα( ∑
β∈Jr,n

|A∗A|ββ

)2 ∑
α∈Ir1,n

∣∣∣(WA)k+2
∣∣∣α
α

(3.99)

де ω̃i . – i-й рядок матрицi Ω̃ = ΩWAA∗. Матриця Ω = (ωis) покомпонентно

визначається як

ωis =
∑

α∈Ir1,n{s}

∣∣∣(WA)k+2
s. (ϕ

(1)
i. )
∣∣∣α
α
.

Тут ϕ
(1)
i. – i-й рядок Φ1 = ΦA (WA)k, а матриця Φ = (ϕit) є такою, що

ϕit :=
∑

β∈Jr,n{i}

∣∣∣(A∗A). i

(
w

(1)
. t

)∣∣∣β
β
,

де w
(1)
. t – t-й стовпець матрицi W1 = A∗AW.
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(ii) Якщо AW – ермiтова i rank(AW)k = r1, тодi

ac,†,Wij =

∑
β∈Jr,n{i}

|(A∗A). i (υ̃.j)|ββ( ∑
α∈Ir,m

|AA∗|αα

)2 ∑
β∈Jr1,m

∣∣∣(AW)k+2
∣∣∣β
β

(3.100)

де υ̃. j – j-й стовпець Υ̃ = A∗AWΥ. Матриця Υ = (υtj) задається як

υtj =
∑

β∈Jr1,m{t}

∣∣∣(AW)k+2
. t

(
ψ

(1)
.j

)∣∣∣β
β
,

де ψ(1)
. j – j-й стовпець матрицi Ψ(1) = (AW)kAΨ. Тут матриця Ψ = (ψsj) є

такою, що

ψsj :=
∑

α∈Ir,m{j}

∣∣∣(AA∗)j.(w
(2)
s . )
∣∣∣α
α
,

де w
(2)
s. – s-й рядок матрицi W2 = WAA∗ = (w

(2)
sj ).

Доведення. (i) Враховуючи (3.84) i застосовуючи визначниковi зображення

(2.31) i (2.33) для матриць QA i PA, вiдповiдно, та (2.128) для Ad,W , маємо

ac,†,Wij =
m∑
t=1

n∑
s=1

∑
β∈Jr,n{i}

∣∣∣(A∗A). i

(
w

(1)
. t

)∣∣∣β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

×

∑
α∈Ir1,n{s}

∣∣(WA)k+2
s . (ūt.)

∣∣α
α∑

α∈Ir1,n

∣∣∣(WA)k+2
∣∣∣α
α

∑
α∈Ir,m{j}

∣∣∣(AA∗)j .(w
(2)
s . )
∣∣∣α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

, (3.101)

де w
(1)
. t – t-й стовпець матрицi W1 = A∗AW, ūt . – t-й рядок матрицi Ū =

A(WA)k та w
(2)
s . – s-й рядок матрицi W2 = WAA∗. Позначимо

ϕit :=
∑

β∈Jr,n{i}

∣∣∣(A∗A). i

(
w

(1)
. t

)∣∣∣β
β

i побудуємо матрицю Φ = (ϕit). Нехай

ωis =
n∑

t=1

ϕit
∑

α∈Ir1,n{s}

∣∣(WA)k+2
s . (ūt .)

∣∣α
α
=

∑
α∈Ir1,n{s}

∣∣∣(WA)k+2
s . (ϕ

(1)
i . )
∣∣∣α
α
,
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де ϕ(1)
i . – i-й рядок матрицi Φ1 = ΦA (WA)k, i побудуємо матрицю Ω = (ωis).

Враховуючи, що
∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα =

∑
β∈Jr,n

|A∗A|ββ, i

n∑
s=1

ωis

∑
α∈Ir,m{j}

∣∣∣(AA∗)j .(w
(2)
s . )
∣∣∣α
α
=

∑
α∈Ir,m{j}

|(AA∗)j .(ω̃i .)|αα,

де ω̃i. – i-й рядок матрицi Ω̃ = ΩW2 = ΩWAA∗, з (3.101) випливає (3.99).

(ii) Застосувавши визначниковi зображення (2.128) для матрицi Ad,W i тi

самi, що й вище для QA i PA, маємо

ac,†,Wij =
m∑
t=1

n∑
s=1

∑
β∈Jr,n{i}

∣∣∣(A∗A). i

(
w

(1)
. t

)∣∣∣β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

×

∑
β∈Jr1,m{t}

∣∣∣(AW)k+2
. t (v̄. s)

∣∣∣β
β∑

β∈Jr1,m

∣∣∣(AW)k+2
∣∣∣β
β

∑
α∈Ir,m{j}

∣∣∣(AA∗)j .(w
(2)
s . )
∣∣∣α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

, (3.102)

де w
(1)
. t – t-й стовпець матрицi W1 := A∗AW, v̄. s – s-й стовпець V̄ = (AW)kA

та w
(2)
s . – s-й рядок матрицi W2 := WAA∗. Позначимо

ψsj :=
∑

α∈Ir,m{j}

∣∣∣(AA∗)j.(w
(2)
s. )
∣∣∣α
α

i побудуємо матрицю Ψ = (ψsj). Нехай

υtj =
n∑

s=1

∑
β∈Jr1,m{t}

∣∣∣(AW)k+2
. t (v̄. s)

∣∣∣β
β
ψsj =

∑
β∈Jr1,m{t}

∣∣∣(AW)k+2
. t

(
ψ

(1)
. j

)∣∣∣β
β
,

де ψ(1)
.j – j-й стовпець матрицi Ψ(1) = (AW)kAΨ, i побудуємо матрицю Υ =

(υtj). Враховуючи

n∑
t=1

∑
β∈Jr,n{i}

∣∣∣(A∗A). i

(
w

(1)
.t

)∣∣∣β
β
υtj =

∑
β∈Jr,n{i}

|(A∗A). i (υ̃. j)|ββ,

де υ̃.j – j-й стовпець матрицi Υ̃ = A∗AWΥ, з виразу (3.102) слiдує (3.100).
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3.8. Приклади визначникового зображення серцевинної оберне-

ної та її узагальнень над тiлом кватернiонiв.

1. Нехай задано матрицю A =


0 k 0

i 0 −j

0 j 0

 . Оскiльки, A∗A =


1 0 k

0 2 0

k 0 1

 , то

(визначниковий) rank(A∗A) = rank(A) = 2. Аналогiчно,

A2 =


j 0 i

0 1− j 0

−k 0 1

 , A2
(
A2
)∗

=


2 0 2i

0 2 0

−2i 0 2

 ,
i rank(A2) = 2. Отже, IndA = 1 i будемо шукати її праву A#⃝ та лiву серцевиннi

оберненi A#⃝ за формулами (3.14) та (3.15), вiдповiдно. Оскiльки

Â = A(A2)∗ =


0 −i+ k 0

−2k 0 −2j

0 −1 + j 0

 ,
то за формулою (3.14)

a#⃝,r
11 =

∑
α∈I2,3{1}

rdet1
((
A2
(
A2
)∗)

1.
(â1.)

)α
α∑

α∈I2,3
|A2 (A2)∗|αα

=

1

8

rdet1

0 −i+ k

0 2

+ rdet1

 0 0

−2i 2

 = 0.

Продовжуючи, аналогiчно, одержимо

A#⃝ =


0 −0.5i+ 0.5k 0

−0.5k 0 −0.5j

0 −0.5 + 0.5j 0

 .
Так само, за формулою (3.15), можемо знайти

A#⃝ =


0 −0.5i 0

0.5i− 0.5k 0 0.5− 0.5j

0 0.5j 0

 .



228

2. Нехай задано матрицi

A =


0 i 0

k 1 i

1 0 0

1 −k −j

 , W =


k 0 i 0

−j k 0 1

0 1 0 −k

 .
Оскiльки,

V =AW =


−k −j 0 i

−1− j i+ k j 1 + j

k 0 i 0

−i+ k 1− j i i− k

 , U = WA =


i j 0

0 k 0

0 0 0

 ,

A∗A =


3 −2k −2j

2k 3 2i

2j −2i 2

 , AA∗ =


1 i 0 −j

−i 3 k 3k

0 −k 1 1

j −3k 1 3


i rankA = 3, rankW = 3, rankV = 3, rankV3 = rankV2 = 2, rankU2 =

rankU = 2, то IndV = 2, IndU = 1, i k = max{Ind(AW), Ind(WA)} = 2.

Будемо шукати WDMP -обернену до матрицi A за Алгоритмом 3.1.

1. Обчислимо матрицю Ǔ = U2(U5)∗. Маємо

U2 =


−1 i+ k 0

0 −1 0

0 0 0

 , U5 =


i 2 + 3j 0

0 k 0

0 0 0

 , rankU2 = 2,

Ǔ =U2(U5)∗ =


6i− k 1 + j 0

−2 + 3j k 0

0 0 0

 .
2. За формулою (3.70) знаходимо ϕiq для всiх i, q = 1, 2, 3. Отже,

Φ =


i −2− j 0

0 k 0

0 0 0

 .
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3. Обчислимо,

Φ̂ := WAΦU4(U5)∗ =


6i− k 1 + j 0

−2 + 3j k 0

0 0 0

 .
4. За формулою (4.72) знаходимо ω(1)

is для всiх i, s = 1, 2, 3. Маємо Ω1 = Φ.

5. Обчислимо матрицю

Ω̃1 := Ω1U
3A∗ =


0 −k 1 1

−i 1 0 k

0 0 0 0

 .
6. Накiнець, знаходимо ad,†,Wij за формулою (3.68) для всiх i = 1, . . . , 4 i j =

1, 2, 3. Отже,

ad,†,W11 =

∑
α∈I3,4{1}

rdet1((AA∗)1.(ω̃1.))
α
α

∑
β∈I3,4

|AA∗|αα

( ∑
α∈I2,3

|U5 (U5)∗|αα

)2 =
1

2

rdet1


0 −k 1

−i 3 k

0 −k 1

+

+ rdet1


0 1 1

0 1 1

j −3k 3

+ rdet1


0 −k 1

−i 3 3k

j −3k 3


 = 0.

Продовжуючи аналогiчно, одержимо

Ad,†,W =


0 0 1 0

−i 0 0 0

0 0 0 0

 .

3.9. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вводяться поняття, вивчається характеризацiї, та отримую-

ться визначниковi зображення для серцевинної оберненої матрицi та її узагаль-

нень. При цьому:
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1. Доведенi теореми про характеризацiю лiвої W-зваженої EP -серцевинної обер-

неної матрицi, зваженої MPD-оберненої матрицi.

2. У рамках теорiї стовпцевих i рядкових визначникiв отримано визначниковi

зображення кватернiонових правої та лiвої серцевинних обернених, правої та

лiвої EP -серцевинних обернених, DMP - та MPD-обернених, CMP -оберненої,

зважених правої та лiвої EP -обернених, зважених DMP - та MPD -обернених

i зваженої CMP -оберненої.

3. Побудовано новi визначниковi зображення комплексних серцевинної оберне-

ної матрицi та її узагальнень.

Результати цього роздiлу опублiкованi у роботах [126–130].
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РОЗДIЛ 4

Правила Крамера для кватернiонових узагальнених матричних

рiвнянь типу Сильвестра та їх систем

Узагальненi оберненi матрицi є важливими iнструментами розв’язку матри-

чних рiвнянь, оскiльки їх розв’язки можна подати у термiнах узагальнених

обернених матриць. У цьому роздiлi розглядаються кватернiоновi двостороннi

матричнi рiвняння та його частковi випадки, узагальнене кватернiонове матри-

чне рiвняння Сильвестра та його частковi i деякi особливi випадки, система

кватернiонових двостороннiх матричних рiвнянь, її частковi i деякi особливi

випадки. Використовуючи визначниковi зображення узагальненої оберненої ма-

трицi Мура-Пенроуза та проективних матриць, якi були отриманi у другому

роздiлi, будуються аналоги правила Крамера для їх розв’язкiв.

4.1. Правило Крамера для кватернiонового двостороннього ма-

тричного рiвняння.

4.1.1. Правило Крамера для кватернiонового двостороннього ма-

тричного рiвняння та його часткових випадкiв.

Означення 4.1. Розглянемо матричне рiвняння

AX = B, (4.1)

де матрицi A ∈ Hm×n,B ∈ Hm×s – заданi, X ∈ Hn×s є невiдомою. Введемо

множину матриць HR = {X|X ∈ Hn×s, min ∥AX − B∥ = a}, де a ≥ 0 ∈ R i

∥A∥ – норма Фробенiуса матрицi A ∈ Hm×n. Матрицi X ∈ HR називаються

нормальними розв’язками рiвняння (4.1). Якщо XLS = minX∈HR
∥X∥, тодi XLS

є нормальними розв’язками рiвняння (4.1) з мiнiмальною нормою.
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Очевидно, коли a = 0, то X ∈ HR розв’язком рiвняння (4.1), коли a > 0, то

максимально наближеним псевдорозв’язком.

Теорема 4.1. [20, 87] Рiвняння (4.1) є сумiсним тодi i тiльки тодi, ко-

ли AA†B = B. У цьому випадку загальний розв’язок задається як X =

A†B+LAV, де V ∈ Hn×s – довiльна матриця вiдповiдних розмiрiв. При цьому,

нормальним розв’язком з мiнiмальною нормою є

XLS = A†B. (4.2)

Якщо виконується умова сумiсностi рiвняння (4.1), тодi (4.2) є його частко-

вим розв’язком.

Теорема 4.2. Позначимо A∗B =: B̂ = (b̂ij) ∈ Hn×s.

(i) Якщо rankA = n, тодi нормальний розв’язок з мiнiмальною нормою XLS =

(xij) ∈ Hn×s рiвняння (4.1) покомпонентно задається як

xij =
cdeti(A

∗A). i

(
b̂.j

)
det(A∗A)

(4.3)

де b̂.j – j-й стовпець матрицi B̂ для всiх j = 1, . . . , s.

(ii) Якщо rankA = r ≤ m < n, тодi нормальний розв’язок з мiнiмальною

нормою рiвняння (4.1) можна подати як

xij =

∑
β∈Jr, n{j}

cdeti

(
(A∗A) . i

(
b̂.j

))β
β∑

β∈Jr, n
|A∗A|ββ

. (4.4)

Доведення. (i) Якщо rankA = n, тодi матриця (A∗A) є оборотною i за Наслiд-

ком 2.1, A† = (A∗A)−1A∗. Подаючи обернену матрицю (A∗A)−1 за визначни-

ковим зображенням (1.10), одержимо

xij =
1

det (A∗A)

n∑
k=1

Lkib̂kj,

де Lki – лiве (ki)-е алгебричне доповнення матрицi (A∗A) для всiх k, i =

1, . . . , n. За Лемою 1.4, звiдси випливає (4.3).
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(ii) Якщо rankA = r ≤ m < n, тодi за Теоремою 2.2 подамо узагальнену

обернену матрицю Мура-Пенроуза A† за формулою (2.7). Звiдси, для всiх i =

1, . . . , n, j = 1, . . . , s, одержимо

xij =
m∑
k=1

a†ikbkj =
m∑
k=1

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti ((A
∗A). i (a

∗
.k))

β
β∑

β∈Jr, n
|A∗A|ββ

· bkj =

=

∑
β∈Jr, n{i}

∑m
k=1 cdeti ((A

∗A). i (a
∗
.k))

β
β · bkj∑

β∈Jr, n
|A∗A|ββ

Оскiльки,

∑
k

a∗. kbkj =



∑
k

a∗1kbkj∑
k

a∗2kbkj

...∑
k

a∗nkbkj


= b̂.j,

де b̂.j – j-й стовпець матрицi B̂, то звiдси випливає (4.4).

Зауваження 4.1. У випадку, коли A – ермiтова, оборотна матриця то розв’я-

зок рiвняння (4.1) знайдемо як

xij =
cdeti(A). i (b.j)

det(A)
, (4.5)

де b.j – j-й стовпець матрицi B.

Означення 4.2. Розглянемо матричне рiвняння

XA = B, (4.6)

де A ∈ Hm×n,B ∈ Hs×n – заданi матрицi, а матриця X ∈ Hs×m – невiдома.

Введемо множину матриць HL = {X|X ∈ Hs×m, ∥XA − B∥ = min}. Ма-

трицi X ∈ HL називаються нормальними розв’язками рiвняння (4.6). Якщо

XLS = minX∈HL
∥X∥, то XLS називається нормальним розв’язком з мiнiмаль-

ною нормою рiвняння (4.6).

Наступна теорема може бути доведена аналогiчно до теореми 4.1.
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Теорема 4.3. Рiвняння (4.1) є сумiсним тодi i тiльки тодi, коли BA†A = B.

У цьому випадку загальний розв’язок задається як X = BA†+WRA, де W –

довiльна матриця вiдповiдних розмiрiв. При цьому нормальним розв’язком з

мiнiмальною нормою є

XLS = BA†. (4.7)

Якщо виконується умова сумiсностi рiвняння (4.6), тодi (4.7) є його частко-

вим розв’язком.

Теорема 4.4. Позначимо BA∗ =: B̌ = (b̌ij) ∈ Hs×m.

(i) Якщо rankA = m, тодi нормальний розв’язок з мiнiмальною нормою XLS =

(xij) ∈ Hs×m рiвняння (4.6) покомпонентно задається як

xij =
rdetj(AA∗)j.

(
b̌i .

)
det(AA∗)

(4.8)

де b̌i. – i-й рядок матрицi B̌ для всiх i = 1, . . . , s.

(ii) Якщо rankA = r ≤ n < m, то для XLS = (xij) ∈ Hs×m рiвняння (4.6)

маємо

xij =

∑
α∈Ir,m{i}

rdetj

(
(AA∗) j .

(
b̌i .

))α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

. (4.9)

Доведення. (i) Якщо rankA = m, тодi матриця (AA∗) є оборотною i за Наслiд-

ком 2.1, A† = A∗ (AA∗)−1 . Подаючи обернену матрицю (AA∗)−1 за формулою

(1.10), для всiх i = 1, . . . , s j = 1, . . . ,m, одержимо

xij =
1

det (AA∗)

n∑
k=1

b̌ikRjk,

де Rjk є (jk)-м правим алгебричним доповненням матрицi (AA∗) для всiх j, k =

1, . . . ,m. Звiдси, за Лемою 1.3, одержимо (4.8).

(ii) Якщо rankA = r ≤ n < m, тодi за Теоремою 2.2 подамо узагальнену

обернену матрицю Мура-Пенроуза A† за формулою (2.8). Звiдси для всiх i =
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1, . . . , s, j = 1, . . . ,m, маємо

xij =
m∑
k=1

bika
†
kj =

m∑
k=1

bik ·

∑
α∈Ir,m{i}

rdetj

(
(AA∗) j . (a

∗
k .)
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

=

=

∑m
k=1 bik

∑
α∈Ir,m{i}

rdetj

(
(AA∗) j . (a

∗
k .)
)α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

.

Оскiльки,
∑
k

bika
∗
k . =

[∑
k

bika
∗
k1

∑
k

bika
∗
k2 · · ·

∑
k

bika
∗
kn

]
= b̌i. – i-й рядок ма-

трицi B̌, то звiдси випливає (4.9).

Зауваження 4.2. У випадку, коли A – ермiтова оборотна матриця, то розв’я-

зок рiвняння (4.6) знайдемо як

xij =
rdetj(A)j. (bi .)

det(A)
, (4.10)

де bi. – i-й рядок матрицi B.

Означення 4.3. Розглянемо матричне рiвняння

AXB = D, (4.11)

де A ∈ Hm×n,B ∈ Hp×q,D ∈ Hm×q – вiдомi матрицi, а матриця X ∈ Hn×p

– невiдома. Позначимо HD = {X|X ∈ Hs×m, ∥AXB − D∥ = min}. Матри-

цi X ∈ HD називаються нормальними розв’язками рiвняння (4.11). Якщо

XLS = minX∈HD
∥X∥, тодi матриця XLS називаються нормальним розв’яз-

ком рiвняння (4.11) з мiнiмальною нормою.

Теорема 4.5. 1) [26] Нормальнi розв’язки рiвняння (4.11) задаються як

X = A†DB† +C−A†ACBB†,

де матриця C ∈ Hn×s є довiльною. При цьому нормальним розв’язком з мiнi-

мальною нормою є

XLS = A†DB†. (4.12)
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2) [252] Рiвняння (4.11) є сумiсним тодi i тiльки тодi, коли AA†DB†B = D.

У цьому випадку загальний розв’язок рiвняння (4.11) задається як

X = A†DB† + LAV +WRB,

де V i W – довiльнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

У випадку виконання умови сумiсностi, (4.12) є частковим розв’язком рiвня-

ння (4.11). Наступна теорема дає правило Крамера для розв’язку (4.12).

Теорема 4.6. Позначимо D̃ = A∗DB∗.

(i) Якщо rankA = n i rankB = p, тодi (нормальний) розв’язок (4.12), X =

(xij), має наступнi визначниковi зображення

xij =
cdeti(A

∗A). i
(
dB
.j

)
det(A∗A) · det(BB∗)

= (4.13)

=
rdetj(BB∗)j.

(
dA
i .

)
det(A∗A) · ·det(BB∗)

, (4.14)

де

dB
.j :=

[
rdetj(BB∗)j.

(
d̃1 .

)
, . . . , rdetj(BB∗)j.

(
d̃n .

)]T
, (4.15)

dA
i . :=

[
cdeti(A

∗A). i

(
d̃.1

)
, . . . , cdeti(A

∗A). i

(
d̃.p

)]
(4.16)

є, вiдповiдно, вектор-стовпцем та вектор-рядком, а d̃i . та d̃. j є i-м рядком

i j-м стовпцем матрицi D̃ для всiх i = 1, . . . , n та j = 1, . . . , p.

(ii) Якщо rankA = r1 < m та rankB = r2 < p, тодi (нормальний) розв’язок

(4.12), X = (xij), можна подати як

xij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
d̂ B

. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB∗|αα
= (4.17)

=

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

(
(BB∗)j .

(
d̂A
i .

))α
α∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB∗|αα
, (4.18)
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де

d̂B
. j =

 ∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
d̃k.

))α
α

 ∈ Hn×1, k = 1, . . . , n, (4.19)

d̂A
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
d̃.l

))β
β

 ∈ H1×p, l = 1, . . . , p, (4.20)

є вектор-стовпцем i вектор-рядком, вiдповiдно. d̃i. та d̃.j є i-рядком та

j-м стовпцем матрицi D̃ для всiх i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p.

(iii) Якщо rankA = n i rankB = r2 < p, тодi (нормальний) розв’язок (4.12),

X = (xij), має визначниковi зображення

xi j =
cdeti(A

∗A). i

(
d̂B
.j

)
det(A∗A) ·

∑
α∈Ir2,p

|BB∗|αα
=

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

(
(BB∗)j .

(
dA
i .

))α
α

det(A∗A) ·
∑

α∈Ir2,p
|BB∗|αα

,

де d̂B
.j знаходиться за формулою (4.19) та dA

i . за (4.16).

(iv) Якщо rankA = r1 < n i rankB = p, тодi (нормальний) розв’язок (4.12),

X = (xij), має визначниковi зображення

xij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
(
(A∗A). i

(
d B

. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ · det(BB∗)

=
rdetj(BB∗)j.

(
d̂A
i .

)
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ · det(BB∗)

,

де dB
.j знаходиться за формулою (4.15) та d̂A

i . за (4.20).

Доведення. (i) Якщо rankA = n and rankB = p, тодi за Наслiдком 2.1, A† =

(A∗A)−1A∗ та B† = B∗ (BB∗)−1. Якщо подамо матрицю (A∗A)−1 як лiву обер-

нену, а (BB∗)−1 як праву обернену, тодi

XLS =(A∗A)−1A∗DB∗ (BB∗)−1 =

=


x11 x12 . . . x1p

x21 x22 . . . x2p

. . . . . . . . . . . .

xn1 xn2 . . . xnp

 =
1

det(A∗A)


LA
11 LA

21 . . . LA
n1

LA
12 LA

22 . . . LA
n2

. . . . . . . . . . . .

LA
1n LA

2n . . . LA
nn

×



238

×


d̃11 d̃12 . . . d̃1p

d̃21 d̃22 . . . d̃2p

. . . . . . . . . . . .

d̃n1 d̃n2 . . . d̃np


1

det(A∗A)


RB

11 RB
21 . . . RB

p1

RB
12 RB

22 . . . RB
p2

. . . . . . . . . . . .

RB
1p RB

2p . . . RB
pp

 ,

де LA
ij – лiве (ij)-е алгебричне доповнення матрицi (A∗A) для всiх i, j = 1, . . . , n,

та RB
ij – праве (ij)-е алгебричне доповнення матрицi (BB∗) для всiх i, j =

1, . . . , p. Звiдси,

xij =

p∑
s=1

n∑
k=1

LA
kid̃k sR

B
js

det(A∗A) · det(BB∗)
, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p. (4.21)

У рiвняннi (4.21) за Лемою 1.4 знайдемо спочатку

dAis :=
n∑

k=1

LA
kid̃k s = cdeti(A

∗A). i

(
d̃. s

)
,

де d̃. s – s-й стовпець матрицi D̃ для всiх s = 1, . . . , p, та побудуємо вектор-рядки

dA
i . :=

[
dAi 1, . . . , d

A
i p

]
для всiх i = 1, . . . , n. Звiвши, за Лемою 1.3, суму

p∑
s=1

dAi sR
B
js

одержимо (4.13).

Якщо ж у рiвняннi (4.21) за Лемою 1.3 знайдемо
p∑

s=1

d̃k sR
B
j s = rdetj(BB

∗)j.

(
d̃k .

)
:= dBk j,

де d̃k . – k-й рядок матрицi D̃ для всiх k = 1, . . . , n, та побудуємо вектор стовпець

dB
. j :=

[
dB1 j, . . . , d

B
n j

]T для всiх j = 1, . . . , p. Звiдси, звiвши за Лемою 1.4 суму
n∑

k=1

LA
kid

B
k j, маємо (4.11).

(ii) Якщо A ∈ Hm×n
r1

, B ∈ Hp×q
r2

i r1 < m, r2 < p, тодi за Теоремою 2.2 для

узагальнених обернених матриць A† =
(
a†ij

)
∈ Hn×m та B† =

(
a†ij

)
∈ Hq×p

використаємо визначниковi зображення, вiдповiдно,

a†ij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
(
(A∗A) . i

(
a∗.j
))β

β∑
β∈Jr1, n

|A∗A|ββ
,
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b†ij =

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj ((BB∗)j . (b
∗
i. ))

α
α∑

α∈Ir2,p
|BB∗|αα

. (4.22)

За Теоремою 4.5, XLS = A†DB†, тодi для матрицi XLS = (xij) маємо

xij =

q∑
s=1

m∑
k=1

a†ikdksb
†
sj =

=

q∑
s=1

m∑
k=1

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti ((A
∗A). i (a

∗
. k))

β
β dks

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj ((BB∗)j .(b
∗
s.))

α
α∑

β∈Jr1, n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB∗|αα
=

=

q∑
s=1

m∑
k=1

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti ((A
∗A). i (e. k))

β
β d̃ks

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj ((BB∗)j . (es.))
α
α∑

β∈Jr1, n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB∗|αα
, (4.23)

де d̃ks – (ks)-й елемент матрицi D̃, ek. та e. s є вiдповiдно одиничними вектор-

рядком та вектор-стовпцем, компоненти яких є 0, за виключенням k-ї та, вiд-

повiдно, s-ї компонент, якi є 1. Позначимо

dAis :=
m∑
k=1

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti ((A
∗A) . i (e. k))

β
βd̃ks =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti

(
(A∗A) . i

(
d̃. s

))β
β

та побудуємо вектор-рядок dA
i . =

[
dAi1, . . . , d

A
iq

]
. Пiдставивши його в (4.23), одер-

жимо

xij =

q∑
s=1

dAis
∑

α∈Ir2,p{j}
rdetj ((BB∗)j . (es.))

α
α∑

β∈Jr1, n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB∗|αα
.

Оскiльки
q∑

s=1
dAises. = dA

i ., то звiдси випливає (4.55).

Якщо в (4.23) введемо спочатку

dBkj :=

q∑
s=1

d̃ks
∑

α∈Ir2,p{j}

rdetj ((BB∗)j .(es.))
α
α =

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

(
(BB∗)j . (d̃k.)

)α
α
,

побудуємо вектор-стовпець dB
. j =

[
dB1j, . . . , d

B
mj

]T та пiдставимо його в (4.23),



240

тодi одержимо

xij =

m∑
k=1

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti ((A
∗A). i (e. k))

β
β d

B
kj∑

β∈Jr1, n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB∗|αα
.

Оскiльки
m∑
k=1

e.kd
B
kj = dB

. j, звiдси випливає (4.54).

Доведення змiшаних випадкiв (iii) та (iv), очевидно, випливає з попереднiх

випадкiв (i) та (ii).

Зауваження 4.3. У випадку, коли A ∈ Hn×n i B ∈ Hp×p обидвi є ермiто-

вими оборотними матрицями, то розв’язок рiвняння (4.11) можемо також

знайти як

xij =
cdeti(A). i

(
dB
.j

)
det(A) · det(B)

=
rdetj(B)j.

(
dA
i .

)
det(A) · ·det(B)

,

де

dB
.j := [rdetj(B)j. (d1 .) , . . . , rdetj(B)j. (dn .)]

T ,

dA
i . := [cdeti(A). i (d.1) , . . . , cdeti(A). i (d.p)]

де di . та d. j є i-м рядком i j-м стовпцем матрицi D для всiх i = 1, . . . , n та

j = 1, . . . , p.

Зауваження 4.4. Аналогiчно Зауваженню 2.2, щоб унiфiкувати цi випадки,

для довiльної повнорангової матрицi A ∈ Hm×n
r , вектор-рядка b ∈ H1×m, та

вектор-стовпця c ∈ Hn×1, покладемо

– коли r = m

rdeti ((AA∗)i. (b)) =
∑

α∈Im,m{i}

rdeti ((AA∗)i. (b))
α
α,

det (AA∗) =
∑

α∈Im,m

|AA∗|αα, i = 1, . . . ,m;

– коли r = n

cdetj

(
(A∗A).j (c)

)
=

∑
β∈Jn,n{j}

cdetj

(
(A∗A).j (c)

)β
β
,

det (A∗A) =
∑

β∈Jn,n

|A∗A|ββ, j = 1, . . . , n.
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Тодi формули (4.54) та (4.55) задають нормальнi розв’язки рiвняння (4.11)

у всiх випадках незалежно вiд рангу матриць.

Аналогiчно, будемо вважати, що формула (4.4) задає нормальнi розв’язки

рiвняння (4.1), а формула (4.9) рiвняння (4.6).

4.1.2. Правила Крамера для нормальних розв’язкiв кватернiоно-

вих систем лiнiйних рiвнянь. Окремо, розглянемо правила Крамера для

нормальних розв’язкiв кватернiонових систем лiнiйних рiвнянь, доведення яких

безпосередньо випливають з попереднього пункту. Через некомутативнiсть ква-

тернiонiв, над тiлом кватернiонiв H доцiльно розглядати праву i лiву систему

лiнiйних рiвнянь.

Означення 4.4. Нехай

A · x = y, (4.24)

є правою системою лiнiйних рiвняння над тiлом кватернiонiв H, де A ∈ Hm×n

є матрицею коефiцiєнтiв, y ∈ Hm×1 – стовпцем вiдомих та x ∈ Hn×1 є стов-

пцем невiдомих значень. Нормальним розв’язком (з найменшою нормою) си-

стеми (4.24) називається вектор-стовпець x0, що задовольняє умову

∥ x0 ∥= min
x∈Hn

{
∥ x̃ ∥: ∥ A · x̃− y ∥= min

x∈Hn
∥ A · x− y ∥

}
,

де Hn є n-мiрним правим кватернiоновим векторним простором.

Аналогiчно до комплексного випадку доводиться наступна теорема (див,

напр. [299]).

Теорема 4.7. Вектор x = A†y є нормальним розв’язком системи (4.24).

Означення 4.5. Нехай

xA = y, (4.25)

є лiвою системою лiнiйних рiвняння над тiлом кватернiонiв H, де A ∈ Hm×n

– матриця коефiцiєнтiв, y ∈ H1×n – вектор рядок вiдомих i x ∈ H1×m рядок

невiдомих значень. Нормальним розв’язком (з найменшою нормою) системи
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(4.25) називається вектор рядок x0, що задовольняє умову∥∥x0
∥∥ = min

x̃∈H1×m

{
∥x̃∥ : ∥x̃ ·A− y∥ = min

x∈H1×m
∥x ·A− y∥

}
,

де H1×m є m-мiрним лiвим векторним простором.

Теорема 4.8. Вектор-рядок x = yA† є нормальним розв’язком рiвняння (4.25).

Наступнi теореми з урахуванням Зауваження 4.4 дають правила Крамера

правої та лiвої систем лiнiйних рiвнянь над тiлом кватернiонiв H. Їх доведення,

очевидно, випливає з Теорем 4.2 i 4.4, вiдповiдно.

Теорема 4.9. Якщо A ∈ Hm×n
r , тодi нормальний розв’язок системи (4.24)

для всiх j = 1, . . . , n можна представити як

x0j =

∑
β∈Jr, n{j}

cdetj

(
(A∗A) . j (f)

)β
β∑

β∈Jr, n
|A∗A|ββ

, (4.26)

де f = A∗y.

Теорема 4.10. Якщо A ∈ Hm×n
r , тодi нормальний розв’язок системи (4.25)

для всiх i = 1, . . . ,m можна представити як

x0i =

∑
α∈Ir,m{i}

rdeti ((AA∗) i . (z))
α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

. (4.27)

де z = yA∗.

4.1.3. Правило Крамера для комплексного двостороннього матри-

чного рiвняння. Використовуючи визначниковi зображення комплексної ма-

трицi Мура-Пенроуза, для двостороннього матричного рiвняння (4.11) у випад-

ку, коли A ∈ Cm×n, B ∈ Cp×q, D ∈ Cm×q, маємо наступне правило Крамера з

врахуванням Зауваження 4.4.

Теорема 4.11. Якщо rankA = r1 та rankB = r2, тодi нормальний розв’язок

з мiнiмальною нормою XLS = (xij) ∈ Cn×p рiвняння (4.11) можна подати як

xij =

∑
β∈Jr1, n{i}

∣∣∣(A∗A). i

(
d̂ B

. j

)∣∣∣β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB∗|αα
=

∑
α∈Ir2,p{j}

∣∣∣(BB∗)j .

(
d̂A
i .

)∣∣∣α
α∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB∗|αα
,
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де

d̂B
. j =

 ∑
α∈Ir2,p{j}

∣∣∣(BB∗)j.

(
d̃k.

)∣∣∣α
α

 ∈ Cn×1, k = 1, . . . , n,

d̂A
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

∣∣∣(A∗A).i

(
d̃.l

)∣∣∣β
β

 ∈ C1×p, l = 1, . . . , p,

є вектор-стовпцем i вектор-рядком, вiдповiдно, а d̃i. та d̃.j – i-й рядок та j-й

стовпець матрицi D̃ для всiх i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p.

Поклавши B = I або A = I, вiдповiдно, одержимо наступнi наслiдки.

Наслiдок 4.1. Якщо rankA = r, тодi нормальний розв’язок з мiнiмальною

нормою рiвняння (4.1) можна подати як

xij =

∑
β∈Jr, n{j}

∣∣∣(A∗A) . i

(
b̂.j

)∣∣∣β
β∑

β∈Jr, n
|A∗A|ββ

.

де b̂.j – j-й стовпець матрицi B̂ для всiх j = 1, . . . , s.

Наслiдок 4.2. Якщо rankA = r, то для XLS = (xij) ∈ Hs×m рiвняння (4.6)

маємо

xij =

∑
α∈Ir,m{i}

∣∣∣(AA∗) j .
(
b̌i .

)∣∣∣α
α∑

α∈Ir,m
|AA∗|αα

.

де b̌i. – i-й рядок матрицi B̌ для всiх i = 1, . . . , s.

4.1.4. Визначниковi зображення особливих розв’язкiв двосторон-

нього матричного рiвняння. В цьому пiдроздiлi розглянемо деякi найпро-

стiшi матричнi рiвняння, якi мають ∗-ермiтовiсть або η-(косо-) ермiтовiсть.

1. Розпочнемо з рiвняння

AXA∗ = B. (4.28)

Ермiтовi розв’язки (додатно- чи невiд’ємно-визначенi), тобто такi X = X∗, що

є розв’язками рiвняння (4.28), вивчалися, зокрема, у роботах [38,62,97,150,288,

289]. Слiдуючи за [97], наступна лема може бути узагальнена на матрицi над

тiлом кватернiонiв H.
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Лема 4.1. Нехай A ∈ Hm×n, B ∈ Hm×m, з умовою B = B∗, – вiдомi матрицi,

а X ∈ Hn×n – невiдома. Тодi рiвняння (4.28) має ермiтовий розв’язок тодi i

тiльки тодi, коли PAB = B. У цьому випадку загальний ермiтовий розв’язок

рiвняння (4.28) є

X = A†BA†,∗ + LAV +V∗LA,

де V ∈ Hn×n довiльна матриця вiдповiдних розмiрiв.

Як випливає з Теореми 4.11, якщо rankA = r, тодi визначниковим зображе-

нням ермiтового розв’язку X = A†BA†,∗ = (xij) є

xij =

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j.

(
v
(1)
i.

))α
α( ∑

α∈Ir,n
|A∗A|αα

)2 =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A1).i

(
v
(2)
.j

))β
β( ∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

)2 ,

де

v
(1)
i. =

 ∑
β∈Jr,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
b(1)
.s

))β
β

 ∈ H1×n, s = 1, . . . , n,

v
(2)
.j =

 ∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j.(b

(1)
f. )
)α
α

 ∈ Hn×1, f = 1, . . . , n.

Тут b
(1)
.s та b

(1)
f. є s-им стовпцем i f -им рядком матрицi B1 := A∗BA, вiдповiдно.

2. Розглянемо матричне рiвняння

AX = B. (4.29)

Лема 4.2. [292] Нехай A,B ∈ Hm×n. Тодi рiвняння (4.29) має η-ермiтовий

розв’язок тодi i тiльки тодi, коли RAB = 0 та ABη∗ = BAη∗. У цьому

випадку η–ермiтовий розв’язок рiвняння (4.29) може бути виражений як

X = A†B+ (A†B)η∗ −A†A(A†B)η∗ + LAVLη
A,

де V = Vη∗ – довiльна кватернiонова матриця вiдповiдних розмiрiв.

Наступна лема дає вираз для η-косо-ермiтового розв’язку рiвняння(4.29).
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Лема 4.3. [155] Нехай A, B - матрицi над тiлом кватернiонiв H вiдповiдних

розмiрiв. Тодi

(a) Рiвняння (4.29) має η-косо-ермiтовий розв’язок ⇔ RAB = 0 and ABη∗ =

−BAη∗.

(b) Якщо умови пункту (a) виконуються, тодi загальний η-косо-ермiтовий

розв’язок задається як

X = A†B− (A†B)η∗ +A†A(A†B)η∗ + LAULη
A,

де U = −Uη∗ – довiльна кватернiонова матриця вiдповiдних розмiрiв.

Поклавши V та U як нульовi матрицi, одержимо частковий η-ермiтовий та

η-косо-ермiтовий розв’язки, вiдповiдно,

X = A†B+ (A†B)η∗ −A†A(A†B)η∗, (4.30)

X = A†B− (A†B)η∗ +A†A(A†B)η∗. (4.31)

Теорема 4.12. Нехай A ∈ Hm×n
r . Тодi η-ермiтовий (4.30) i η-косо-ермiтовий

(4.31) розв’язки рiвняння (4.29), X = (xij) ∈ Hn×n, вiдповiдно,

xij =x
(1)
ij + x

(2)
ij − x

(3)
ij , xij = x

(1)
ij − x

(2)
ij + x

(3)
ij ,

мають покомпонентно наступнi визначниковi зображення,

(i)

x
(1)
ij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

(
(A∗A) . i

(
b
(1)
.j

))β
β∑

β∈Jr, n
|A∗A|ββ

, (4.32)

де b
(1)
.j – j-й стовпець матрицi B1 := A∗B.

(ii)

x
(2)
ij = −η

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j.

(
b
(1,∗)
i.

))α
α∑

β∈Ir,n
|A∗A|αα

η, (4.33)

де b
(1,∗)
i. – i-й рядок матрицi B∗

1 := B∗A.
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(iii)

x
(3)
ij =

−η
∑

α∈Ir,n{j}
rdetj

(
(A∗A)j. (v

η
i.)
)α
α
η( ∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

)2 = (4.34)

=

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (u.j))

β
β( ∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

)2 , (4.35)

де

vη
i. =

−η ∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (â.s))

β
β η

 ∈ H1×n, s = 1, . . . , n, (4.36)

u.j =

−η ∑
α∈Ir,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(â

η
l.))

α
αη

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n. (4.37)

Тут â.s – s-й стовпець Â = A∗ABη∗Aη та âηl. – l-й рядок Âη = Aη∗AηB∗A.

Доведення. Розглянемо кожен доданок розв’язкiв (4.30) та (4.31).

(i) Для першого доданку X1 = A†B, використовуючи визначникове зображе-

ння (2.7) для матрицi Мура-Пенроуза A† i беручи до уваги те, що
∑m

k=1 a
∗
. kbkj =

b
(1)
.j , де b

(1)
.j – j-й стовпець матрицi B1 = A∗B, одержимо

x
(1)
ij =

m∑
k=1

a†ikbkj =
m∑
k=1

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti ((A
∗A). i (a

∗
.k))

β
β∑

β∈Jr, n
|A∗A|ββ

· bkj =

=

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
b
(1)
.j

))β
β∑

β∈Jr, n
|A∗A|ββ

.

(ii) Для другого доданку, X2 = Bη∗(A†)η∗, використаємо (2.27) для визначнико-

вого зображення матрицi Мура-Пенроуза (A†)η∗. З того, що
∑m

k=1 b
∗
ikak. = b

(1,∗)
i. ,

де b
(1,∗)
.j – i-й рядок матрицi B∗

1, випливає
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x
(2)
ij =

m∑
k=1

bη∗ika
†,η∗
kj = −η

m∑
k=1

b∗ik

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (ak .)

)α
α∑

β∈Ir,n
|A∗A|αα

η =

=− η

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j.

(
b
(1,∗)
i.

))α
α∑

β∈Ir,n
|A∗A|αα

η.

(iii) Для третього доданку, X3 = A†A(A†B)η∗, беручи (2.14) для визначнико-

вого зображення проективної матрицi QA = A†A, аналогiчно, одержимо

x
(3)
ij =

m∑
k=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (ȧ.k))

β
β∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

−η

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j.

(
b
(1,∗)
k.

))α
α∑

β∈Ir,n
|A∗A|αα

η

 =

∑m
k=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (ȧ.k))

β
β

(
−η

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j.

(
b
(1,∗)
k.

))α
α
η

)
( ∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

)2 ,

де ȧ.k – k-й стовпець матрицi A∗A i b(1,∗)
k. – k-й рядок матрицi B∗A.

Поклавши el. та e. l як одиничний l-й вектор-рядок i l-й вектор-стовпець,
одержимо

x
(3)
ij =

∑
k

∑
l

∑
s

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (e.l))

β
β ȧlkb

(1,∗,η)
ks

(
−η

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (es.)

)α
α
η

)
( ∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

)2 ,

де b(1,∗,η)ks – (ks)-й елемент матрицi (B∗
1)

η := Bη∗Aη. Позначимо A∗ABη∗Aη =:

Â = (âij). З того, що

n∑
k=1

ȧlkb
(1,∗,η)
ks =

n∑
k=1

m∑
t=1

a∗ltatkb
η∗
kta

η
ts = âls,
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випливає

x
(3)
ij =∑n
l=1

∑n
s=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (e.l))

β
βâls

(
−η

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (es.)

)α
α
η

)
( ∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

)2 .

Якщо позначимо

vis :=
n∑
l=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (e.l))

β
βâls =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (â.s))

β
β

як s-ту компоненту вектор-рядка vi. = [vi1, . . . , vin], тодi
n∑

s=1

vis

−η
∑

α∈Ir,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(es.))

α
α η

 =

− η

 ∑
α∈Ir,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(v

η
i.))

α
α

 η,

де vη
i. = [vηi1, . . . , v

η
in]. Таким чином для третього доданку знайдемо визначникове

зображення (4.34), де вектор-рядок vi. визначається формулою (4.36).

Якщо ж введемо

ulj :=
n∑

s=1

âls

−η
∑

α∈Ir,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(es.))

α
αη

 =

−η
∑

α∈Ir,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(â

η
l.))

α
αη

як l-ту компоненту вектор-стовпця u.j = [u1j, . . . , unj], тодi
n∑
l=1

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (e.l))

β
β ulj =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (u.j))

β
β.

Отже, iнше визначникове зображення третього доданку є (4.35) з вектор-стовпцем

u.j, що задається формулою (4.37).

3. Тепер розглянемо рiвняння з обмеженням

AXAη∗ = B, B = Bη∗. (4.38)

Маємо наступну лему про η-ермiтовий розв’язок рiвняння (4.38).
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Лема 4.4. [69, Наслiдок 3.6] Нехай A ∈ Hm×n, B ∈ Hm×m – заданi матри-

цi. Тодi рiвняння (4.38) має η-ермiтовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли

RAB = 0. У цьому випадку η-ермiтовий розв’язок може бути виражений як

X = A†B(A†)η∗ + LAV +Vη∗Lη∗
A ,

де V довiльна кватернiонова матриця вiдповiдних розмiрiв.

Аналогiчно, для рiвняння з обмеженням

AXAη∗ = B, B = −Bη∗, (4.39)

маємо наступну лему.

Лема 4.5. [155, Теорема 2.3] Нехай матрицi A ∈ Hm×n, B ∈ Hm×m - заданi.

Тодi рiвняння (4.39) має η-косо-ермiтовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли

RAB = 0. У цьому випадку η-косо-ермiтовий розв’язок може бути вираже-

ний як X = A†B(A†)η∗+LAV−Vη∗Lη∗
A , де V довiльна кватернiонова матриця

вiдповiдних розмiрiв.

Теорема 4.13. Нехай A ∈ Hm×n
r i покладемо V як нульову матрицю. Тодi

частковий η-ермiтовий та η-косо-ермiтовий розв’язки

X = A†B(A†)η∗,

рiвнянь (4.38) та (4.39) мають визначниковi зображення

xij =

−η
∑

α∈Ir,n{j}
rdetj

(
(A∗A)j. (v

η
i.)
)α
α
η( ∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

)2 = (4.40)

=

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (u.j))

β
β( ∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

)2 , (4.41)



250

де

vη
i. =

−η ∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (â.s))

β
β η

 ∈ H1×n, s = 1, . . . , n, (4.42)

u.j =

−η ∑
α∈Ir,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(â

η
l.))

α
αη

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n. (4.43)

Тут â.s – s-й стовпець Â = A∗BAη i âηl. – l-й рядок Âη = Aη∗BηA.

Доведення. Застосовуючи визначниковi зображення (2.7) та (2.27) для матриць

Мура-Пенроуза A† та (A†)η∗ вiдповiдно, одержимо

xij =
m∑
k=1

m∑
l=1

a†ikbkl

(
a†jl

)η
=

∑
k

∑
l

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (a

∗
.k))

β
βbkl

(
−η

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (al.)

)α
α
η

)
( ∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

)2 ,

Позначимо A∗BAη =: Â = (âij). Тодi, аналогiчно як в пунктi (iii) доведення

Теореми 4.12, отримаємо

xij =∑
k

∑
l

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (e.k))

β
βâkl

(
−η

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (el.)

)α
α
η

)
( ∑

β∈Jr,n
|A∗A|ββ

)2 ,

де el. and e. l є, вiдповiдно, одиничними вектор-рядком та вектор-стовпцем.

Продовжуючи аналогiчно як в доведеннi Теореми 4.12, очевидно завершимо

доведення.

4.1.5. Приклад правила Крамера для кватернiонового двосторон-

нього матричного рiвняння. Розглянемо рiвняння

AXB = D, (4.44)
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де

A =


1 i j

−k i 1

k j −i

j −1 i

 , B =

i 1 j

j k −i

 , D =


1 i j

k 0 i

1 j 0

0 k i

 .
Маємо

A∗A =


4 2i+ 2j 2j+ 2k

−2i− 2j 4 −2i− 2k

−2j− 2k 2i+ 2k 4

 , BB∗ =

 3 −3k

3k 3

 ,

D̃ = A∗DB∗ =


2 + 2i+ 2j −i+ 2j− 2k

1− i− j i− j− k

1− 2j 2i− k

 .
Оскiльки, det(A∗A) = 0 i

det (A∗A)33 =

 4 2i+ 2j

−2i− 2j 4

 = 8 ̸= 0,

то rankA = 2. Аналогiчно знайдемо, що rankB = 1.

Отже, маємо випадок (ii) Теореми 4.11. Будемо шукати нормальний розв’я-

зок XLS рiвняння (4.44) за формулою (4.19). Маємо,∑
α∈I1, 2

|BB∗|αα = 3 + 3 = 6,

∑
β∈J2, 3

|A∗A|ββ =det

 4 2i+ 2j

−2i− 2j 4

+ det

 4 2j+ 2k

−2j− 2k 4

+

+det

 4 −2i− 2k

2i+ 2k 4

 = 24.

За формулою (4.54), одержимо

dB
.1 =


2 + 2i+ 2j

1− i− j

1− 2j

 , dB
.2 =


−i+ 2j+ 2k

i− j− k

2i− k

 .
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Оскiльки,

(A∗A) . 1
(
dB
. 1

)
=


2 + 2i+ 2j 2i+ 2j 2j+ 2k

1− i− j 4 −2i− 2k

1− 2j 2i+ 2k 4

 ,
тодi, остаточно, отримаємо

x11 =

∑
β∈J2, 3{1}

cdet
(
(A∗A) . 1

(
dB

. 1

))β
β∑

β∈J2,3

∣∣∣(A∗A)ββ

∣∣∣ ∑
α∈I1,2

|BB∗|αα
=

1

144

cdet1

2 + 2i+ 2j 2i+ 2j

1− i− j 4

 +

+ cdet1

2 + 2i+ 2j 2j+ 2k

1− 2j 4

 =
1

72
(4 + 5i+ 6j− k).

Продовжуючи аналогiчно, одержимо нормальний розв’язок (з найменшою нор-

мою) рiвняння (4.44)

XLS =
1

72


4 + 5i+ 6j− k −1− 2i+ 5j− 4k

i− 2j− k −2 + 2i+ j− k

1− 4i− 3j 3i− 3j− 2k

 .

4.2. Правило Крамера для узагальненого кватернiонового рiв-

няння Сильвестра, та його часткових i особливих випадкiв.

У цьому пiдроздiлi, у рамках теорiї стовпцево-рядкових визначникiв, дамо

прямий метод знаходження розв’язкiв, аналог правило Крамера, узагальненого

кватернiонового матричного рiвняння Сильвестра

AXB+CYD = E. (4.45)

його часткових та деяких особливих винадкiв.

4.2.1. Правило Крамера для узагальненого кватернiонового рiв-

няння Сильвестра.
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Лема 4.6. [252] Нехай A ∈ Hm×n, B ∈ Hr×s, C ∈ Hm×p, D ∈ Hq×s, E ∈

Hm×s. Покладемо M = RAC, N = DLB, S = CLM . Наступнi твердження -

еквiвалентнi.

(i) Рiвняння (4.45) має розв’язок (X,Y), де X ∈ Hn×r, Y ∈ Hp×q.

(ii) RMRAE = 0, RAELD = 0, ELDLN = 0, RCELB = 0.

(iii) PMRAEQD = RAE, PCELBQN = ELB.

(iv) rank [A C E] = rank [A C], rank [B∗ D∗ E∗] = rank [B∗ D∗],

rank

A E

0 D

 = rank

A 0

0 D

 , rank
C E

0 B

 = rank

C 0

0 B

 .
В цьому випадку, загальний розв’язок (4.45) виражається як

X = A†EB† −A†CM†RAEB
† −A†SC†ELBN

†DB†−

−A†SVRNDB† + LAU+ ZRB, (4.46)

Y = M†RAED
† + LMS†SC†ELBN

† + LM(V − S†SVNN†) +WRD, (4.47)

де U, V, Z i W - довiльнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Деяке спрощення формул (4.46) та (4.47) може бути отриманi завдяки ква-

тернiоновому аналогу наступного твердження [169].

Лема 4.7. Якщо матриця A ∈ Hn×n – iдемпотентна та ермiтова, тодi для

довiльних матриць B ∈ Hm×n та C ∈ Hn×m виконується

A(BA)† = (BA)†, (AC)†A = (AC)†. (4.48)

Оскiльки матрицi RA, LB, та LM – проективнi, то внаслiдок (4.48), маємо

M†RA = (RAC)†RA = (RAC)† = M†, LBN
† = LB (BLB)

† = (BLB)
† = N†,

LMS† = LM (CLM)† = (CLM)† = S†. (4.49)

Використовуючи (4.49), отримаємо наступне спрощення виразiв (4.46) та (4.47)

X = A†EB† −A†CM†EB† −A†SC†EN†DB†−

−A†SVRNDB† + LAU+ ZRB,

Y = M†ED† + S†SC†ELBN
† + LM(V − S†SVNN†) +WRD,
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де U, V, Z i W - довiльнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Поклавши U, V, Z, та W як нульовi матрицi вiдповiдних розмiрiв, одержимо

наступний частковий розв’язок рiвняння Сильвестра (4.45),

X = A†EB† −A†CM†EB† −A†SC†EN†DB†, (4.50)

Y = M†ED† +QSC
†EN†, (4.51)

Далi, дамо визначникове зображення часткового розв’язку (4.50)-(4.51), що є

аналогом правила Крамера.

Теорема 4.14. Нехай A ∈ Hm×n
r1

, B ∈ Hr×s
r2

, C ∈ Hm×p
r3

, D ∈ Hq×s
r4

, rankM =

r5, rankN = r6, rankS = r7. Тодi розв’язок (4.50)-(4.51), X = (xij) ∈ Hn×r,

Y = (ygf) ∈ Hp×q рiвняння (4.45) покомпонентно

xij = x
(1)
ij − x

(2)
ij − x

(3)
ij , ygf = y

(1)
gf + y

(2)
gf ,

має наступнi визначниковi зображення.

(i)

x
(1)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗A).i

(
dB
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,r

|BB∗|αα
= (4.52)

=

∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
dA
i.

))α
α∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,r

|BB∗|αα
, (4.53)

де

dB
. j =

 ∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
e
(1)
k.

))α
α

 ∈ Hn×1, k = 1, . . . , n, (4.54)

dA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
e
(1)
.l

))β
β

 ∈ H1×r, l = 1, . . . , r. (4.55)

Тут e
(1)
k. i e(1). l є k-м рядком i l-м стовпцем матрицi E1 := A∗EB∗.

(ii)

x
(2)
ij =

∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.(ϕ̃i.

)α
α∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Ir5,m

|MM∗|αα
∑

α∈Ir2,r
|BB∗|αα

, (4.56)
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де ϕ̃i. - i-й рядок Φ̃ := ΦEB∗. Матриця Φ = (ϕiq) є така, що

ϕiq =
∑

β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗A). i

(
φM

. q

))β
β
= (4.57)

=
∑

α∈Ir5,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q.

(
φA

i.

))α
α
, (4.58)

де

φM
. q =

 ∑
α∈Ir5,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q .

(
c
(1)
f.

))α
α

 ∈ Hn×1, f = 1, . . . , n, (4.59)

φA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
c(1).s

))β
β

 ∈ H1×m, s = 1, . . . ,m. (4.60)

Тут c
(1)
f . i c(1). s є f -м рядком i s-м стовпцем C1 := A∗CM∗.

(iii)

x
(3)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (υ̃.j))

β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Jr3,p

|C∗C|ββ
∑

α∈Jr6,s
|N∗N|ββ

∑
α∈Ir2,r

|BB∗|αα
, (4.61)

де υ̃.j - j-й стовпець Υ̃ = A∗SΥ. Матриця Υ = (υtj) ∈ Hp×n така, що

υtj =
∑

β∈Jr3,p{t}

cdett ((C
∗C).t (ẽ.j))

β
β , (4.62)

де ẽ.j - j-й стовпець Ẽ = C∗EΨ, а Ψ = (ψfj) ∈ Hs×n задається умовою

ψfj =
∑

α∈Ir2,r{t}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
ζNf.
))α

α
= (4.63)

=
∑

β∈Jr6,s{f}

cdetf

(
(N∗N).f

(
ζB.j
))β

β
, (4.64)

де

ζNf. =

 ∑
β∈Jr6,s{f}

cdetf

(
(N∗N).f

(
d
(1)
.k

))β
β

 ∈ H1×r, k = 1, . . . , r, (4.65)

ζB.j =

 ∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
d
(1)
l.

))α
α

 ∈ Hs×1, l = 1, . . . , s, (4.66)
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та d
(1)
.k i d(1)

l. є k-м стовпцем i l-м рядком матрицi D1 = N∗DB∗.

(iv)

y
(1)
gf =

∑
β∈Jr5,p{g}

cdetg

(
(M∗M).g

(
dD
.f

))β
β∑

β∈Jr5,p
|M∗M|ββ

∑
α∈Ir4,q

|DD∗|αα
= (4.67)

=

∑
α∈Ir4,q{f}

rdetf

(
(DD∗)f.

(
dM
g.

))α
α∑

β∈Jr5,p
|M∗M|ββ

∑
α∈Ir4,q

|DD∗|αα
, (4.68)

де

dD
. f =

 ∑
α∈Ir4,q{f}

rdetf

(
(DD∗)f.

(
e
(4)
k.

))α
α

 ∈ Hp×1, k = 1, . . . , p, (4.69)

dM
g . =

 ∑
β∈Jr5,p{g}

cdetg

(
(M∗M).g

(
e
(4)
.l

))β
β

 ∈ H1×q, l = 1, . . . , q. (4.70)

Тут e
(4)
k . i e(4). l є k-м рядком i l-м стовпцем матрицi E4 := M∗ED∗.

(v)

y
(2)
gf =

∑
β∈Jr7,p{g}

cdetg

(
(S∗S).g (ω̃.f)

)β
β∑

β∈Jr7,p
|S∗S|ββ

∑
β∈Jr3,p

|C∗C|ββ
∑

α∈Ir6,q
|NN∗|αα

, (4.71)

де ω̃. f - f -й рядок Ω̃ := S∗SΩ. Матриця Ω = (ωtf) така, що

ωtf =
∑

α∈Ir6,q{f}

rdetf

(
(NN∗)f .

(
ξCt .
))α

α
= (4.72)

=
∑

β∈Jr3,p{t}

cdett
(
(C∗C). t

(
ξN. f
))β

β
, (4.73)

де

ξCt . =

 ∑
β∈Jr3,p{t}

cdett

(
(C∗C). t

(
e
(5)
. k

))β
β

 ∈ H1×q, k = 1, . . . , q, (4.74)

ξN.f =

 ∑
α∈Ir6,q{f}

rdetf

(
(NN∗)f .

(
e
(5)
l .

))α
α

 ∈ Hs×1, l = 1, . . . , p. (4.75)

Тут e
(5)
. k i e(5)l . є k-м стовпцем i l-м рядком матрицi E5 = C∗EN∗.
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Доведення. (i) Очевидно, що визначниковi зображення (4.52) та (4.53), безпо-

середньо випливають з Теореми 4.11 з врахуванням Зауваження 4.4.

(ii) Розглянемо другий доданок розв’язку (4.50), A†CM†EB† := X2 =
(
x
(2)
ij

)
.

Використовуючи Теорему 4.11 для множника A†CM† та Теорему 4.4 для мно-

жника EB†, одержимо

x
(2)
ij =

∑p
q=1 ϕiq

∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
e
(2)
q.

))α
α∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Ir5,m

|MM∗|αα
∑

α∈Ir2,r
|BB∗|αα

,

де e
(2)
q. – q-й рядок матрицi E2 := EB∗ i за Теоремою 4.11

ϕiq :=
∑

β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗A). i

(
φM

. q

))β
β
=

∑
α∈Ir5,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q .

(
φA

i.

))α
α
,

де

φM
. q =

 ∑
α∈Ir5,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q .

(
c
(1)
f.

))α
α

 ∈ Hn×1, f = 1, . . . , n,

φA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
c(1).s

))β
β

 ∈ H1×m, s = 1, . . . ,m,

а c
(1)
f . i c(1). s є f -м рядком i s-м стовпцем C1 := A∗CM∗. Побудуємо матрицю

Φ = (ϕiq) та знайдемо Φ̃ = ΦEB∗. З того, що
∑

q ϕiqe
(2)
q . = ϕ̃i . випливає (4.56).

(iii) Для третього доданку розв’язку (4.50), A†SC†EN†DB† := X3 =
(
x
(3)
ij

)
спочатку використаємо Теорему 4.11 для N†DB†. Таким чином,

ψfj :=
∑

α∈Ir2,r{f}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
ζNf .

))α
α
=

∑
β∈Jr6,s{f}

cdetf

(
(N∗N).f

(
ζB.j
))β

β
,

де

ζNf. =

 ∑
β∈Jr6,s{f}

cdetf

(
(N∗N).f

(
d
(1)
. k

))β
β

 ∈ H1×r, k = 1, . . . , r,

ζB.j =

 ∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
d
(1)
l .

))α
α

 ∈ Hs×1, l = 1, . . . , s,
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а d
(1)
. k i d(1)

l . є k-м стовпцем i l-м рядком D1 = N∗DB∗. Побудуємо матрицю Ψ =

(ψfj) ∈ Hs×n та знайдемо матрицю E3 := EΨ. Для визначникового зображення

матрицi C† використаємо (2.7). Тодi

υtj :=

p∑
l=1

∑
β∈Jr3,p{t}

cdett ((C
∗C).t (c.l))

β
β · e

(3)
lj =

∑
β∈Jr3,p{t}

cdett ((C
∗C).t (ẽ.j))

β
β ,

де e(3)lj – (lj)-й елемент матрицi E3 та ẽ.j - j-й стовпець матрицi Ẽ := C∗EΨ.

Побудуємо матрицю Υ = (υtj) ∈ Hp×n та знайдемо матрицю S1 := SΥ. Для

визначникового зображення матрицi A† використаємо (2.7). Тодi одержимо

x
(3)
ij =

∑m
f=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗A).i

(
a∗.f
))β

β
· s(1)fj∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Jr3,p

|C∗C|ββ
∑

α∈Jr6,s
|N∗N|ββ

∑
α∈Ir2,r

|BB∗|αα
.

З того, що
∑m

f=1 a
∗
.f ·s

(1)
fj = υ̃.j, де υ̃.j - j-й стовпець Υ̃ = A∗SΥ, випливає (4.61).

(iv) Визначниковi зображення (4.67) та (4.68) для першого доданку Y1 =

M†ED† розв’язку (4.51) також безпосередньо випливають з Теореми 4.11 з вра-

хуванням Зауваження 4.4.

(v) Розглянемо другий доданок Y2 = QSC
†EN† розв’язку (4.51). Застосу-

вавши Теорему 4.11 для C†EN†, одержимо

ωtf :=
∑

α∈Ir6,q{f}

rdetf

(
(NN∗)f .

(
ξCt .
))α

α
=

∑
β∈Jr3,p{t}

cdett
(
(C∗C). t

(
ξN. f
))β

β
,

де

ξCt . =

 ∑
β∈Jr3,p{t}

cdett

(
(C∗C). t

(
e
(5)
.k

))β
β

 ∈ H1×q, k = 1, . . . , q,

ξN.f =

 ∑
α∈Ir6,q{j}

rdetf

(
(NN∗)f .

(
e
(5)
l .

))α
α

 ∈ Hs×1, l = 1, . . . , p,

та e
(5)
. k i e(5)l . є k-м стовпцем i l-м рядком матрицi E5 = C∗EN∗. Побудуємо матри-

цю Ω = (ωtf). За формулою (2.14) дамо визначникове зображення проективної

матрицi QS, тодi
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y
(2)
gf =

∑p
t=1

∑
β∈Jr7,p{g}

cdetg

(
(S∗S). g (ṡ. t)

)β
β
· ωtf∑

β∈Jr7,p
|S∗S|ββ

∑
β∈Jr3,p

|C∗C|ββ
∑

α∈Ir6,q
|NN∗|αα

.

З того, що
∑p

t=1 ṡ. tωtf = ω̃. f – f -у рядку матрицi Ω̃ := S∗SΩ, отримаємо (4.71).

Поклавши в умовах Теореми 4.14 всi стовпцевi та рядковi некомутативнi

визначники як визначники комплексних (дiйсних) матриць одержимо насту-

пний наслiдок про правила Крамера для розв’язку комплексного узагальненого

рiвняння Сильвестра (4.45). Аналогiчно, може побудувати вiдповiднi правила

Крамера для всiх часткових випадкiв комплексного рiвняння Сильвестра, та

особливого його випадку з ∗-ермiтовiстю.

Наслiдок 4.3. Нехай A ∈ Cm×n
r1

, B ∈ Cr×s
r2

, C ∈ Cm×p
r3

, D ∈ Cq×s
r4

, rankM = r5,

rankN = r6, rankS = r7. Тодi розв’язок (4.50)-(4.51), X = (xij) ∈ Cn×r, Y =

(ygf) ∈ Cp×q рiвняння (4.45) покомпонентно

xij = x
(1)
ij − x

(2)
ij − x

(3)
ij , ygf = y

(1)
gf + y

(2)
gf ,

має наступнi визначниковi зображення.

(i)

x
(1)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

∣∣(A∗A).i
(
dB
.j

)∣∣β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,r

|BB∗|αα
=

∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
dA
i.

))α
α∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,r

|BB∗|αα
,

де

dB
. j =

 ∑
α∈Ir2,r{j}

∣∣∣(BB∗)j.

(
e
(1)
k.

)∣∣∣α
α

 ∈ Cn×1, k = 1, . . . , n,

dA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

∣∣∣(A∗A).i

(
e
(1)
.l

)∣∣∣β
β

 ∈ C1×r, l = 1, . . . , r.

Тут e
(1)
k. i e(1). l є k-м рядком i l-м стовпцем матрицi E1 := A∗EB∗.
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(ii)

x
(2)
ij =

∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.(ϕ̃i.

)α
α∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Ir5,m

|MM∗|αα
∑

α∈Ir2,r
|BB∗|αα

,

де ϕ̃i. - i-й рядок Φ̃ := ΦEB∗. Матриця Φ = (ϕiq) є така, що

ϕiq =
∑

β∈Jr1,n{i}

∣∣(A∗A). i
(
φM

. q

)∣∣β
β
=

∑
α∈Ir5,m{q}

∣∣∣(MM∗)q.
(
φA

i.

)∣∣∣α
α
,

де

φM
. q =

 ∑
α∈Ir5,m{q}

∣∣∣(MM∗)q .

(
c
(1)
f.

)∣∣∣α
α

 ∈ Cn×1, f = 1, . . . , n,

φA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

∣∣∣(A∗A). i

(
c(1).s

)∣∣∣β
β

 ∈ C1×m, s = 1, . . . ,m.

Тут c
(1)
f . i c(1). s є f -м рядком i s-м стовпцем C1 := A∗CM∗.

(iii)

x
(3)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

|(A∗A). i (υ̃.j)|ββ∑
β∈Jr1,n

|A∗A|ββ
∑

β∈Jr3,p
|C∗C|ββ

∑
α∈Jr6,s

|N∗N|ββ
∑

α∈Ir2,r
|BB∗|αα

,

де υ̃.j - j-й стовпець Υ̃ = A∗SΥ. Матриця Υ = (υtj) ∈ Hp×n така, що

υtj =
∑

β∈Jr3,p{t}

|(C∗C).t (ẽ.j)|
β
β ,

де ẽ.j - j-й стовпець Ẽ = C∗EΨ, а Ψ = (ψfj) ∈ Cs×n задається умовою

ψfj =
∑

α∈Ir2,r{t}

∣∣∣(BB∗)j.
(
ζNf.
)∣∣∣α

α
=

∑
β∈Jr6,s{f}

∣∣∣(N∗N).f
(
ζB.j
)∣∣∣β

β
,

де

ζNf. =

 ∑
β∈Jr6,s{f}

∣∣∣(N∗N).f

(
d
(1)
.k

)∣∣∣β
β

 ∈ C1×r, k = 1, . . . , r,

ζB.j =

 ∑
α∈Ir2,r{j}

∣∣∣(BB∗)j.

(
d
(1)
l.

)∣∣∣α
α

 ∈ Cs×1, l = 1, . . . , s,
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та d
(1)
.k i d(1)

l. є k-м стовпцем i l-м рядком матрицi D1 = N∗DB∗.

(iv)

y
(1)
gf =

∑
β∈Jr5,p{g}

∣∣∣(M∗M).g
(
dD
.f

)∣∣∣β
β∑

β∈Jr5,p
|M∗M|ββ

∑
α∈Ir4,q

|DD∗|αα
=

∑
α∈Ir4,q{f}

rdetf

(
(DD∗)f.

(
dM
g.

))α
α∑

β∈Jr5,p
|M∗M|ββ

∑
α∈Ir4,q

|DD∗|αα
,

де

dD
. f =

 ∑
α∈Ir4,q{f}

∣∣∣(DD∗)f.

(
e
(4)
k.

)∣∣∣α
α

 ∈ Cp×1, k = 1, . . . , p,

dM
g . =

 ∑
β∈Jr5,p{g}

∣∣∣(M∗M).g

(
e
(4)
.l

)∣∣∣β
β

 ∈ C1×q, l = 1, . . . , q.

Тут e
(4)
k . i e(4). l є k-м рядком i l-м стовпцем матрицi E4 := M∗ED∗.

(v)

y
(2)
gf =

∑
β∈Jr7,p{g}

∣∣∣(S∗S).g (ω̃.f)
∣∣∣β
β∑

β∈Jr7,p
|S∗S|ββ

∑
β∈Jr3,p

|C∗C|ββ
∑

α∈Ir6,q
|NN∗|αα

,

де ω̃. f - f -й рядок Ω̃ := S∗SΩ. Матриця Ω = (ωtf) така, що

ωtf =
∑

α∈Ir6,q{f}

∣∣∣(NN∗)f .

(
ξCt .
)∣∣∣α

α
=

∑
β∈Jr3,p{t}

∣∣(C∗C). t
(
ξN. f
)∣∣β

β
,

де

ξCt . =

 ∑
β∈Jr3,p{t}

∣∣∣(C∗C). t

(
e
(5)
. k

)∣∣∣β
β

 ∈ C1×q, k = 1, . . . , q,

ξN.f =

 ∑
α∈Ir6,q{f}

∣∣∣(NN∗)f .

(
e
(5)
l .

)∣∣∣α
α

 ∈ Cs×1, l = 1, . . . , p.

Тут e
(5)
. k i e(5)l . є k-м стовпцем i l-м рядком матрицi E5 = C∗EN∗.

Розв’язок рiвняння (4.45) задається Теоремою 4.14, з якої випливає насту-

пний алгоритм покомпонентного розв’язку.

Алгоритм 4.1. (i) Для компоненти x(1)ij .



262

1. Обчислюємо матрицi E1 = A∗EB∗, A∗A, BB∗ та значення сум мiно-

рiв
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ,

∑
α∈Ir2,r

|BB∗|αα.

2. За формулою (4.54) знаходимо вектор-стовпцi dB
. j для всiх j = 1, . . . , r,

або вектор-рядки dA
i . за формулою (4.55) для всiх i = 1, . . . , n.

3. Знаходимо x(1)ij за формулами (4.52) або (4.53), в залежностi вiд того,

який вектор знайдено у попередньому пунктi.

(ii) Для компоненти x(2)ij .

1. Обчислюємо матрицi C1 = A∗CM∗, A∗A, MM∗, BB∗ та значення∑
β∈Jr1,n

|A∗A|ββ,
∑

β∈Ir5,m
|MM∗|αα,

∑
α∈Ir2,r

|BB∗|αα.

2. Знаходимо вектор-стовпцi φM
.k за формулою (4.59) для всiх k = 1, . . . ,m,

або вектор-рядки φA
i. за формулою (4.60) для всiх i = 1, . . . , n.

3. Знаходимо Φ = (ϕik) за формулою (4.57), якщо вище знайденi вектор-

стовпцi φM
.k , чи за формулою (4.58), коли знайденi вектор-рядки φA

i. .

4. Обчислюємо матрицю Φ̃ = ΦEB∗.

5. За формулою (4.56) знаходимо x(2)ij .

(iii) Для компоненти x(3)ij .

1. Обчислюємо матрицi D1 = N∗DB∗, A∗A, C∗C, N∗N, BB∗ та значе-

ння
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ,

∑
β∈Jr3,p

|C∗C|ββ,
∑

α∈Jr6,s
|N∗N|ββ,

∑
α∈Ir2,r

|BB∗|αα.

2. Знаходимо вектор-рядки ζNv. за формулою (4.65) для всiх v = 1, . . . , s,

або вектор-стовпцi ζB.j за формулою (4.66) для всiх j = 1, . . . , r.

3. Обчислюємо матрицю Ψ = (ψfj) за формулою (4.63), коли вище зна-

йденi вектор-рядки ζNf. , чи за (4.64), коли – вектор-стовпцi ζB.j .

4. Обчислюємо матрицю Ẽ = C∗EΦ.

5. За формулою (4.62) знаходимо матрицю Υ = (υtj), а тодi Υ̃ = A∗SΥ.

6. Знаходимо x(3)ij за формулою (4.61).

(iv) Для компоненти y(1)gf .
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1. Обчислюємо матрицi E4 = M∗ED∗, M∗M, DD∗ i значення
∑

β∈Jr5,p
|M∗M|ββ,∑

α∈Ir4,q
|DD∗|αα.

2. Знаходимо вектор-стовпцi dD
. f за формулою (4.69) для всiх f = 1, . . . , q,

або вектор-рядки dM
g . за формулою (4.70) для всiх g = 1, . . . , p.

3. Знаходимо y(1)gf за формулами (4.67) або (4.68), вiдповiдно до того, якi

вектори знайденi у попередньому пунктi.

(v) Для компоненти y(2)gf .

1. Обчислюємо матрицi E5 = C∗EN∗, S∗S, C∗C, NN∗ та значення сум

мiнорiв
∑

β∈Jr7,p
|S∗S|ββ,

∑
β∈Jr3,p

|C∗C|ββ,
∑

α∈Ir6,q
|NN∗|αα.

2. Знаходимо вектор-рядки ξCt. за формулою (4.74) для всiх t = 1, . . . , p,

або вектор-стовпцi ξN.f за формулою (4.75) для всiх f = 1, . . . , q.

3. Знаходимо матрицю Ω = (ωtf) за формулою (4.72), коли вище є зна-

йденi вектор-рядки ξCt. , або за формулою (4.73), коли знайденi вектор-

стовпцi ξN.f .

4. Обчислюємо матрицю Ω̃ = S∗SΩ.

5. Знаходимо y(2)gf за формулою (4.71).

4.2.2. Правила Крамера для часткових випадкiв узагальненого

кватернiонового рiвняння Сильвестра. В цьому пунктi розглянемо час-

тковi випадки рiвняння (4.45) коли один чи обидва доданки рiвняння є одно-

сторонними.

1. Нехай в рiвняннi (4.45) матриця B є одиничною, тобто B = Is. Тодi

AX+CYD = E, (4.76)

де A ∈ Hm×n, C ∈ Hm×p, D ∈ Hq×s, E ∈ Hm×s – вiдомi, а матрицi X ∈ Hn×s i

Y ∈ Hp×q є невiдомими. Оскiльки LB = RB = 0, N = DLB = 0, та LN = RN =

I i враховуючи спрощення (4.48), тодi отримаємо наступний аналог Леми 4.6.

Лема 4.8. Нехай M = RAD, S = DLM . Тодi наступнi твердження є еквiва-

лентним.
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(i) Рiвняння (4.76) має розв’язки.

(ii) RMRAE = 0, RAWELD = 0.

(iii) PMRAEQD = RAE.

(iv) rank [A C E] = rank [A C] , rank

A E

0 D

 = rank

A 0

0 D

 .
В цьому випадку розв’язок рiвняння (4.76) представляється як,

X =A†E−A†CM†E−A†SVD+ LAU,

Y =M†ED† + LMV +WRD,

де U, V та W – довiльнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Поклавши U, V i W як нульовi, отримаємо розв’язок рiвняння (4.76),

X =A†E−A†CM†E, (4.77)

Y =M†ED†. (4.78)

Далi одержимо визначниковi зображення розв’язкiв (4.77)-(4.78).

Теорема 4.15. Нехай A ∈ Hm×n
r1

, C ∈ Hm×p
r2

, D ∈ Hq×s
r3

, i rankM = r4. Тодi

розв’язок X = (xij) ∈ Hn×s заданий формулою (4.77) має визначникове зобра-

ження

xij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
e
(1)
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

−

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
ϕ̃. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Jr4,p

|M∗M|ββ
,

(4.79)

де e
(1)
.j – j-й стовпець матрицi E1 := A∗E та ϕ̃.j – j-й стовпець матрицi

Φ̃ = A∗CΦ. Матриця Φ = (ϕtj) така, що

ϕtj :=
∑

β∈Jr4,p{t}

cdett

(
(M∗M). t

(
e
(2)
. j

))β
β
,
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де e
(2)
.j – j-й стовпець матрицi E2 := M∗E. Розв’язок Y = (ygf) ∈ Hp×q з

(4.78) має визначниковi зображення

ygf =

∑
β∈Jr4,p{g}

cdetg

(
(M∗M).g

(
dD
.f

))β
β∑

β∈Jr4,p
|M∗M|ββ

∑
α∈Ir3,q

|DD∗|αα
= (4.80)

=

∑
α∈Ir3,q{f}

rdetf

(
(DD∗)f.

(
dM
g.

))α
α∑

β∈Jr4,p
|M∗M|ββ

∑
α∈Ir3,q

|DD∗|αα
, (4.81)

де

dD
. f =

 ∑
α∈Ir3,q{f}

rdetf

(
(DD∗)f.

(
e
(3)
k.

))α
α

 ∈ Hp×1, k = 1, . . . , p,

dM
g . =

 ∑
β∈Jr4,p{g}

cdetg

(
(M∗M).g

(
e
(3)
. l

))β
β

 ∈ H1×q, l = 1, . . . , q,

є вектор-стовпцем та вектор-рядком, вiдповiдно; а e
(3)
k. i e(3). l – k-й рядок та

l-й стовпець матрицi E3 := M∗CD∗.

Доведення. Визначникове зображення першого доданку X1 = A†E очевидно

випливає при застосуваннi Теореми 4.2.

Для другого доданку X2 = A†CM†E, застосувавши Теорему 4.2 двiчi, одер-

жимо

x
(2)
ij =

p∑
t=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
c
(1)
. t

))β
β

∑
β∈Jr4,p{t}

cdett

(
(M∗M). t

(
e
(2)
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
β∈Jr4,p

|M∗M|ββ
,

де c
(1)
. t – t-й стовпець матрицi C1 := A∗C i e(2).j – j-й стовпець матрицi E2 :=

M∗E. Позначимо

ϕtj :=
∑

β∈Jr4,p{t}

cdett

(
(M∗M). t

(
e
(2)
. j

))β
β

та побудуємо матрицю Φ = (ϕtj). Тодi з того, що
∑

t c
(1)
. t ϕtj = ϕ̃.j, – j-у стовпцю

матрицi Φ̃ = A∗CΦ, випливає (4.79).

Визначникове зображення Y з (4.78), очевидно, випливає з Теореми 4.11.
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2. Нехай тепер в рiвняннi (4.45) матриця A буде одиничною. Тодi маємо

XB+CYD = E, (4.82)

де B ∈ Hr×s, C ∈ Hm×p, D ∈ Hq×s, E ∈ Hm×s – вiдомi матрицi, X ∈ Hm×r

та Y ∈ Hp×q – невiдомi матрицi. Оскiльки LA = 0, RA = 0, M = CLA = 0,

LM = I та S = CLM = C, одержимо наступний аналог Леми 4.6.

Лема 4.9. Нехай N = DLB. Тодi наступнi твердження є еквiвалентними.

(i) Рiвняння (4.82) має розв’язки.

(ii) ELDLN = 0, RCELB = 0.

(iii) PCELBPN = ELB.

(iv) rank [B∗ D∗ E∗] = rank [B∗ D∗], rank

C E

0 B

 = rank

C 0

0 B

.

У цьому випадку, загальний розв’язок рiвняння (4.82) виражається як

X = EB† −PCEN
†DB† −CVRNDB† + ZRB,

Y = C†EN† +V −QCVPN +WRD,

де V, Z та W – довiльнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Поклавши V, Z i W нульовими матрицями, одержимо наступний частковий

розв’язок рiвняння (4.82),

X = EB† −PCEN
†DB†, (4.83)

Y = C†EN†. (4.84)

В наступнiй теоремi дамо визначниковi зображення (4.83)-(4.84).

Теорема 4.16. Нехай B ∈ Hr×s
r1

, C ∈ Hm×p
r2

, D ∈ Hq×s
r3

, та rankN = r4. Тодi

розв’язок X = (xij), який задається (4.83), має визначникове зображення

xij =

∑
α∈Ir1,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
e
(1)
i.

))α
α∑

α∈Ir1,r
|B1B∗

1|
α
α

−

∑
β∈Jr2,m{i}

cdeti

(
(CC∗). i(ϕ̃.j)

)β
β∑

β∈Jr2,m
|CC∗|ββ

∑
β∈Jr4,s

|N∗N|ββ
∑

α∈Ir1,r
|BB∗|αα

,

(4.85)
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де e
(1)
i. – i-й рядок матрицi E1 = EB∗ та ϕ̃.j – j-й стовпець матрицi Φ̃ :=

CC∗EΦ i Φ = (ϕlj) така, що

ϕlj :=
∑

β∈Jr4,s{l}

cdetl
(
(N∗N). l

(
φB
. j

))β
β
=

∑
α∈Ir1,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
φN
l.

))α
α
,

де

φB
.j =

 ∑
α∈Ir1,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
d
(1)
f.

))α
α

 ∈ Hs×1, f = 1, . . . , s,

φN
l. =

 ∑
β∈Jr4,s{l}

cdetl

(
(N∗N).l

(
d
(1)
.t

))β
β

 ∈ H1×r, t = 1, . . . , r,

а d
(1)
f . i d(1)

. t є f -м рядком i t-м стовпцем матрицi D1 := N∗DB∗.

Розв’язок (4.84) має визначниковi зображення

ygf =

∑
α∈Ir4,q{f}

rdetf
(
(NN∗)f. (d

C
g.)
)α
α∑

β∈Jr2,p
|C∗C|ββ

∑
α∈Ir4,q

|NN∗|αα
= (4.86)

=

∑
β∈Jr2,p{g}

cdetg

(
(C∗C).g

(
dN
.f

))α
α∑

β∈Jr2,p
|C∗C|ββ

∑
α∈Ir4,q

|NN∗|αα
, (4.87)

де

dC
g. =

 ∑
β∈Jr2,p{g}

cdetg

(
(C∗C).g

(
e
(3)
. l

))β
β

 ∈ H1×q, l = 1, . . . , q,

dN
.f =

 ∑
α∈Ir4,q{f}

rdetf

(
(NN∗)f.

(
e
(3)
k.

))α
α

 ∈ Hp×1, k = 1, . . . , p,

а e
(3)
. l та e

(3)
k. є l-м стовпцем та k-м рядком матрицi E3 := C∗EN∗.

Доведення. Визначникове зображення першого доданку X1 = EB†, очевидно,

випливає при застосуваннi Теореми 4.4.

Розглянемо другий доданок X2 = PCEN
†DB† розв’язку (4.83).
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Використовуючи Теорему 4.11 для множника N†DB† та Теорему 4.2 для

множника PCE iз застосуванням визначникового зображення (2.17) для прое-

ктивної матрицi PC , одержимо

x
(2)
ij =

∑s
l=1

∑
β∈Jr2,m{i}

cdeti

(
(CC∗). i(e

(2)
. l )
)β
β
ϕlj∑

β∈Jr2,m
|CC∗|ββ

∑
β∈Jr4,s

|N∗N|ββ
∑

α∈Ir1,r
|BB∗|αα

,

де e
(2)
. l – l-й стовпець матрицi E2 := CC∗E i за Теоремою 4.11

ϕlj :=
∑

β∈Jr4,s{l}

cdetl
(
(N∗N). l

(
φB

. j

))β
β
=

∑
α∈Ir1,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
φN

l .

))α
α
,

де

φB
.j =

 ∑
α∈Ir1,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
d
(1)
f.

))α
α

 ∈ Hs×1, f = 1, . . . , s,

φN
l . =

 ∑
β∈Jr4,s{l}

cdetl

(
(N∗N).l

(
d
(1)
.t

))β
β

 ∈ H1×r, t = 1, . . . , r,

а d
(1)
f . i d(1)

. t є f -м рядком i t-м стовпцем матрицi D1 := N∗DB∗. Побудуємо

матрицю Φ = (ϕlj) та знайдемо Φ̃ = CC∗EΦ. З того, що
∑

q e
(2)
. l ϕlj = ϕ̃.j

випливає (4.85).

Визначникове зображення Y з (4.84), очевидно, випливає з Теореми 4.11.

3. Розглянемо випадок, коли обидвi матрицi A i B у рiвняннi (4.45) є одини-

чними. Тодi маємо рiвняння

X+CYD = E, (4.88)

де C ∈ Hm×p, D ∈ Hq×r, E ∈ Hm×r – заданi, X ∈ Hm×r та Y ∈ Hp×q – невiдомi.

Це рiвняння є вiдоме як узагальнене рiвняння Штейна. Воно має рiзнобiчне

практичне застосування (див., напр. [293, 294]) та обширну лiтературу (див.,

напр. [56,82,88,221,277]).

Оскiльки LA = 0, RA = 0, M = CLA = 0, LM = I, and S = CLM = C,

LB = RB = 0, N = DLB = 0, та LN = RN = I, тодi маємо наступну лему.
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Лема 4.10. Наступнi твердження є еквiвалентними.

(i) Рiвняння (4.88) має розв’язки.

(ii) ELD = 0.

(iii) rank
[
C E

]
= rank[D], rank

[
D∗ E∗

]
= rank[D∗].

У цьому випадку, розв’язок рiвняння (4.88) виражається наступним чином,

X =E−CVD, (4.89)

Y =V +WRD, (4.90)

де V та W – довiльнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Оскiльки, визначниковi зображення розв’язкiв (4.89)-(4.90) є очевидними, ми

їх опустимо.

4. Нехай матрицi B та C є одиничними в рiвняннi (4.45). У цьому випадку

отримаємо рiвняння

AX+YD = E, (4.91)

де A ∈ Hm×n, D ∈ Hq×s, E ∈ Hm×s – вiдомi матрицi, X ∈ Hn×s and Y ∈ Hm×q

– невiдомi. Таке рiвняння називають класичним рiвнянням Сильвестра.

Отже, LB = RB = 0, N = DLB = 0, LC = RC = 0, PC = I, LN = RN =

I, M = RA та S = LM . Оскiльки, RA є ортогональним проектором на ядро

матрицi A, тодi
A†M† = A†R†

A = A†(I−AA†)† = 0,

A†LM = A†(I−R†
ARA) = A†,

M†RA = R†
ARA = RA.

(4.92)

Враховуючи (4.92), має мiсце наступний аналог Леми 4.6.

Лема 4.11. Наступнi твердження є еквiвалентними.

(i) Рiвняння (4.91) має розв’язки.

(ii) RAELD = 0.

(iii) rank

A E

0 D

 = rank

A 0

0 D

 .
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У цьому випадку, загальний розв’язок рiвняння (4.91) представляється як

X = A†E−A†VD+ LAU, (4.93)

Y = RAED
† +AA†V +WRD, (4.94)

де U, V та W довiльнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Позначення V1 := A†V in (4.93)-(4.94) дасть вираз загального розв’язку

рiвняння (4.91) аналогiчний отриманому в [6].

Поклавши U, V та W як нульовi матрицi, одержимо наступний частковий

розв’язок рiвняння (4.91),

X = A†E, (4.95)

Y = ED† −PAED
†. (4.96)

Теорема 4.17. Нехай A ∈ Hm×n
r1

, D ∈ Hq×s
r2

. Тодi розв’язок (4.95) має наступнi

визначниковi зображення

xij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
e
(1)
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

, (4.97)

де e
(1)
.j – j-й стовпець матрицi E1 := A∗E. Визначниковим зображенням

(4.96) є

ygf =

∑
α∈Ir2,q{f}

rdetf

(
(DD∗)f.

(
e
(2)
g.

))α
α∑

α∈Ir2,q
|DD∗|αα

−

∑
α∈Ir2,q{f}

rdetf

(
(DD∗)f.

(
ϕ̃g.

))α
α∑

α∈Ir1,m
|AA∗|αα

∑
α∈Ir2,q

|DD∗|αα
,

(4.98)

де e
(2)
g. i ϕ̃g. є g-ми рядками матриць E2 := ED∗ та Φ̃ = ΦED∗, вiдповiдно, а

матриця Φ = (ϕgl) така, що

ϕgl :=
∑

α∈Ir1,m{l}

rdetl

(
(AA∗)l. (ä

(1)
g. )
)α
α
,

де ä
(1)
g. є g-м рядком матрицi AA∗.
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Доведення. Визначниковi зображення X та першого доданку розв’язку Y1 =

ED†, аналогiчно попередньому, випливають при застосуваннi Теореми 4.2.

Розглянемо другий доданок Y2 = PAED
†. Використавши визначниковi зо-

браження (2.16) для проективної матрицi PA та (2.8) для матрицi Мура-Пенроу-

за D†, одержимо

y
(2)
gf =

m∑
l=1

∑
α∈Ir1,m{l}

rdetl

(
(AA∗)l. (ä

(1)
g. )
)α
α

∑
α∈Ir2,q{f}

rdetf

(
(DD∗)f.

(
e
(2)
l.

))α
α∑

α∈Ir1,m
|AA∗|αα

∑
α∈Ir2,q

|DD∗|αα
,

де e
(2)
g. та äg. є g-ми рядками матриць E2 := ED∗ та AA∗, вiдповiдно.

Позначимо

ϕgl :=
∑

α∈Ir1,m{l}

rdetl((AA∗)l. (äg.))
α
α,

побудуємо матрицю Φ = (ϕgl) та знайдемо матрицю Φ̃ = ΦED∗. Тодi з того,

що
m∑
l=1

ϕgle
(2)
l. = ϕ̃g., – g-му рядку матрицi Φ̃, випливає (4.98).

5. Нехай тепер у рiвняннi (4.45) матрицi A та D є одиничними вiдповiдних

розмiрiв. Тодi маємо рiвняння

XB+CY = E, (4.99)

де B ∈ Hr×s, C ∈ Hm×p, E ∈ Hm×s є заданими, а X ∈ Hm×r та Y ∈ Hp×s –

невiдомi. Оскiльки, LA = RA = 0, M = RAC = 0, LD = RD = 0, QD = I,

LM = RM = I, N = LB i S = C, а LB є ортогональним проектором на ядро

матрицi B, тодi

N†B† = L†
BB

† = (I−B†B)†B† = 0,

RNB
† = (I− LBL

†
B)B

† = B†, LBN
† = LBL

†
B = LB.

(4.100)

Враховуючи (4.100), має мiсце наступний аналог Леми 4.6.

Лема 4.12. Наступнi твердження є еквiвалентними.

(i) Рiвняння (4.99) має розв’язок.
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(ii) RCELB = 0.

(iii) rank

C E

0 B

 = rank

C 0

0 B

.

У цьому випадку, загальним розв’язком рiвняння (4.99) є

X = EB† −CVB† + ZRB, Y = C†ELB + LCVLB,

де V та Z – довiльнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Поклавши V та Z нульовими матрицями, одержимо наступний частковий

розв’язок рiвняння (4.99),

X = EB†, (4.101)

Y = C†E−C†EQB. (4.102)

Теорема 4.18. Нехай B ∈ Hr×s
r1

, C ∈ Hm×p
r2

. Тодi (4.101) має визначникове

зображення

xij =

∑
α∈Ir1,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
e
(1)
i.

))α
α∑

α∈Ir1,r
|BB∗|αα

, (4.103)

де e
(1)
i. – i-й рядок матрицi E1 := EB∗. Розв’язок (4.102) має визначникове

зображення

Ygf =

∑
β∈Jr2,p{g}

cdetg

(
(C∗C).g

(
e
(2)
.f

))β
β∑

β∈Jr2,p
|C∗C|ββ

−

∑
β∈Jr2,p{g}

cdetg

(
(C∗C).g

(
ϕ̃.f

))β
β∑

β∈Jr2,p
|C∗C|ββ

∑
β∈Jr1,s

|B∗B|ββ
,

(4.104)

де e(2).f та ϕ̃.f є f -ми стовпцями матриць E2 := C∗E та Φ̃ = C∗EΦ. Матриця

Φ̃ = (ϕlf) така, що

ϕlf =
∑

β∈Jr1,s{l}

cdetl

(
(B∗B). l

(
ḃ. f

))β
β
,

де ḃ. f – f -им стовпцем матрицi B∗B.
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Доведення. Очевидно, що визначникове зображення X випливає з Теореми 4.4,

а першого доданку розв’язку Y1 = C†E з Теореми 4.2.

Розглянемо другий доданок Y2 = C†EQB. Використавши визначниковi зо-

браження (2.14) для проективної матрицi QB та (2.7) для матрицi Мура-Пенроуза

C†, одержимо

y
(2)
gf =

s∑
l=1

∑
β∈Jr2,p{g}

cdetg

(
(C∗C).g

(
e
(2)
. l

))β
β

∑
β∈Jr1,s{l}

cdetl

(
(B∗B). l

(
ḃ. f

))β
β∑

β∈Jr2,p
|C∗C|ββ

∑
β∈Jr1,s

|B∗B|ββ
,

де e
(2)
. l є l-м стовпцем матрицi E2 := C∗E та ḃ. f – f -м стовпцем матрицi B∗B.

Позначимо

ϕlf :=
∑

β∈Jr1,s{l}

cdetl

(
(B∗B). l

(
ḃ. f

))β
β
,

побудуємо матрицю Φ = (ϕlf) та знайдемо матрицю Φ̃ = C∗EΦ. Тодi з того,

що
s∑

l=1

e
(2)
.l ϕlf = ϕ̃.f – f -й стовпець матрицi Φ̃, випливає (4.104).

6. Розглянемо тепер випадок, коли обидвi матрицi B i D є одиничними в

рiвняннi (4.45), тобто, B = D = Ir. Тодi будемо мати рiвняння

AX+CY = E, (4.105)

де A ∈ Hm×n, C ∈ Hm×p, E ∈ Hm×r – заданi, а матрицi X ∈ Hn×r та Y ∈ Hp×r

– невiдомi. Тодi, LB = RB = 0, LD = RD = 0, PD = I та N = 0. Звiдси,

одержимо наступний аналог Леми 4.6.

Лема 4.13. Нехай M = RAC, S = CLM . Наступнi твердження є еквiвален-

тними.

(i) Рiвняння (4.105) має розв’язки.

(ii) RMRAE = 0.

(iii) rank
[
A C E

]
= rank

[
A C

]
.

У цьому випадку, загальний розв’язок рiвняння (4.105) виражається як

X = A†E−A†CM†E−A†SV + LAU,

Y = M†E+ LMV.
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де U та V є довiльними матрицями вiдповiдних розмiрiв.

Поклавши U i V нульовими, одержимо розв’язок рiвняння (4.105)

X = A†E−A†CM†E, (4.106)

Y = M†E. (4.107)

Наступна теорема доводиться аналогiчно Теоремi 4.15.

Теорема 4.19. Нехай A ∈ Hm×n
r1

, C ∈ Hm×p
r2

, та rankM = r4. Тодi визна-

чникове зображення (4.106) є таким же як (4.79), а розв’язок (4.107) має

визначникове зображення

ygf =

∑
β∈Jr4,p{g}

cdetg

(
(M∗M). g

(
e
(2)
.f

))β
β∑

β∈Jr4,p
|M∗M|ββ

,

де e
(2)
.f є f -им стовпцем матрицi E2 := M∗E.

7. Розглянемо випадок, коли матрицi A та C є одиничними в рiвняннi (4.45),

тобто, A = C = Im. В такому випадку маємо рiвняння

XB+YD = E, (4.108)

де B ∈ Hr×s, D ∈ Hq×s, E ∈ Hm×s є заданими, а X ∈ Hm×r and Y ∈ Hm×q

– невiдомi. Оскiльки LA = RA = 0, M = CLA = 0, LM = I, LC = RC = 0,

PC = QC = I, and S = CLM = C, тодi має мiсце наступна лема.

Лема 4.14. Нехай N = DLB. Тодi наступнi твердження є еквiвалентними.

(i) Рiвняння (4.108) має розв’язки.

(ii) ELDLN = 0.

(iii) rank
[
B∗ D∗ E∗

]
= rank

[
B∗ D∗

]
.

У цьому випадку загальний розв’язок рiвняння (4.108) виражається як

X = EB† − EN†DB† −VRNDB† + ZRB,

Y = EN† +VRN +WRD,

де V, Z та W – довiльнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.
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Поклавши V, Z та W як нульовi матрицi, одержимо наступний частковий

розв’язок рiвняння (4.108)

X = EB† − EN†DB†, (4.109)

Y = EN†. (4.110)

Теорема 4.20. Нехай B ∈ Hr×s
r1

, D ∈ Hq×s
r3

та rankN = r3. Тодi розв’язок

(4.109)-(4.110) має визначникове зображення,

xij =

∑
α∈Ir1,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
e
(1)
i.

))α
α∑

α∈Ir1,r
|BB∗|αα

−

∑
α∈Ir1,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
ϕ̃i.

))α
α∑

α∈Ir3,q
|NN∗|αα

∑
α∈Ir1,r

|BB∗|αα
,

(4.111)

ygf =

∑
α∈Ir3,q{f}

rdetf

(
(NN∗)f.

(
e
(2)
g.

))α
α∑

α∈Ir3,q
|NN∗|αα

. (4.112)

де e(1)i. i e(2)g. є i-м та g-м рядками матриць E1 := EB∗ i E2 := EN∗, вiдповiдно,

та ϕ̃i. є i-м рядком матрицi Φ̃ = ΦDB∗. При цьому матриця Φ = (ϕit) така,

що

ϕit :=
∑

α∈Ir3,q{t}

rdett

(
(NN∗)t. (e

(2)
i. )
)α
α
.

Доведення. Визначниковi зображення Y та першого доданку розв’язку X1 =

EB†, аналогiчно випадку 4, випливають, застосувавши Теорему 4.4.

Розглянемо другий доданок X2 = EN†DB†. Використавши визначниковi

зображення (2.8) для матриць Мура-Пенроуза N† i B†, одержимо

x
(2)
ij =

q∑
t=1

∑
α∈Ir3,q{t}

rdett

(
(NN∗)t . (e

(2)
i . )
)α
α

∑
α∈Ir1,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
d̃t .

))α
α∑

α∈Ir3,q
|NN∗|αα

∑
α∈Ir1,r

|BB∗|αα
,

де e
(2)
i . є i-м рядком матрицi E2 := EN∗, а d̃t . є t-м рядком матрицi D̃ := DB∗.

Позначимо

ϕit :=
∑

α∈Ir3,q{t}

rdett

(
(NN∗)t. (e

(2)
i. )
)α
α
,
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побудуємо матрицю Φ = (ϕit) та знайдемо матрицю Φ̃ = ΦDB∗. Тодi з того,

що
m∑
t=1

ϕitd̃t. = ϕ̃i. є i-м рядком матрицi Φ̃, випливає (4.111).

8. У цьому пунктi також розглянемо два рiвняння типу Ляпунова. Як вi-

домо, матричним рiвнянням Ляпунова називають рiвняння AX + XA∗ = B.

Застосування та дослiдження рiвняння Ляпунова розглядалися, зокрема, у [13,

58,77,80,219,236,280]

Розглянемо рiвняння,

AX+X∗B = C, (4.113)

де A ∈ Hm×n, B ∈ Hn×m i C ∈ Hm×m. Слiдуючи за [193], наступна лема може

бути узагальнена з матриць над полем комплексних чисел до матриць над тiлом

кватернiонiв H.

Лема 4.15. Якщо рiвняння (4.113) має розв’язки i виконується умова

A†C

(
I− 1

2
QB

)
=

[(
I− 1

2
PA

)
CB†

]∗
,

тодi

X0 = A†C

(
I− 1

2
PB

)
(4.114)

є розв’язком рiвняння (4.113), при цьому −RACLB = 0.

Доведення. Доведення теореми повнiстю аналогiчне ( [193], Теорема 1).

Теорема 4.21. Нехай A ∈ Hm×n
r1

i B ∈ Hn×m
r2

. Тодi розв’язок X0 = (xij) рiвня-

ння (4.113) має наступнi визначниковi зображення,

xij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
c
(1)
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

−

∑
α∈Ir2,n{j}

rdetj
(
(BB∗)j.(d

A
i. )
)α
α

2
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,n

|BB∗|αα
, (4.115)

та

xij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
c
(1)
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

−

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗A).i

(
dB
.j

))α
α

2
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

∑
α∈Ir2,n

|BB∗|αα
, (4.116)
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де c
(1)
.j є j-им стовпцем матрицi C1 := A∗C, а

dA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
c
(2)
.k

))β
β

 ∈ H1×n, k = 1, . . . , n,

dB
. j =

 ∑
α∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
c
(2)
l.

))α
α

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n,

є вектор-рядком та вектор-стовпцем, вiдповiдно. c(2).k та c
(2)
l. є k-им стовпцем

та l-им рядком матрицi C2 := A∗CBB∗.

Доведення. Доведення, очевидно, випливає при застосуваннi Теореми 4.2 до

першого доданку розв’язку (4.114) та Теореми 4.11 до другого доданку.

9. Останнiм в цьому пунктi, розглянемо рiвняння,

AX+X∗A∗ = B, (4.117)

де A ∈ Hm×n та B ∈ Hm×m. Ходжес [74] знайшов розв’язок цього рiвняння над

полем комплексних чисел та виразив його у термiнах узагальненої оберненої

матрицi Мура-Пенроуза. Джорджевiч [44] узагальнив цi результати для лiнiй-

них операторiв у гiльбертовому просторi. Вiдповiдно до [44, 74], наступна лема

може бути узагальнена для рiвняння (4.117) над H.

Лема 4.16. Наступнi твердження є еквiвалентними.

(i) Рiвняння (4.117) має розв’язок X ∈ Hn×m.

(ii) B∗ = B або RABRA = 0.

У цьому випадку, загальний розв’язок рiвняння (4.117) може бути виражений

як

X = A†B

(
I− 1

2
QA

)
+ LAY +PAZA

∗, (4.118)

де матриця Z ∈ Hm×m задовольняє умову A(Z + Z∗)A∗ = 0 та матриця

Y ∈ Hm×m – довiльна.

Доведення. Доведення є аналогiчним до [44, Теорема 2.2].
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Поклавши Z = Y = 0, одержимо частковий розв’язок рiвняння (4.117),

X = A†B

(
I− 1

2
QA

)
. (4.119)

У наступнiй теоремi виводимо визначникове зображення розв’язку (4.119).

Теорема 4.22. Нехай A = (aij) ∈ Hm×n
r1

. Тодi розв’язок (4.119) має визначни-

ковi зображення

xij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
b

(1)
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

−

∑
α∈Ir1,m{j}

rdetj((AA∗)j. (di.))
α
α

2

( ∑
β∈Jr1,n

|A∗A|ββ

)2 , (4.120)

та

xij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
b

(1)
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

−

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (d.j))

α
α

2

( ∑
β∈Jr1,n

|A∗A|ββ

)2 , (4.121)

де b
(1)
.j – j-й стовпець матрицi B1 := A∗B, та

di . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
b
(2)
.k

))β
β

 ∈ H1×n, k = 1, . . . , n,

d .j =

 ∑
α∈Ir1,m{j}

rdetj

(
(AA∗)j.

(
b
(2)
l.

))α
α

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n,

є вектор-рядком та вектор-стовпцем, вiдповiдно. b
(2)
.k та b

(2)
l. є k-им стов-

пцем та l-им рядком матрицi B2 := A∗BAA∗.

Доведення. Доведення аналогiчне доведенню Теореми 4.21 та використовуючи

той факт, що з Леми 1.18 та з Теореми про характеристичний многочлен ермi-

тової матрицi 1.17 випливає рiвнiсть∑
β∈Jr1,n

|A∗A|ββ =
∑

α∈Ir1,m

|AA∗|αα.
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4.2.3. Визначниковi зображення загальних, ермiтових та косо- ер-

мiтових розв’язкiв рiвняння Сильвестра з ∗-ермiтовiстю. Багато дослi-

дникiв також вивчають матричне рiвняння типу Сильвестра з ∗-ермiтовiстю

AXA∗ +BYB∗ = C. (4.122)

Зокрема, Чанг i Ванг [27] отримали вирази для загального симетричного розв’яз-

ку та загального симетричного розв’язку з мiнiмальною нормою матричного

рiвняння (4.122) над полем дiйсних чисел. Сюй та iн. [273] дали зображення нор-

мального ермiтового (косо-ермiтового) розв’язку рiвняння (4.122). Чжанг [290]

отримав зображення загального ермiтового невiд’ємно-визначеного (вiдповiдно

додатно-визначеного) розв’язку рiвняння (4.122) з комплексними матрицями.

Юань та iн. [278] отримали вираз ермiтового розв’язку для задачi про матричне

наближення, пов’язаної з кватернiоновим матричним рiвнянням (4.122). Ванг

та iн. [257] дали необхiдну та достатню умову iснування та вираз для невiд’ємно-

визначеного розв’язку рiвняння (4.122) над тiлом кватернiонiв H використовую-

чи декомпозицiю пари матриць. Ванг та iн. [254] встановили екстремуми рангiв

для загального (косо-)ермiтового розв’язку рiвняння (4.122) над H.

Отже, розглянемо рiвняння (4.122).

Оскiльки, для довiльної матрицi A очевидно, що QA∗ = (A∗)†A∗ =
(
AA†)∗ =

PA, то PA∗ = QA, LA∗ = I − QA∗ = I − PA = RA, та RA∗ = LA. З цього ви-

пливає, що M = RAB та N = B∗LA∗ = B∗RA = (RAB)∗ = M∗, i ми одержимо

наступний аналог Леми 4.6.

Лема 4.17. Нехай A ∈ Hm×n, B ∈ Hm×k, C ∈ Hm×m. Покладемо M = RAB,

S = BLM . Тодi наступнi твердження є еквiвалентними.

(i) Рiвняння (4.122) має розв’язок (X,Y), де X ∈ Hn×n, Y ∈ Hk×k.

(ii) RMRAC = 0, RACRB = 0, CRBRM = 0, RBCRA = 0.

(iii) QMRACQB = RAC, QBCRAQM = CRA.

(iv) rank
[
A B C

]
= rank

[
A B

]
, rank

A C

0 B∗

 = rank

A 0

0 B∗

,
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rank

B C

0 A∗

 = rank

B 0

0 A∗

.

Загальний розв’язок рiвняння (4.122) задається як

X =A†CA∗,† −A†BM†CA∗,† −A†SB∗,†CM∗,†B∗A∗,†−

A†SVLMB∗A∗,† + LAU+ ZLA,

Y =M†CB∗,† +QSB
†CM∗,† + LM(V −QSVQM) +WLB.

де U, V, Z та W – довiльнi матрицi над H вiдповiдних розмiрностей.

Поклавши матрицi U, V, Z та W нульовими, одержимо наступний частковий

розв’язок рiвняння (4.122),

X =A†CA∗,† −A†BM†CA∗,† −A†SB†CM∗,†B∗A∗,†, (4.123)

Y =M†CB∗,† +QSB
†CM∗,†. (4.124)

Наступна теорема дає визначникове зображення розв’язку (4.123)-(4.124).

Теорема 4.23. Нехай A ∈ Hm×n
r1

, B ∈ Hm×k
r2

, rankM = r3, rankS = r4. Тодi

розв’язок (4.123)-(4.124) рiвняння (4.122), X = (xij) ∈ Hn×n, Y = (ypg) ∈ Hk×k,

покомпонентно як, xij = x
(1)
ij − x

(2)
ij − x

(3)
ij , ypg = y

(1)
pg + y

(2)
pg , має наступнi

визначниковi зображення:

(i)

x
(1)
ij =

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (vi.)

)α
α( ∑

α∈Ir1,n
|A∗A|αα

)2 = (4.125)

=

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (v.j))

β
β( ∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

)2 , (4.126)
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де

vi. =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
c(1).s

))β
β

 ∈ H1×n, s = 1, . . . , n, (4.127)

v.j =

 ∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j.(c

(1)
f. )
)α
α

 ∈ Hn×1, f = 1, . . . , n (4.128)

вектор-рядок та вектор-стовпець, вiдповiдно; c(1).s та c
(1)
f. є s-им стовпцем та

f -им рядком матрицi C1 = A∗CA.

(ii)

x
(2)
ij =

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j.(ϕ̃i.)

)α
α

(
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ)2

∑
α∈Ir3,m

|MM∗|αα
, (4.129)

де ϕ̃i. – i-й рядок матрицi Φ̃ := ΦCA, а Φ = (ϕiq) ∈ Hn×m така, що

ϕiq =
∑

β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗A). i

(
ηM
. q

))β
β
=

∑
α∈Ir3,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q.

(
ηA
i.

))α
α
,

(4.130)

та

ηM
.q =

 ∑
α∈Ir3,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q.

(
b
(1)
f.

))α
α

 ∈ Hn×1, f = 1, . . . , n, (4.131)

ηA
i. =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
b(1)
.s

))β
β

 ∈ H1×m, s = 1, . . . ,m. (4.132)

Тут b
(1)
f. i b(1)

.s є f -м рядком та s-м стовпцем матрицi B1 = A∗BM∗ та c
(2)
q.

є q-м рядком матрицi C2 = CA.

(iii)

x
(3)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (υ̃.j))

β
β

(
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ)2

∑
β∈Jr2,k

|B∗B|ββ
∑

β∈Jr3,m
|MM∗|ββ

, (4.133)

де υ̃.j – j-й стовпець матрицi Υ̃ = A∗SΥ, а Υ = (υpj) ∈ Hk×n така, що

υpj =
∑

β∈Jr2,k{p}

cdetp

(
(B∗B).p (c̃.j)

)β
β
, (4.134)
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де c̃.j є j-м стовпцем матрицi C̃ = B∗CΦ∗ i матриця Φ∗ є ермiтово-спряженою

до матрицi Φ = (ϕiq) з (4.130).

(iv)

y(1)pg =

∑
β∈Jr3,k{p}

cdetp

(
(M∗M).p

(
dB
.g

))β
β∑

β∈Jr3,k
|M∗M|ββ

∑
α∈Ir2,k

|B∗B|αα
= (4.135)

=

∑
α∈Ir2,k{g}

rdetg

(
(B∗B)g.

(
dM
p.

))α
α∑

β∈Jr3,k
|M∗M|ββ

∑
α∈Ir2,k

|B∗B|αα
, (4.136)

де

dB
. g =

 ∑
α∈Ir2,k{g}

rdetg

(
(B∗B)g.

(
c(4)q.

))α
α

 ∈ Hk×1, q = 1, . . . , k, (4.137)

dM
p . =

 ∑
β∈Jr3,k{p}

cdetp

(
(M∗M).p

(
c
(4)
.l

))β
β

 ∈ H1×k, l = 1, . . . , k. (4.138)

Тут c
(4)
q. i c(4).l є q-м рядком та l-м стовпцем матрицi C4 := M∗CB.

(v)

y(2)pg =

∑
β∈Jr4,k{p}

cdetp

(
(S∗S).p (ω̃.g)

)β
β∑

β∈Jr4,k
|S∗S|ββ

∑
β∈Jr2,k

|B∗B|ββ
∑

α∈Ir3,k
|M∗M|αα

, (4.139)

де Ω̃ = S∗SΩ i матриця Ω = (ωtg) така, що

ωtg =
∑

β∈Jr2,k{t}

cdett
(
(B∗B).t

(
dM
.g

))β
β
= (4.140)

=
∑

α∈Ir3,k{g}

rdetg

(
(M∗M)g.

(
dB
t.

))α
α
, (4.141)

тут

dM
. g =

 ∑
α∈Ir3,k{g}

rdetg

(
(M∗M)g.

(
c(4,∗)q.

))α
α

 ∈ Hk×1, q = 1, . . . , k, (4.142)

dB
t . =

 ∑
β∈Jr3,k{t}

cdett

(
(B∗B).t

(
c
(4,∗)
.l

))β
β

 ∈ H1×k, l = 1, . . . , k. (4.143)
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Тут c
(4,∗)
q. i c(4,∗).l є q-им рядком та l-им стовпцем матрицi C∗

4 := M∗CB.

Доведення. (i) Для першого доданку розв’язку (4.123), X1 = A†C (A∗)† =

(x
(1)
ij ), маємо

x
(1)
ij =

m∑
l=1

m∑
t=1

a†ilclta
∗,†
tj .

Використовуючи визначниковi зображення (2.7) та (2.12) для матриць Мура-

Пенроуза A† та (A∗)†, вiдповiдно, одержимо

x
(1)
ij =

m∑
l=1

m∑
t=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (a

∗
.l))

β
β clt

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(at.))

α
α∑

α∈Ir1,n
|A∗A|αα

∑
β∈Jr1,n

|A∗A|ββ
.

Нехай el. та e.t є одиничними l-м вектор-рядком та t-м вектор-стовпцем, вiдпо-

вiдно. Позначимо C1 := A∗CA. Оскiльки,
m∑
l=1

m∑
t=1

a∗flcltats = c
(1)
fs , тодi

x
(1)
ij =

n∑
f=1

n∑
s=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (e.f))

β
β c

(1)
fs

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(es.))

α
α∑

α∈Ir1,n
|A∗A|αα

∑
β∈Jr1,n

|A∗A|ββ
.

Якщо введемо

vis :=
n∑

f=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (e.f))

β
βc

(1)
fs =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
c(1).s

))β
β

– s-у компоненту вектор-рядка vi. = [vi1, . . . , vin], тодi
m∑
s=1

vis
∑

α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(es.))

α
α =

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(vi.))

α
α.

Очевидно, що
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ =

∑
α∈Ir1,n

|A∗A|αα. Тодi перший доданок (4.123) має

визначникове зображення (4.125), де vi. знаходиться в (4.127).

Якщо позначимо

v
(2)
fj :=

n∑
s=1

c
(1)
fs

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(es.))

α
α =

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j.(c

(1)
f. )
)α
α
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як f -у компоненту вектор-рядка v.j = [v1j, . . . , vnj], тодi

n∑
f=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (e.f))

β
β vfj =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (v.j))

β
β.

Звiдки одержимо визначникове зображення (4.126) першого доданку розв’язку

(4.123), де v.j знаходиться з рiвностi (4.128).

(ii) Для другого доданку A†BM†CA∗,† := X2 =
(
x
(2)
ij

)
розв’язку (4.123),

маємо

x
(2)
ij =

m∑
l=1

k∑
p=1

m∑
q=1

m∑
t=1

a†ilblpm
†
pqcqta

∗,†
tj .

Використовуючи визначникове зображення (2.7) для матрицi Мура-Пенроуза

A†, (2.8) – для M† = (m†
pq) та (2.12) – для (A∗)†, вiдповiдно, одержимо

x
(2)
ij =

m∑
l=1

k∑
p=1

m∑
q=1

m∑
t=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (a

∗
.l))

β
β blp

∑
α∈Ir3,m{q}

rdetq
(
(MM∗)q.(m

∗
p.)
)α
α∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ|

∑
α∈Ir3,m

|MM∗|αα
×

×
cqt

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(at.)

α
α∑

α∈Ir1,n
|A∗A|αα

.

Дiючи як в пунктi (i) доведення, отримаємо

ϕiq :=
m∑
l=1

k∑
p=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (a

∗
.l))

β
β blp

∑
α∈Ir3,m{q}

rdetq
(
(MM∗)q.(m

∗
p.)
)α
α
=

=
∑

β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗A). i

(
ηM. q
))β

β
=

∑
α∈Ir3,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q.

(
ηAi.
))α

α
, (4.144)

де

ηM
.q =

 ∑
α∈Ir3,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q.

(
b
(1)
f.

))α
α

 ∈ Hn×1, f = 1, . . . , n,

ηA
i. =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
b(1)
.s

))β
β

 ∈ H1×m, s = 1, . . . ,m,
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та b
(1)
f. i b(1)

.s є f -м рядком i s-м стовпцем матрицi B1 = A∗BM∗. Побудуємо ма-

трицю Φ = (ϕiq) ∈ Hn×m таку, що ϕiq задаються формулою (4.144), i позначимо

Φ̃ := ΦCA. Оскiльки,
m∑
q=1

m∑
t=1

ϕiqcqt
∑

α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(at.)

α
α =

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j.(ϕ̃i.)

)α
α
,

де ϕ̃i. – i-й рядок матрицi Φ̃, тодi одержимо (4.129).

(iii) Для третього доданку A†SB†CM∗,†B∗A∗,† := X3 =
(
x
(3)
ij

)
розв’яз-

ку (4.123), використаємо визначникове зображення (2.7) для матриць Мура-

Пенроуза A† та (B)†. Тодi враховуючи те, що M∗,†B∗A∗,† = (A†BM†)∗, за Тео-

ремою 4.2 маємо

x
(3)
ij =

=

k∑
p=1

m∑
t=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
s
(1)
.p

))β
β

∑
β∈Jr2,k{p}

cdetp

(
(B∗B).p

(
c
(3)
.t

))β
β
ϕ∗tj

(
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ)2

∑
β∈Jr2,k

|B∗B|ββ
∑

β∈Jr3,m
|MM∗|ββ

,

де s(1).p – p-й стовпець матрицi S1 := A∗S, c(3).t – t-й стовпець матрицi C3 := B∗C,

ϕ∗tj – tj-й елемент матрицi Φ∗, що є ермiтово-спряженою до матрицi Φ = (ϕiq)

з (4.144). Позначимо C3Φ
∗ = B∗CΦ∗ =: C̃. Тодi,

m∑
t=1

∑
β∈Jr2,k{p}

cdetp

(
(B∗B).p

(
c
(3)
.t

))β
β
ϕ∗tj =

∑
β∈Jr2,k{p}

cdetp

(
(B∗B).p (c̃.j)

)β
β
.

Побудуємо матрицю Υ = (υpj) ∈ Hk×n таку, що

υpj =
∑

β∈Jr2,k{p}

cdetp

(
(B∗B).p (c̃.j)

)β
β
.

Позначимо S1Υ = A∗SΥ =: Υ̃ = (υ̃ij) ∈ Hn×n. Оскiльки,∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
s(1).p

))β
β
υpj =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (υ̃.j))

β
β,

то з цього кiнцево випливає (4.133).

(iv) За Теоремою 4.11 i подiбно тому, що було викладено вище, для першого

доданку Y1 = M†CB∗,† = (y
(1)
pg ) розв’язку (4.124), маємо визначниковi зобра-

ження (4.135) та (4.136).
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(v) Накiнець, для другого доданку Y2 = QSB
†CM∗,† =

(
y
(2)
pg

)
розв’язку

(4.124) використовуючи (2.14) для визначникового зображення QS, i за Теоре-

мою 4.11 для B†CM∗,†, одержимо

y(2)pg =

k∑
t=1

∑
β∈Jr4,k{p}

cdetp

(
(S∗S).p (s̈.t)

)β
β
ωtg∑

β∈Jr4,k
|S∗S|ββ

∑
β∈Jr2,k

|B∗B|ββ
∑

α∈Ir3,k
|M∗M|αα

,

де

ωtg =
∑

β∈Jr2,k{t}

cdett
(
(B∗B).t

(
dM
.g

))β
β
=

∑
α∈Ir3,k{g}

rdetg

(
(M∗M)g.

(
dB
t.

))α
α
, (4.145)

та

dM
. g =

 ∑
α∈Ir3,k{g}

rdetg

(
(M∗M)g.

(
c(4,∗)q.

))α
α

 ∈ Hk×1, q = 1, . . . , k,

dB
t . =

 ∑
β∈Jr3,k{t}

cdett

(
(B∗B).t

(
c
(4,∗)
.l

))β
β

 ∈ H1×k, l = 1, . . . , k,

Тут c
(4,∗)
q. i c(4,∗).l є q-м рядком та l-м стовпцем матрицi C∗

4 := M∗CB. Будуємо

матрицю Ω = (ωtg) ∈ Hk×k таку, що ωtg визначається в (4.145) i позначимо

Ω̃ := S∗SΩ. Оскiльки,

k∑
t=1

∑
β∈Jr4,k{p}

cdetp

(
(S∗S).p (s̈.t)

)β
β
ωtg =

∑
β∈Jr4,k{p}

cdetp

(
(S∗S).p (ω̃.g)

)β
β
,

то звiдси випливає (4.139).

Таким чином, правило Крамера для матричного рiвняння (4.122) типу Силь-

вестра з ∗-ермiтовiстю має наступний алгоритм.

Алгоритм 4.2. (i) Для компоненти x(1)ij .

1. Обчислюємо матрицi C1 = A∗CA, A∗A, i значення мiнорних сум∑
β∈Jr1,n

|A∗A|ββ.

2. Знаходимо вектор-рядки vi. за формулою (4.127) або вектор-стовпцi

v.j за формулою (4.128) для всiх i, j = 1, . . . , n.
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3. Знаходимо x
(1)
ij за формулою (4.125) або (4.126), вiдповiдно до того,

який вектор знайдено у попередньому пунктi.

(ii) Для компоненти x(2)ij .

1. Обчислюємо матрицi B1 = A∗BM∗, A∗A, MM∗ i значення
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ,∑

β∈Ir3,m
|MM∗|αα.

2. Знаходимо вектор-стовпцi ηM
.q за формулою (4.131) для всiх q = 1, . . . ,m,

або вектор-рядки ηA
i. за формулою (4.132) для всiх i = 1, . . . , n.

3. Знаходимо матрицю Φ = (ϕik) за одним iз випадкiв з формули (4.130)

вiдповiдно до того вектор-стовпцi ηM
.q чи вектор-рядки ηA

i. знайденi у

попередньому пунктi.

4. Обчислюємо матрицю Φ̃ = ΦCA.

5. Знаходимо x(2)ij за формулою (4.129).

(iii) Для компоненти x(3)ij .

1. Обчислюємо матрицю Φ∗, яка ермiтово-спряженою до матрицi Φ =

(ϕiq) з (4.130), а також матрицi C̃ = B∗CΦ∗, Υ за формулою (4.134)

та Υ̃ = A∗SΥ.

2. Знаходимо x(3)ij за формулою (4.133).

(iv) Для компоненти y(1)gf .

1. Обчислюємо матрицю C4 = M∗CB.

2. Обчислюємо вектор-стовпцi dB
. g за формулою (4.137) або вектор-рядки

dM
p . за формулою (4.138) для всiх g, p = 1, . . . , k.

3. Знаходимо y(1)gf за формулами (4.135) або (4.136) в залежностi вiд того,

якi вектори знайденi у попередньому пунктi.

(v) Для компоненти y(2)gf .

1. Обчислюємо матрицю C∗
4, що є ермiтово-спряженою до матрицi C4,

яка отримана вище.
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2. Обчислюємо вектор-рядки dB
t. за формулою (4.143) або вектор-стовпцi

dM
. g за формулою (4.142) для всiх t, g = 1, . . . , k.

3. Обчислюємо матрицю Ω = (ωtg) за формулою (4.145), коли вище зна-

йденi вектор-стовпцi dM
. g , або за (4.141), – коли вектор-рядки dB

t. .

4. Обчислюємо матрицю Ω̃ = S∗SΩ.

5. Знаходимо y(2)gf за формулою (4.139).

Вiдповiдно до [273], наступна теорема узагальнюється на множину матриць

над тiлом кватернiонiв H.

Лема 4.18. Нехай матрицi A ∈ Hm×n and B ∈ Hm×m та C ∈ Hm×m є задани-

ми з умовою C = C∗(= −C∗). Тодi якщо рiвняння (4.122) має розв’язки, тодi

воно має ермiтовий (косо-ермiтовий) розв’язки.

Загальний ермiтовий розв’язок рiвняння (4.122) може бути виражений як

X̂ = 1
2 (X+X∗), Ŷ = 1

2 (Y +Y∗), де (X,Y) є довiльним розв’язком рiвнян-

ня (4.122). Оскiльки, за Лемою 4.18, iснування ермiтового розв’язку рiвняння

(4.122) вимагає, щоб матриця C була ермiтовою, тодi

X∗ =A†CA∗,† −A†CM∗,†B∗A∗,† −A†BM†CB∗,†S∗A∗,†,

Y∗ =B†CM∗,† +M†CB∗,†QS.

За Лемою 4.18, якщо C = −C∗ та (4.122) має розв’язки, тодi воно має косо-

ермiтовi розв’язки. Враховуючи умову C = −C∗ для X∗ ермiтово-спряженого

до X зi (4.123) та для Y∗ ермiтово-спряженого до Y зi (4.124), маємо

X∗ =−A†CA∗,† +A†CM∗,†B∗A∗,† +A†BM†CB∗,†S∗A∗,†,

Y∗ =−B†CM∗,† −M†CB∗,†QS.

Загальний косо-ермiтовий розв’язок рiвняння (4.122) може бути виражений як

X̃ = 1
2 (X−X∗), Ỹ = 1

2 (Y −Y∗), де (X,Y) – довiльний розв’язок рiвняння

(4.122). Очевидно, що визначниковi зображення ермiтового розв’язку X̂ = (x̂ij),

Ŷ = (ŷij) та косо-ермiтового розв’язку X̃ = (x̃ij), Ỹ = (ỹij) спiвпадають i



289

можуть бути знайденi як

x̂ij = x̃ij =
1

2
(xij + xji) = x

(1)
ij − 1

2

(
x
(2)
ij + x

(2)
ji

)
− 1

2

(
x
(3)
ij + x

(3)
ji

)
,

ŷpg = ỹpg =
1

2
(ypg + ygp) =

1

2

(
y(1)pg + y

(1)
gp

)
+

1

2

(
y(2)pg + y

(2)
gp

)
де xij i ypg визначаються Теоремою 4.23.

4.2.4. Визначниковi зображення загальних, η-ермiтових та η- косо–

ермiтових розв’язкiв рiвняння Сильвестра з η-ермiтовiстю. Останнiм

часом η-ермiтовi матрицi стали об’єктом багатьох дослiджень. Зокрема, сингу-

лярний розклад η-ермiтової матрицi розглядався в [76]. Лю [158] знайшов η-

косо-ермiтовi розв’язки для деяких класичних матричних рiвнянь i, серед них,

узагальнене матричне рiвняння типу Сильвестра. Хе i Ванг [69] дали загальний

розв’язок кватернiонового рiвняння типу Сильвестра, що мiстить η-ермiтовiсть

та виразили загальний η-ермiтовий розв’язок в термiнах узагальнених оберне-

них матриць.

Розглянемо рiвняння Сильвестра з η-ермiтовiстю,

AXAη∗ +BYBη∗ = C. (4.146)

Оскiльки, згiдно з рiвнянням (4.45), N = Bη∗LAη∗ = (RAB)η∗ = Mη∗, RNB
η∗ =

(BLM)η∗ = Sη∗, тодi вiдповiдно до [252], одержимо наступну Лемму про розв’я-

зок рiвняння (4.146).

Лема 4.19. Нехай A ∈ Hm×n, B ∈ Hm×k, C ∈ Hm×m - заданi матрицi. Покла-

демо M = RAB, S = BLM . Тодi наступнi твердження є еквiвалентними:

(1) Рiвняння (4.146) має розв’язок (X,Y).

(2) RMRAC = 0, RAC (RB)
η∗ = 0.

(3) rank

A C

0 Bη∗

 = rank(A) + rank(B), rank [A B C] = rank [A B].
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У цьому випадку загальний розв’язок (4.146) може бути виражений як

X =A†C(A†)η∗ −A†BM†C
(
A†)η∗ −A†SB†C

(
A†BM†)η∗−

−A†SW2

(
A†S

)η∗
+ LAU+ ZLη∗

A ,

Y =M†C
(
B†)η∗ +QSB

†C
(
M†)η∗ + LMW2L

η
M +VLη

B + LMLSW1,

де U, V, W1, W2 i Z довiльнi кватернiоновi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Поклавши Z, U, V, W1 та W2 як нульовi матрицi, одержимо наступний

частковий розв’язок рiвняння (4.146)

X =A†C(A†)η∗ −A†BM†C
(
A†)η∗ −A†SB†C

(
A†BM†)η∗ , (4.147)

Y =M†C
(
B†)η∗ +QSB

†C
(
M†)η∗ . (4.148)

Наступна теорема дає визначниковi зображення розв’язку (4.147)-(4.148).

Теорема 4.24. Нехай A ∈ Hm×n
r1

, B ∈ Hm×k
r2

, rankM = r3, rankS = r4. Тодi

частковий розв’язок (4.147)-(4.148) рiвняння (4.146), X = (xij) ∈ Hn×n, Y =

(ypg) ∈ Hk×k, покомпонентно xij = x
(1)
ij − x

(2)
ij − x

(3)
ij , ypg = y

(1)
pg + y

(2)
pg , має

наступнi визначниковi зображення,

(i)

x
(1)
ij =

−η
∑

α∈Ir1,n{j}
rdetj

(
(A∗A)j. (v

η
i.)
)α
α
η( ∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

)2 = (4.149)

=

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (u.j))

β
β( ∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ

)2 , (4.150)

де

vη
i. =

−η ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (â.s))

β
β η

 ∈ H1×n, s = 1, . . . , n, (4.151)

u.j =

−η ∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(â

η
l.))

α
αη

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n. (4.152)
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Тут â.s є s-им стовпцем матрицi Â = A∗CAη i âηl. – l-й рядок матрицi

Âη = Aη∗CηA.

(ii)

x
(2)
ij =

−η
∑

α∈Ir1,n{j}
rdetj

(
(A∗A)j.(ϕ̃i.)

)α
α
η

(
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ)2

∑
α∈Ir3,m

|MM∗|αα
, (4.153)

де ϕ̃i. – i-й рядок матрицi Φ̃ := ΦηC∗A. Матриця Φ = (ϕiq) є такою, що

ϕiq =
∑

β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗A). i

(
φM

. q

))β
β
=

∑
α∈Ir3,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q.

(
φA

i.

))α
α
,

(4.154)

де

φM
.q =

 ∑
α∈Ir3,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q.

(
b
(1)
f.

))α
α

 ∈ Hn×1, f = 1, . . . , n, (4.155)

φA
i. =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
b(1)
.s

))β
β

 ∈ H1×m, s = 1, . . . ,m. (4.156)

Тут b
(1)
f. i b(1)

.s є f -им рядком i s-им стовпцем матрицi B1 = A∗BM∗.

(iii)

x
(3)
ij =

∑
β∈Jr1,n{j}

cdeti

(
(A∗A).i

(
ω

(1)
.j

))β
β

(
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ)2

∑
α∈Ir2,m

|BB∗|αα
∑

β∈Jr3,m
|MM∗|ββ

(4.157)

=

−η
∑

α∈Ir1,n{j}
rdetj

(
(A∗A)j.

(
ψ
(2)
i.

))α
α
η,

(
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ)2

∑
α∈Ir2,m

|BB∗|αα
∑

β∈Jr3,m
|MM∗|ββ

, (4.158)

де ω(1)
.j – j-й стовпець матрицi Ω1 = ΩΨ1 i ψ(2)

i. – i-й рядок матрицi Ψ2 :=

Ωη
2Ψ. Матрицi Ω = (ωit) ∈ Hn×m, Ψ1 := (ψ

(1)
tj ) ∈ Hm×n, Ψ := (ψqj) ∈ Hm×n,

Ω2 = (ω
(2)
iq ) є такими, що

ωit =
∑

α∈Ir2,m{t}

rdett

(
(BB∗)t.

(
s
(1)
i.

))α
α
, (4.159)
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де s
(1)
i. – i-й рядок матрицi S1 = A∗SB∗;

ψ
(1)
tj = −η

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j.

(
c
(1)
t.

))α
α
η, (4.160)

де C1 := CηΨ;

ψqj =
∑

β∈Jr3,m{q}

cdetq

(
(MM∗).q

(
b
(1,∗)
.f

))β
β
, (4.161)

де b
(1,∗)
.f – f -й стовпець матрицi B∗

1 = MB∗A;

ω
(2)
iq =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
c(2).q

))β
β
, (4.162)

де c
(2)
.q – q-й стовпець матрицi C2 := ΩC.

(iv)

y(1)pg =

−η
∑

α∈Ir2,k{g}
rdetg

(
(B∗B)g.

(
vη
p.

))α
α
η∑

β∈Jr3,k
|M∗M|ββ

∑
α∈Ir2,k

|B∗B|αα
, (4.163)

=

∑
β∈Jr3,k{p}

cdetp

(
(M∗M).p (u.g)

)β
β∑

β∈Jr3,k
|M∗M|ββ

∑
α∈Ir2,k

|B∗B|αα
, (4.164)

де

vp . =

 ∑
β∈Jr3,k{p}

cdetp

(
(M∗M).p (ĉ.l)

)β
β

 ∈ H1×k, l = 1, . . . , k, (4.165)

u. g =

−η ∑
α∈Ir2,k{g}

rdetg

(
(B∗B)g.

(
ĉηq.
))α

α
η

 ∈ Hk×1, q = 1, . . . , k. (4.166)

Тут ĉ.l – l-й стовпець матрицi Ĉ := M∗CBη i ĉηq. є q-им рядком Ĉη.

(v)

y(2)pg =

∑
β∈Jr4,k{p}

cdetp

(
(S∗S).p (υ̃.g)

)β
β∑

β∈Jr4,k
|S∗S|ββ

∑
β∈Ir2,k

|B∗B|ββ
∑

α∈Ir3,k
|M∗M|αα

, (4.167)
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де υ̃.g – g-й стовпець матрицi Υ̃ := S∗SΥ. Матриця Υ = (υtg) є така, що

υtg =∑
β∈Jr2,k{t}

cdett ((B
∗B).t (λ.g))

β
β = −η

∑
α∈Ir3,k{g}

rdetg

(
(M∗M)g. (µt.)

)α
α
η, (4.168)

де

λ.g =

−η ∑
α∈Ir3,k{g}

rdetg

(
(M∗M)g. (čl.)

)α
α
η

 ∈ Hk×1, l = 1, . . . , k, (4.169)

µt. =

 ∑
β∈Jr2,k{t}

cdett
(
(B∗B).t

(
čη.q
))β

β

 ∈ H1×k, q = 1, . . . , k. (4.170)

Тут čl. i čη.q є l-им рядком i q-им стовпцем матрицi Č := B∗CMη i Čη,

вiдповiдно.

Доведення. (i) Рiвняння (4.149)-(4.150), очевидно, випливають з Теореми 4.13.

(ii) Розглянемо другий доданок (A†BM†)(C(Aη∗)†) := X2 =
(
x
(2)
ij

)
рiвняння

(4.147). Беручи (2.27) для визначникового зображення матрицi (Aη∗)† =
(
aη∗,†tj

)
,

для другого множника C(Aη∗)† маємо

m∑
t=1

cqta
η∗,†
tj =

m∑
t=1

cqt ·

−η

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (at .)

)α
α∑

β∈Ir1,n
|A∗A|αα

η



= −η


m∑
t=1

cηqt ·

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (at .)

)α
α∑

β∈Ir1,n
|A∗A|αα

 η

=

−η
∑

α∈Ir1,n{j}
rdetj

(
(A∗A)j. (c̃q .)

)α
α
η∑

β∈Ir1,n
|A∗A|αα

де c̃q . – q-й рядок матрицi C̃ := CηA. Застосувавши визначниковi зображення

(2.7) та (2.8) для матриць Мура-Пенроуза A† i M†, вiдповiдно, i за Теоремою

4.11 для першого множника A†BM†, одержимо матрицю Φ = (ϕiq) таку, що

ϕiq =
∑

β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗A). i

(
φM

. q

))β
β
=

∑
α∈Ir3,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q.

(
φA

i.

))α
α
,
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i

φM
.q =

 ∑
α∈Ir3,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q.

(
b
(1)
f.

))α
α

 ∈ Hn×1, f = 1, . . . , n,

φA
i. =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
b(1)
.s

))β
β

 ∈ H1×m, s = 1, . . . ,m.

Тут b
(1)
f. i b(1)

.s є f -им рядком та s-им стовпцем матрицi B1 = A∗BM∗.

Отже, маємо

x
(2)
ij =

m∑
q=1

ϕiq

(
−η

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(c̃q .))

α
αη

)
(
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ)2

∑
α∈Ir3,m

|MM∗|αα
. (4.171)

Позначимо Φ̃ := ΦηC∗A. Звiдси випливає (4.153).

(iii) Для третього доданку (A†SB†)C((M†)η∗Bη∗(A†)η∗) := X3 =
(
x
(3)
ij

)
з

формули (4.147), маємо

x
(3)
ij =

m∑
q=1

m∑
t=1

ω̃itctqψ̃qj

(
∑

β∈Jr1,n
|A∗A|ββ)2

∑
α∈Ir2,m

|BB∗|αα
∑

β∈Jr3,m
|MM∗|ββ

, (4.172)

де

ψ̃qj = −ηϕjqη = −η
∑

α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (ψq.)

)α
α
η,

i

ψq. =

 ∑
β∈Jr3,m{q}

cdetq

(
(MM∗).q

(
b
(1,∗)
.f

))β
β

 ∈ H1×n, f = 1, . . . , n, (4.173)

а b
(1,∗)
.f є f -им стовпцем матрицi B∗

1 = MB∗A;

ω̃it =
∑

β∈Jr1,n{j}

cdeti ((A
∗A).i (ω.t))

β
β,

ω.t =

 ∑
α∈Ir2,m{t}

rdett

(
(BB∗)t.

(
s
(1)
f.

))α
α

 ∈ Hn×1, f = 1, . . . , n, (4.174)
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де s
(1)
f. – f -й рядок матрицi S1 = A∗SB∗.

Побудуємо матрицi Ψ = (ψqf) ∈ Hm×n i Ω = (ωft) ∈ Hn×m, що визначаються

рiвностями (4.173) та (4.209), вiдповiдно. Введемо також матрицi C1 := CηΨ,

Ψ1 := (ψ
(1)
tj ), де

ψ
(1)
tj =

m∑
q=1

ctqψ̃qj = −η
∑

α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j.

(
c
(1)
t.

))α
α
η,

c
(1)
t. – t-й рядок матрицi C1, та Ω1 := ΩΨ1. З цих позначень та рiвняння (4.172),

слiдує (4.157).

Iнше визначникове зображення x(3)ij одержимо, поклавши C2 := ΩC та Ω2 :=

(ω
(2)
tj ), де

ω
(2)
iq =

m∑
q=1

ω̃itctq =
∑

β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
c(2).q

))β
β
,

c
(2)
.q – q-ий стовпець матрицi C2. Позначимо матрицю Ψ2 := Ωη

2Ψ. З цих уведень

i рiвняння (4.172), випливає (4.158).

(iv) Тепер розглянемо перший доданок M†C
(
B†)η∗ := Y1 =

(
y
(1)
pg

)
розв’яз-

ку (4.148). Використовуючи визначниковi зображення (2.7) для матрицi Мура-

Пенроуза M† та (2.27) для
(
B†)η∗, отримаємо

y(1)pg =
m∑
t=1

m∑
l=1

m†
ptctl

(
bη∗lg

)†
=

∑
t

∑
l

∑
β∈Jr3,k{p}

cdetp

(
(M∗M).p (m

∗
.t)
)β
β
ctl

(
−η

∑
α∈Ir2,k{g}

rdetg

(
(B∗B)j. (bl.)

)α
α
η

)
∑

β∈Jr3,k
|M∗M|ββ

∑
β∈Ir2,k

|B∗B|αα
,

Знайдемо добуток матриць M∗CBη =: Ĉ = (ĉij). Аналогiчно пункту (iii) дове-

дення Теореми 4.12, маємо

y(1)pg =∑
t

∑
m

∑
β∈Jr3,k{p}

cdetp

(
(M∗M).p (e.t)

)β
β
ĉtl

(
−η

∑
α∈Ir2,k{g}

rdetg

(
(B∗B)g. (el.)

)α
α
η

)
∑

β∈Jr3,k
|M∗M|ββ

∑
β∈Ir2,k

|B∗B|αα
,
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де el. та e. l є, вiдповiдно, одиничними вектор-рядком та вектор-стовпцем.

Якщо введемо

vpl :=
m∑
t=1

∑
β∈Jr3,k{p}

cdetp

(
(M∗M).p (e.t)

)β
β
ĉtl =

∑
β∈Jr3,k{i}

cdetp

(
(M∗M).p (ĉ. l)

)β
β

як l-ту компоненту вектор-рядка vp. = [vp1, . . . , vpm], тодi

m∑
l=1

vpl

−η
∑

α∈Ir2,k{g}

rdetg ((B
∗B)g.(el.))

α
α η

 =

−η

 ∑
α∈Ir2,k{g}

rdetg
(
(B∗B)g.(v

η
p.)
)α
α

 η,

де vη
p. =

[
vηp1, . . . , v

η
pm

]
. Отже, y(1)pg має визначникове зображення (4.163), де vp.

задається формулою (4.165).

Якщо ж введемо

utg :=
m∑
l=1

ĉtl

−η
∑

α∈Ir2,k{g}

rdetg ((B
∗B)g.(el.))

α
αη


=− η

∑
α∈Ir2,k{g}

rdetg ((B
∗B)g.(ĉ

η
t.))

α
αη

як t-ту компоненту вектор-стовпця u.g = [u1g, . . . , umg], тодi

m∑
t=1

∑
β∈Jr3,k{p}

cdetp

(
(M∗M). p (e.t)

)β
β
utg =

∑
β∈Jr3,k{p}

cdetp

(
(M∗M). p (u.g)

)β
β
.

Отже, iнше визначникове зображення y(1)pg є (4.164) з вектор-стовпцем u.g, ком-

поненти якого визначаються у (4.166).

(v) Для другого доданку QSB
†C
(
M†)η∗ = Y4 =

(
y
(2)
pg

)
розв’язку (4.148),

використавши (2.14) для визначникового зображення проективної матрицi QS,

i, аналогiчно як в пунктi (iv), для B†C
(
M†)η∗, одержимо

y(2)pg =

k∑
t=1

∑
β∈Jr4,k{p}

cdetp

(
(S∗S).p (ṡ.t)

)β
β
υtg∑

β∈Jr4,k
|S∗S|ββ

∑
β∈Jr2,k

|B∗B|ββ
∑

α∈Ir3,k
|M∗M|αα

, (4.175)
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де ṡ.t – t-ий стовпець матрицi S∗S,

υtg =

=
∑

β∈Jr2,k{t}

cdett ((B
∗B).t (λ.g))

β
β = −η

∑
α∈Ir3,k{g}

rdetg

(
(M∗M)g. (µt.)

)α
α
η, (4.176)

та

λ.g =

−η ∑
α∈Ir3,k{g}

rdetg

(
(M∗M)g. (čl.)

)α
α
η

 ∈ Hk×1, l = 1, . . . , k,

µt. =

 ∑
β∈Jr2,k{t}

cdett
(
(B∗B).t

(
čη.q
))β

β

 ∈ H1×k, q = 1, . . . , k.

Тут čl. – l-ий рядок матрицi Č := B∗CMη, а čη.q є q-им стовпцем матрицi Čη.

Побудуємо матрицю Υ = (υtg), де υtg визначається у (4.176). Знайдемо матрицю

Υ̃ := S∗SΥ. Застосувавши цi позначення в (4.175) отримаємо (4.167).

Як випливає з Теореми 4.24, правило Крамера для рiвняння типу Сильвестра

(4.146) має наступний алгоритм.

Алгоритм 4.3. (i) Для компоненти x(1)ij .

1. Обчислюємо матрицi Â = A∗CAη та Âη = Aη∗CηA.

2. Обчислюємо вектор-рядки vη
i. за формулою (4.151) для всiх i = 1, . . . , n,

або вектор-стовпцi v.j за формулою (4.152) для всiх j = 1, . . . , n.

3. Знаходимо x(1)ij за формулами (4.149) або (4.150), вiдповiдно до того,

якi вектори знайденi вище.

(ii) Для компоненти x(2)ij .

1. Обчислюємо матрицi B1 = A∗BM∗, A∗A, MM∗.

2. Обчислюємо вектор-стовпцi φM
.q за формулою (4.155) для всiх q =

1, . . . ,m, або вектор-рядки φA
i. за формулою (4.156) для всiх i = 1, . . . , n.

3. Обчислюємо матрицю Φ = (ϕik) за одним з двох випадкiв рiвностi

(4.154) вiдповiдно до того, чи вектор-стовпцi φM
.q , чи вектор-рядки φA

i.

знайденi у попередньому пунктi.
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4. Обчислюємо матрицю Φ̃ = ΦηC∗A.

5. Знаходимо x(2)ij за формулою (4.153).

(iii) Для компоненти x(3)ij .

1. Обчислюємо матрицi S1 = A∗SB∗ and B∗
1 = MB∗A.

2. Обчислюємо матрицю Ω за формулою (4.159).

3. Обчислюємо матрицю Ψ за формулою (4.161).

4. Тодi, маємо два можливих випадки:

(a) Обчислюємо матрицю C1 = CηΨ.

(b) Обчислюємо матрицю Ψ1 за формулою (4.160)

(c) Обчислюємо матрицю Ω1 = ΩΨ1.

(d) Знаходимо x(3)ij за формулою (4.157).

або

(a) Обчислюємо матрицю C2 = ΩC.

(b) Знаходимо матрицю Ω2 за формулою (4.162)

(c) Обчислюємо матрицю Ψ2 = Ω2Ψ.

(d) Тодi, знаходимо x(3)ij за формулою (4.158).

(iv) Для компоненти y(1)gf .

1. Обчислюємо матрицi Ĉ = M∗CBη та Ĉη.

2. Обчислюємо вектор-стовпцi u .g за формулою (4.166) для всiх g = 1, . . . , k,

або вектор-рядки vp . для всiх (4.165) для всiх p = 1, . . . , k.

3. Знаходимо y(1)gf за формулами (4.163) або (4.164) вiдповiдно до того, якi

вектори знайденi у попередньому пунктi.

(v) Для компоненти y(2)gf .

1. Обчислюємо матрицi Č := B∗CMη i Čη.

2. Обчислюємо вектор-рядки µt. за формулою (4.170) для всiх t = 1, . . . , k,

або вектор-стовпцi λ.g за формулою (4.169) для всiх g = 1, . . . , k.
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3. Обчислюємо матрицю Υ = (υtg) за одним з двох випадкiв у рiвняннi

(4.168) вiдповiдно до того, чи вектор-стовпцi λ.g, чи вектор-рядки µt.

знайденi у попередньому пунктi.

4. Обчислюємо матрицю Υ̃ = S∗SΥ.

5. Знаходимо y(2)gf за формулою (4.167).

Тепер розглянемо рiвняння (4.146) з обмеженням C = Cη∗.

Вiдмiтимо, що рiвняння (4.146) має η-ермiтовий розв’язок X, Y тодi i тiльки

тодi, коли система матричних рiвняньAX̂Aη∗ +BŶBη∗ = C,

AX̂η∗Aη∗ +BŶη∗Bη∗ = C,
(4.177)

має розв’язок X̂, Ŷ, де X̂, Ŷ можуть i не бути η-ермiтовими матрицями. Якщо

система (4.177) є сумiсною, тодi

X =
1

2
(X̂+ X̂η∗), Y =

1

2
(Ŷ + Ŷη∗).

Очевидно, що система (4.177 ) еквiвалентна рiвнянню (4.146) з обмеженням

AX̂Aη∗ +BŶBη∗ = C, C = Cη∗. (4.178)

Отже, якщо матричне рiвняння (4.178) має розв’язок X̂, Ŷ, тодi система (4.146)

є сумiсною для X, Y. За Лемою 4.19,

X̂ =A†C(A†)η∗ −A†BM†C
(
A†)η∗ −A†SB†C

(
A†BM†)η∗−

−A†SW2

(
A†S

)η∗
+ LAU+ ZLη∗

A ,

Ŷ =M†C
(
B†)η∗ +QSB

†C
(
M†)η∗ + LMW2L

η
M +VLη

B + LMLSW1,

Отже,

X =
1

2
(X̂+ X̂η∗) = A†C(A†)η∗−

− 1

2

[
A†BM†C

(
A†)η∗ +A†C

(
A†BM†)η∗]−

− 1

2

[
A†BM†C

(
A†SB†)η∗ +A†SB†C

(
A†BM†)η∗]−

−A†SW2

(
A†S

)η∗
+ LAU+ (LAU)η∗ , (4.179)
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Y =
1

2
(Ŷ + Ŷη∗) =

1

2

[
M†C

(
B†)η∗ +B†C

(
M†)η∗]+

+
1

2

[
M†C

(
B†)η∗Qη

S +QSB
†C
(
M†)η∗]+

+ LMW2L
η
M +VLη

B + LBV
η∗ + LMLSW1 +Wη∗

1 Lη
SL

η
M , (4.180)

де W1, U, V, те W2 = Wη∗
2 є довiльними кватернiоновими матрицями.

Ми довели наступне твердження, яке вперше було доведено в [69].

Лема 4.20. [69] Нехай матрицi A ∈ Hm×n, B ∈ Hm×k, C = Cη∗ є заданими.

Покладемо M = RAB, S = BLM . Наступнi твердження є еквiвалентними:

(1) Рiвняння (4.146) має η-ермiтовi розв’язки X = Xη∗ i Y = Yη∗.

(2)

RMRAC = 0, RACRη∗
B = 0. (4.181)

(3) rank

A C

0 Bη∗

 = rank(A) + rank(B), rank [A B C] = rank [A B].

У цьому випадку, η-ермiтовий розв’язок Xη∗ = X, Y = Yη∗ рiвняння (4.146)

може бути виражений як (4.179)-(4.180).

Аналогiчно, якщо η-косо-ермiтовий розв’язок (X, Y) рiвняння (4.146) з обме-

женням C = −Cη∗ виражається як

X =
1

2
(X̂− X̂η∗), Y =

1

2
(Ŷ − Ŷη∗),

де (X̂, Ŷ) – пара розв’язку рiвняння (4.177), якi можуть i не бути η-косо-

ермiтовими матрицями, маємо наступнi лему.

Лема 4.21. Нехай матрицi A ∈ Hm×n, B ∈ Hm×k, C = −Cη∗ - заданi. Покла-

демо M = RAB, S = BLM . Наступнi твердження є еквiвалентними:

(1) Рiвняння (4.146) має η-косо-ермiтовi розв’язки X = −Xη∗ та Y = −Yη∗.

(2) RMRAC = 0, RACRη∗
B = 0.

(3) rank

A C

0 Bη∗

 = rank(A) + rank(B), rank [A B C] = rank [A B].
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У цьому випадку, загальний η-косо-ермiтовi розв’язок X, Y рiвняння (4.146)

можуть бути вираженi як

X = −Xη∗ = A†C(A†)η∗ − 1

2

[
A†BM†C

(
A†)η∗ +A†C

(
A†BM†)η∗]−

− 1

2

[
A†BM†C

(
A†SB†)η∗ +A†SB†C

(
A†BM†)η∗]−

−A†SW2

(
A†S

)η∗ − LAU+ (LAU)η∗ , (4.182)

Y = −Yη∗ =
1

2

[
M†C

(
B†)η∗ +B†C

(
M†)η∗]+

+
1

2

[
M†C

(
B†)η∗Qη

S +QSB
†C
(
M†)η∗]+

+ LMW2L
η
M +VLη

B − LBV
η∗ + LMLSW1 −Wη∗

1 Lη
SL

η
M , (4.183)

Поклавши W1, U, V, та W2 як нульовi матрицi вiдповiдних розмiрiв у

рiвностях (4.179)-(4.180) та (4.182)-(4.183), одержимо наступний частковий η-

ермiтовий та η-косо-ермiтовий розв’язок рiвняння (4.146) з обмеженнями C =

Cη∗ i C = −Cη∗, вiдповiдно,

X =A†C(A†)η∗ − 1

2

[
A†BM†C

(
A†)η∗ +A†C

(
A†BM†)η∗]

−1

2

[
A†SB†C

(
A†BM†)η∗ +A†BM†C

(
A†SB†)η∗] , (4.184)

Y =
1

2

[
M†C

(
B†)η∗ +B†C

(
M†)η∗]

+
1

2

[
M†C

(
B†)η∗Pη

S +PSB
†C
(
M†)η∗] . (4.185)

Визначниковi зображення розв’язкiв (4.184)-(4.185) покомпонентно можуть бу-

ти вираженi наступним чином

– для η-ермiтового розв’язку,

xij =x
(1)
ij − 1

2

[
x
(2)
ij − ηx

(2)
ji η
]
− 1

2

[
x
(3)
ij − ηx

(3)
ji η
]
, (4.186)

ypg =
1

2

[
y(1)pg − ηy

(1)
gp η
]
+

1

2

[
y(2)pg − ηy

(2)
gp η
]
, (4.187)

– для η-косо-ермiтового розв’язку,

xij =x
(1)
ij − 1

2

[
x
(2)
ij + ηx

(2)
ji η
]
− 1

2

[
x
(3)
ij + ηx

(3)
ji η
]
,

ypg =
1

2

[
y(1)pg + ηy

(1)
gp η
]
+

1

2

[
y(2)pg + ηy

(2)
gp η
]
,
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для всiх i, j = 1, . . . , n i p, g = 1, . . . , k, де xij i ypg знайденi в Теоремi 4.24.

4.2.5. Приклад правила Крамера для кватернiонового узагальне-

ного рiвняння Сильвестра. Нехай маємо рiвняння

AXAη∗ +BYBη∗ = C, (4.188)

де

A =

i k

j −1

 , B =

 k j

−j k

 , C =

 1 + 2j i+ 2k

−i+ 2k −1

 .
Оскiльки C = Cη∗, коли η = i, то будемо шукати i-ермiтовий розв’язок рiвняння

(5.106). За Теоремою 2.2,

A† =
1

4

−i −j

−k −1

 , RA =
1

2

 1 k

−k 1

 , B† =
1

4

−k j

−j −k

 ,
RB =

1

2

 1 i

−i 1

 , M =
1

2

i+ k −1 + j

1− j i+ k

 ,
M† =

1

4

−i− k 1 + j

−1− j −i− k

 , RM =
1

2

−1 −k

k 1

 .
Легко перевiрити виконання умови (4.181) рiвнянням (5.106) . Отже, рiвняння

(5.106) має η-ермiтовi розв’язки. Обчислимо частковий розв’язок (4.147)-(4.148)

за правилом Крамера згiдно Теореми 4.24. Отже,

A∗ =

−i −j

−k −1

 , Aη =

 i −k

−j −1

 , A∗A =

 2 2j

−2j 2

 ,
Â = A∗CAη =

 6− 4j −4− 6j

−4− 6j −6 + 4j

 .
Оскiльки, rank(A∗A) = 1, тодi за формулою (4.151),

vη
1. =

[
6 + 4j −4 + 6j

]
, vη

2. =
[
−4 + 6j −6− 4j

]
.
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Далi, згiдно з (4.149), одержимо

x
(1)
11 =

−i(6 + 4j)i

16
= 0.375− 0.25j,

x
(1)
12 =

−i(−4 + 6j)i

16
= −0.25− 0.375j,

x
(1)
21 =

−i(−4 + 6j)i

16
= −0.25− 0.375j,

x
(1)
22 =

−i(−6− 4j)i

16
= −0.375 + 0.25j.

Тепер будемо шукати x(2)ij згiдно формули (4.153). Оскiльки,

B1 = A∗BM∗ =

 2k −2

−2i 2j

 ,
то

φA
1. = [2k, −2] , φA

2. = [−2i, 2j] .

Беручи до уваги формулу (4.130), маємо

Φ =

 2k −2

−2i 2j

 , Φ̃ = ΦηC∗A =

 4 4j

4j −4

 .
Тодi, кiнцево,

x
(2)
11 =

−i(4)i

32
= 0.125, x

(2)
12 =

−i(4j)i)

32
= −0.125j,

x
(2)
21 =

−i(4j)i)

32
= −0.125j, x

(2)
22 =

−i(−4)i

32
= −0.125.

Оскiльки S = 0 то, очевидно, що x(3)ij = 0 для всiх i, j = 1, 2,. Звiдси за форму-

лою (4.186)

x11 =x
(1)
11 − 1

2
(x

(2)
11 − ix

(2)
11 i) = 0.25− 0.25j,

x12 =x
(1)
12 − 1

2
(x

(2)
12 − ix

(2)
21 i) = −0.25− 0.25j,

x21 =x
(1)
21 − 1

2
(x

(2)
21 − ix

(2)
12 i) = −0.25− 0.25j,

x22 =x
(1)
22 − 1

2
(x

(2)
22 − ix

(2)
22 i) = −0.25 + 0.25j.
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Тепер, будемо шукати ypg за формулою (4.187) для всiх p, g = 1, 2. Оскiльки,

Ĉ = M∗CBη =

 2j −2k

−2k −2j

 , M∗M =

 1 i

−i 1

 , B∗B =

 2 2i

−2i 2


i згiдно з (4.165)

v1. = [2j, −2k] , v2. = [−2k, −2j] ,

то за формулою (4.163), одержимо

y
(1)
11 =

2j

8
= 0.25j,

y
(1)
21 = y

(1)
12 =

−2k

8
= −0.25k,

y
(1)
22 =

−2j

8
= −0.25j.

Беручи до уваги, що y(1)ij = −iy
(1)
ji i i y(2)ij = 0 для всiх i, j = 1, 2, звiдси випливає,

що

X =

 0.25− 0.25j −0.25− 0.25j

−0.25− 0.25j −0.25 + 0.25j

 , Y =

 0.25j −0.25k

−0.25k −0.25j


є частковим i-ермiтовим розв’язком рiвняння (5.106).

4.3. Правило Крамера для систем кватернiонових матричних

рiвнянь типу Сильвестра.

4.3.1. Правило Крамера для системи кватернiонових двосторон-

нiх матричних рiвнянь. В цьому пунктi розглянемо класичну систему ма-

тричних двостороннiх рiвнянь над тiлом кватернiонiв:A1XB1 = C1,

A2XB2 = C2.
(4.189)

Ця система вивчалася багатьма дослiдниками. Так, Мiтра [178] дав необхiднi

та достатнi умови сумiсностi системи (4.189) над комплексним полем i вираз
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для його загального розв’язку. Наварра та iн. [190] отримав новi необхiднi та

достатнi умови для iснування розв’язку системи над комплексним полем та

отримав його нове представлення. Ванг у роботi [252] вивiв деякi необхiднi та

достатнi умови сумiсностi системи (4.189) над довiльними регулярними кiль-

цями з одиницею та виразив загальний розв’язок за допомогою рефлексивних

узагальнених обернених матриць, а в роботi [253] розглянув деякi системи над

тiлом кватернiонiв i серед них систему (4.189), отримав умови їх сумiсностi, а

також виразив загальнi розв’язки у термiнах узагальненої оберненої матрицi

Мура-Пенроуза.

Має мiсце наступна лема.

Лема 4.22. [253] Нехай A1 ∈ Hm×n, B1 ∈ Hr×s, C1 ∈ Hm×s, A2 ∈ Hk×n,

B2 ∈ Hr×p, C2 ∈ Hk×p - заданi матрицi та X ∈ Hn×r – невiдома. Покладемо

H = A2LA1
, N = RB1

B2, T = RHA2, F = B2LN . Система (4.189) є сумiсною

тодi i тiльки тодi, коли

AiA
†
iCiB

†
iBi = Ci, i = 1, 2; (4.190)

T
[
A†

2XB†
2 −A†

1C1B
†
1

]
F = 0. (4.191)

У цьому випадку загальний розв’язок системи (4.189) виражається як

X =A†
1C1B

†
1 + LA1

H†A2LT

(
A†

2C2B
†
2 −A†

1C1B
†
1

)
B2B

†
2+

+T†T
(
A†

2C2B
†
2 −A†

1C1B
†
1

)
B2N

†RB1
+ LA1

(
Z−H†HZB2B

†
2

)
−

−LA1
H†A2LTWNB†

2 +
(
W −T†TWNN†)RB1

, (4.192)

де Z i W довiльнi кватернiоновi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Деяке спрощення виразу (4.192) може бути досягнене завдяки Лемi 4.7. Оскiль-

ки, LA1
, RB1

та RH є проекторами, тодi маємо

LA1
H† =LA1

(A2LA1
)† = H†, N†RB1

= (RB1
B2)

†RB1
= N†,

T†T =(RHA2)
†RHA2 = T†A2, LT = I−T†T = I−T†A2.

(4.193)
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Враховуючи (4.193), одержимо наступний вираз для розв’язку (4.192),

X =A†
1C1B

†
1 +H†A2

(
I−T†A2

) (
A†

2C2B
†
2 −A†

1C1B
†
1

)
B2B

†
2+

+T†A2

(
A†

2C2B
†
2 −A†

1C1B
†
1

)
B2N

† + LA1

(
Z−H†HZB2B

†
2

)
−

−H†A2LTWNB†
2 +

(
W −T†TWNN†)RB1

=

=A†
1C1B

†
1 +H†C2B

†
2 +H† (A2T

† − I
)
A2A

†
1C1B

†
1PB2

−

−H†A2T
†C2B

†
2 +T†C2N

† −T†A2A
†
1C1B

†
1B2N

†+

+ LA1

(
Z−H†HZB2B

†
2

)
−H†A2LTWNB†

2 +
(
W −T†TWNN†)RB1

.

(4.194)

Поклавши у виразi (4.194) матрицi Z i W нульовими, одержимо наступний

частковий розв’язок системи (4.189)

X =A†
1C1B

†
1 +H†C2B

†
2 +T†C2N

† +H†A2T
†A2A

†
1C1B

†
1PB2

−

−H†A2A
†
1C1B

†
1PB2

−H†A2T
†C2B

†
2 −T†A2A

†
1C1B

†
1B2N

†. (4.195)

Далi ми дамо визначникове зображення розв’язку (4.195).

Припустимо, що A1 =
(
a
(1)
ij

)
∈ Hm×n

r1
, B1 =

(
b
(1)
ij

)
∈ Hr×s

r2
, A2 =

(
a
(2)
ij

)
∈

Hk×n
r3

, B2 =
(
b
(2)
ij

)
∈ Hr×p

r4
, C1 =

(
c
(1)
ij

)
∈ Hm×s, C2 =

(
c
(2)
ij

)
∈ Hk×p. Нехай

rankH = r5, rankN = r6, rankT = r7.

Розглянемо кожний доданок розв’язку (4.195) окремо.

(i) За Теоремою 4.11 для першого доданку, X1 =
(
x
(1)
ij

)
:= A†

1C1B
†
1, маємо

x
(1)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
dB1

.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ
∑

α∈Ir2,r
|B1B∗

1|
α
α

, (4.196)

=

∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(B1B

∗
1)j.

(
dA1

i.

))α
α∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ
∑

α∈Ir2,r
|B1B∗

1|
α
α

, (4.197)
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де

dB1

.j =

 ∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(B1B

∗
1)j.

(
c̃(1)q.

))α
α

 ∈ Hn×1, q = 1, . . . , n,

dA1

i. =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
c̃
(1)
.l

))β
β

 ∈ H1×r, l = 1, . . . , r.

Тут c̃
(1)
q. i c̃(1).l є q-м рядком та l-м стовпцем матрицi C̃1 = A∗

1C1B
∗
1.

(ii) Аналогiчно, для другого доданку, X2 =
(
x
(2)
ij

)
:= H†C2B

†
2, одержимо

x
(2)
ij =

∑
β∈Jr5,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
dB2

.j

))β
β∑

β∈Jr5,n
|H∗H|ββ

∑
α∈Ir4,r

|B2B∗
2|
α
α

= (4.198)

=

∑
α∈Ir4,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.
(
dH
i.

))α
α∑

β∈Jr5,n
|H∗H|ββ

∑
α∈Ir4,r

|B2B∗
2|
α
α

, (4.199)

де

dB2

.j =

 ∑
α∈Ir4,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.

(
c̃(2)q.

))α
α

 ∈ Hn×1, q = 1, . . . , n,

dH
i. =

 ∑
β∈Jr5,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
c̃
(2)
.l

))β
β

 ∈ H1×r, l = 1, . . . , r.

Тут c̃
(2)
q. i c̃(2).l є q-м рядком i l-м стовпцем матрицi C̃2 = H∗C2B

∗
2.

(iii) Для третього доданку, X3 =
(
x
(3)
ij

)
:= T†C2N

†, можемо застосувати

Теорему 4.11 так само. Тодi,

x
(3)
ij =

∑
β∈Jr7,n{i}

cdeti
(
(T∗T).i

(
dN
.j

))β
β∑

β∈Jr7,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir6,r

|NN∗|αα
= (4.200)

=

∑
α∈Ir6,r{j}

rdetj

(
(NN∗)j.

(
dT
i.

))α
α∑

β∈Jr7,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir6,r

|NN∗|αα
, (4.201)
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де

dN
.j =

 ∑
α∈Ir6,r{f}

rdetj

(
(NN∗)j.

(
ĉ(2)q.

))α
α

 ∈ Hn×1, q = 1, . . . , n,

dT
i. =

 ∑
β∈Jr7,n{i}

cdeti

(
(T∗T).i

(
ĉ
(2)
.l

))β
β

 ∈ H1×r, l = 1, . . . , r.

Тут ĉ
(2)
q. є q-м рядком i ĉ(2).l є l-м стовпцем матрицi Ĉ2 = T∗C2N

∗.

(iv) Для четвертого члена, X4 =
(
x
(4)
ij

)
:= H†A2T

†A2A
†
1C1B

†
1PB2

, викори-

стаємо визначниковi зображення (2.8) для матриць Мура-Пенроуза H† i T†,

тодi одержимо

x
(4)
ij =

n∑
q=1

n∑
z=1

r∑
f=1

∑
β∈Jr5,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
a
(2,H)
.q

))β
β

∑
β∈Jr7,n{q}

cdetq

(
(T∗T).q

(
a
(2,T )
.z

))β
β
x
(1)
zf pfj∑

β∈Jr5,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Jr7,n

|T∗T|ββ
,

(4.202)

де a
(2,H)
.q , a(2,T ).z є q-м та z-м стовпцями матриць H∗A2 i T∗A2, вiдповiдно; x(1)zf

є знайдено у формулах (4.196) чи (4.197); pfj є (fj)-м елементом проективної

матрицi PB2
з визначниковим зображенням вираженим формулою (2.16) як

pfj =

∑
α∈Ir4,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j. (b̈

(2)
f. )
)α
α∑

α∈Ir4,r
|B2B∗

2|
α
α

,

де b̈
(2)
f. – f -й рядок матрицi B2B

∗
2. Позначимо

p
(1)
zj :=

r∑
f=1

x
(1)
zf

∑
α∈Ir4,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.

(
b̈
(2)
f.

))α
α

=
∑

α∈Ir4,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.

(
x̃(1)
z.

))α
α
, (4.203)

де x̃
(1)
z. є z-им рядком матрицi X̃1 = X1B2B

∗
2. Тут X1 – матриця, яка знайдена

в пунктi (i). Побудуємо матрицю P1 =
(
p
(1)
zj

)
∈ Hn×r. Далi, є очевидним, що

t
(1)
qj :=

n∑
z=1

∑
β∈Jr7,n{q}

cdetq

(
(T∗T).q

(
a(2,T ).z

))β
β
p
(1)
zj =

∑
β∈Jr7,n{q}

cdetq

(
(T∗T).q

(
t̃.j
))β

β
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де t̃.j – j-й стовпець матрицi T̃ = T∗A2P1. Побудуємо матрицю T1 = (t
(1)
qj ) ∈

Hn×r i введемо матрицю H̃ := H∗A2T1. З цих уведень i рiвняння (4.202), ви-

пливає, що

x
(4)
ij =

∑
β∈Jr5,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
h̃.j

))β
β∑

β∈Jr5,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Jr7,n

|T∗T|ββ
∑

α∈Ir4,r
|B2B∗

2|
α
α

, (4.204)

де h̃.j є j-им стовпцем матрицi H̃.

(v) Для п’ятого доданку X5 =
(
x
(5)
ij

)
:= H†A2A

†
1C1B

†
1PB2

, маємо

x
(5)
ij =

n∑
q=1

r∑
f=1

∑
β∈Jr5,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
a

(2,H)
.q

))β
β
x
(1)
qf pfj∑

β∈Jr5,n
|H∗H|ββ

,

де a
(2,H)
.q – q-й стовпець матрицi H∗A2. Позначимо Ĥ := H∗A2P1, де матриця

P1 = (p
(1)
qj ) визначається у (4.203). Тодi, аналогiчно до попереднього випадку,

одержимо

x
(5)
ij =

∑
β∈Jr5,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
ĥ.j

))β
β∑

β∈Jr5,n
|H∗H|ββ

∑
α∈Ir4,r

|B2B∗
2|
α
α

, (4.205)

де ĥ.j – j-й стовпець матрицi Ĥ.

(vi) Розглянемо шостий доданок X6 =
(
x
(6)
ij

)
:= H†A2T

†C2B
†
2. Отже,

x
(6)
ij =

n∑
q=1

∑
β∈Jr5,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
a

(2,H)
.q

))β
β
ϕqj∑

β∈Jr5,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Jr7,n

|T∗T|ββ
∑

α∈Ir4,r
|B2B∗

2|
α
α

, (4.206)

де ϕqj – (qj)-й елемент матрицi Φ такої, що 1
δΦ := T†C2B

†
2 i

δ =

 ∑
β∈Jr7,n

|T∗T|ββ
∑

α∈Ir4,r

|B2B
∗
2|
α
α

 ∈ R.

За Теоремою 4.11 матриця Φ = (ϕqj) ∈ Hn×r має визначникове зображення

ϕqj =
∑

β∈Jr7,n{i}

cdetq

(
(T∗T). q

(
φB2

.j

))β
β
=

∑
α∈Ir4,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.
(
φT

q .

))α
α
,
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де

φB2

.j =

 ∑
α∈Ir4,r{f}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.

(
č(2)q.

))α
α

 ∈ Hn×1, q = 1, . . . , n,

φT
q. =

 ∑
β∈Jr7,n{q}

cdetq

(
(T∗T).q

(
č
(2)
.l

))β
β

 ∈ H1×r, l = 1, . . . , r.

Тут č
(2)
q. i č

(2)
.l є q-м рядком i l-м стовпцем матрицi Č2 = T∗C2B

∗
2. Введемо

матрицю Φ̃ := H∗A2Φ. З цього уведення i рiвняння (4.206), випливає

x
(6)
ij =

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
ϕ̃.j

))β
β∑

β∈Jr5,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Jr7,n

|T∗T|ββ
∑

α∈Jr4,r
|B2B∗

2|
α
α

, (4.207)

де ϕ̃.j – j-й стовпець матрицi Φ̃.
(vii) Для сьомого доданку X7 =

(
x
(7)
ij

)
:= T†A2A

†
1C1B

†
1B2N

† розв’язку
(4.195), використовуючи (2.8) для визначникового зображення матрицi Мура-
Пенроуза T† та (2.7) для N†, одержимо

x
(7)
ij =

n∑
q=1

r∑
f=1

∑
β∈Jr7,n{i}

cdeti

(
(T∗T).i

(
a
(2,T )
.q

))β
β
x
(1)
qf

∑
α∈Ir6,r{j}

rdetj

(
(NN∗)j.

(
b
(2,N)
f.

))α
α∑

β∈Jr7,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir6,r

|NN∗|αα
, (4.208)

де a
(2,T )
.q , b

(2,N)
f. є q-м стовпцем матрицi T∗A2 i f -м рядком матрицi B2N

∗,

вiдповiдно. Знайдемо

ωqj :=
r∑

f=1

x
(1)
qf

∑
α∈Ir6,r{j}

rdetj

(
(NN∗)j.

(
b
(2,N)
f.

))α
α

=
∑

α∈Ir6,r{j}

rdetj

(
(NN∗)j.

(
x̂(1)
q.

))α
α
, (4.209)

де x̂
(1)
q. – q-й рядок матрицi X̂1 := X1B2N

∗, а X1 є визначеним у пунктi (i).

Побудуємо матрицю Ω = (ωqj) таку, що ωqj визначається в (4.209) i введемо

матрицю Ω̂ := T∗A2Ω. З цих уведень та рiвняння (4.208), випливає

x
(7)
ij =

∑
β∈Jr7,n{i}

cdeti ((T
∗T).i (ω̂.j))

β
β∑

β∈Jr7,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir6,r

|NN∗|αα
, (4.210)
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де ω̂.j є j-им стовпцем матрицi Ω̂.

Отже, ми довели наступну теорему.

Теорема 4.25. Нехай A1 ∈ Hm×n
r1

, B1 ∈ Hr×s
r2

, A2 ∈ Hk×n
r3

, B2 ∈ Hr×p
r4

, i

rankH = r5, rankN = r6, rankT = r7. Тодi частковий розв’язок (4.195),

X = (xij) ∈ Hn×r, системи (4.189) покомпонентно

xij =
4∑

l=1

x
(l)
ij −

7∑
l=5

x
(l)
ij ,

має визначниковi зображення, де x
(1)
ij виражається як (4.196) або (4.197),

x
(2)
ij – (4.198)-(4.238), x(3)ij – (4.200)-(4.201), x(4)ij – (4.204), x(5)ij – (4.205), x(6)ij

– (4.207), i x(7)ij – (4.210).

4.3.2. Правила Крамера для часткових випадкiв системи кватер-

нiонових рiвнянь. 1. Розглянемо системуA1X = C1,

A2XB2 = C2,
(4.211)

яку можемо отримати з системи (4.189), поклавши B1 = Ir як одиничну.

Лема 4.23. [253] Нехай A1 ∈ Hm×n, C1 ∈ Hm×r, A2 ∈ Hk×n, B2 ∈ Hr×p,

C2 ∈ Hk×p – вiдомi матрицi, а матриця X ∈ Hn×r – невiдома. Покладемо

H = A2LA1
. Тодi, наступнi твердження є еквiвалентними.

(i) Система (4.211) є сумiсною.

(ii) RA1
C1 = 0, RH(C2 −A2A

†
1C1B2) = 0, C2LB2

= 0.

(iii) rank
[
A1 C1

]
= rank[A1], rank

C2

B2

 = rank [B2],

rank

A1 C1B2

A2 C2

 = rank

A1

A2

.

У цьому випадку розв’язок системи (4.211) можна виразити як

X = A†
1C1 + LA1

H†(C2 −A2A
†
1C1B2)B

†
2 + LA1

LHZ1 + LA1
W1RB2

,

де Z1, W1 – довiльнi кватернiоновi матрицi вiдповiдних розмiрiв.
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Оскiльки LA1
– проективна матриця, то за Лемою 4.7, LA1

H† = LA1
(A2LA1

)† =

H†, i тодi X = A†
1C1+H†C2B

†
2−H†A2A

†
1C1B2B

†
2+LA1

LHZ1+LA1
W1RB2

. По-

клавши матрицi Z1, W1 як нульовi, одержимо наступний частковий розв’язок

рiвняння (4.211),

X = A†
1C1 +H†C2B

†
2 −H†A2A

†
1C1B2B

†
2. (4.212)

У наступнiй теоремi розглянемо визначниковi зображення розв’язку (4.212).

Теорема 4.26. Нехай A1 =
(
a
(1)
ij

)
∈ Hm×n

r1
, A2 =

(
a
(2)
ij

)
∈ Hk×n

r2
, B2 =

(
b
(2)
ij

)
∈

Hr×p
r3

, C1 =
(
c
(1)
ij

)
∈ Hm×r, C2 =

(
c
(2)
ij

)
∈ Hk×p, rankH = r4. Тодi частковий

розв’язок (4.212), X = (xij) ∈ Hn×r, покомпонентно, xij = x
(1)
ij +x

(2)
ij −x(3)ij , має

наступнi визначниковi зображення

(i)

x
(1)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
ĉ
(1)
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ
, (4.213)

де ĉ
(1)
.j – j-й стовпець матрицi Ĉ1 := A∗

1C1.

(ii)

x
(2)
ij =

∑
α∈Ir3,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.(v

(1)
i. )
)α
α∑

β∈Jr4,n
|H∗H|ββ

∑
α∈Ir3,r

|B2B∗
2| αα

= (4.214)

=

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
v
(2)
.j

))β
β∑

β∈Jr4,n
|H∗H|ββ

∑
α∈Ir3,r

|B2B∗
2| αα

, (4.215)

де

v
(1)
i. =

 ∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti

(
(H∗H). i

(
ĉ
(2)
.t

))β
β

 ∈ H1×r, t = 1, . . . , r,

v
(2)
.j =

 ∑
α∈Ir3,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.

(
ĉ(2)q.

))α
α

 ∈ Hn×1, q = 1, . . . , n.

Тут ĉ
(2)
.t i ĉ(2)q. є t-м стовпцем i q-м рядком матрицi Ĉ2 := H∗C2B

∗
2.
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(iii)

x
(3)
ij =

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
ϕ̃.j

))β
β∑

β∈Jr4,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Jr1,n

|A∗
1A1|ββ

∑
α∈Ir3,r

|B2B∗
2|
α
α

, (4.216)

де ϕ̃.j – j-й стовпець матрицi Φ̃ := H∗A2Φ. Матриця Φ = (ϕqj) визнача-

ється наступним чином

ϕqj =
∑

β∈Jr1,n{i}

cdetq

(
(A∗

1A1). q

(
φB2

.j

))β
β
=

∑
α∈Ir3,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.
(
φA1

q .

))α
α
,

а

φB2

.j =

 ∑
α∈Ir3,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.

(
c̃
(1)
l.

))α
α

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n,

φA1
q. =

 ∑
β∈Jr1,n{q}

cdetq

(
(A∗

1A1).q

(
c̃
(1)
.t

))β
β

 ∈ H1×r, t = 1, . . . , r.

Тут c̃
(1)
q. i c̃(1).l є q-м рядком i l-м стовпцем матрицi C̃1 := A∗

1C1B2B
∗
2.

Доведення. Розглянемо кожен доданок розв’язку (4.212).

(i) Для першого доданку, X1 = (x
(1)
ij ) := A†

1C1, визначникове зображення

(4.213) очевидно випливає з Теореми 4.2.

(ii) Аналогiчно, для другого доданку, X2 = (x
(2)
ij ) := H†C2B

†
2, визначниковi

зображення (4.214) i (4.215) безпосередньо випливають з Теореми 4.11.

(iii) Розглянемо третiй доданок X3 =
(
x
(3)
ij

)
:= H†A2A

†
1C1PB2

. Отже,

x
(3)
ij =

r∑
t=1

m∑
l=1

n∑
q=1

k∑
z=1

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti ((H
∗H). i (h

∗
.z))

β
β∑

β∈Jr4,n
|H∗H|ββ

a(2)zq ×

∑
β∈Jr1,n{q}

cdetq

(
(A∗

1A1).q

(
a
(1),∗
.l

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ
c
(1)
lt

∑
α∈Ir3,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.(b̈t.)

)
α
α∑

α∈Ir3,r
|B2B∗

2|
α
α

,

(4.217)
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де h∗
.z – z-й стовпець матрицi H∗, a(1),∗.l – l-й стовпець матрицi A∗

1, i b̈t. є t-

м рядком матрицi B2B
∗
2. Позначимо C̃1 := A∗

1C1B2B
∗
2. Нехай ez. and e.z є

одиничними вектор-рядком та вектор-стовпцем. Очевидно, що

ϕqj =
r∑

t=1

m∑
l=1

∑
β∈Jr1,n{q}

cdetq

(
(A∗

1A1).q

(
a
(1),∗
.l

))β
β
c
(1)
lt

∑
α∈Ir3,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.(b̈t.)

)α
α
=

r∑
t=1

m∑
l=1

∑
β∈Jr1,n{q}

cdetq

(
(A∗

1A1).q (e.l)
)β
β
c̃
(1)
lt

∑
α∈Ir3,r{j}

rdetj ((B2B
∗
2)j.(et.))

α
α.

(4.218)

Покладемо

φB2

lj =
r∑

t=1

c̃
(1)
lt

∑
α∈Ir3,r{j}

rdetj ((B2B
∗
2)j.(et.))

α
α =

=
∑

α∈Ir3,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.

(
c̃
(1)
l.

))α
α

як l-у компоненту вектор-стовпця φB2

.j =
[
φB2

1j , . . . , φ
B2

mj

]
. Тодi з (4.277), слiдує

ϕqj =
m∑
l=1

∑
β∈Jr1,n{q}

cdetq

(
(A∗

1A1).q (e.l)
)β
β
φB2

lj =

=
∑

β∈Jr1,n{q}

cdetq

(
(A∗

1A1).q

(
φB2

.j

))β
β
. (4.219)

Тепер покладемо

φA1
qt =

m∑
l=1

∑
β∈Jr1,n{q}

cdetq

(
(A∗

1A1).q (e.l)
)β
β
c̃
(1)
lt =

=
m∑
l=1

∑
β∈Jr1,n{q}

cdetq

(
(A∗

1A1).q

(
c̃
(1)
.t

))β
β

як t-у компоненту вектор-рядка φA1
q. =

[
φA1
q1 , . . . , φ

A1
qr

]
. Тодi з (4.277), випливає

ϕqj =
r∑

t=1

φA1
qt

∑
α∈Ir3,r{j}

rdetj ((B2B
∗
2)j.(et.))

α
α =

∑
α∈Ir3,r{j}

rdetj
(
(B2B

∗
2)j.(φ

A1
q. )
)α
α
.

(4.220)
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Побудуємо матрицю Φ = (ϕqj), що визначається формулами (4.219) або (4.220)

i введемо матрицю Φ̃ := H∗A2Φ. Внiсши цi позначення у рiвняння (4.217),

одержимо (4.216).

2. Розглянемо систему XB1 = C1,

A2XB2 = C2,
(4.221)

яку можемо отримати з системи (4.189), поклавши A1 = In як одиничну.

Наступна лема дає умови сумiсностi системи (4.221) та загальний вираз його

розв’язку.

Лема 4.24. [253] Нехай B1 ∈ Hr×s, C1 ∈ Hn×s, A2 ∈ Hk×n, B2 ∈ Hr×p,

C2 ∈ Hk×p – заданi, а X ∈ Hn×r – невiдома. Покладемо N = RB1
B2. Наступнi

твердження є еквiвалентними.

(i) Система (4.221) – сумiсна.

(ii) RA2
C2 = 0, (C2 −A2C1B

†
1B2)LN = 0, C2LB2

= 0.

(iii) rank
[
A2 C2

]
= rank [A2], rank

C1

B1

 = rank[B1],

rank

C2 A2C1

B2 B1

 = rank
[
B2 B1

]
.

У цьому випадку загальний розв’язок системи (4.221) є

X = C1B
†
1 +A†

2(C2 −A2C1B
†
1B2)N

†RB1
+ LA2

W2RB1
+ Z2RNRB1

,

де Z2, W2 – довiльнi кватернiоновi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Оскiльки RB1
– проективна матриця, то за Лемою 4.7,

N†RB1
= (RB1

B2)
†RB1

= N†.

Тодi

X = C1B
†
1 +A†

2C2N
† −A†

2A2C1B
†
1B2N

† + LA2
W2RB1

+ Z2RNRB1
.
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Поклавши матрицi Z2 i W2 як нульовi, одержимо наступний частковий розв’я-

зок системи (4.221),

X = C1B
†
1 +A†

2C2N
† −QA2

C1B
†
1B2N

†. (4.222)

Теорема 4.27. Нехай B1 =
(
b
(1)
ij

)
∈ Hr×s

r1
, A2 =

(
a
(2)
ij

)
∈ Hk×n

r2
, B2 =

(
b
(2)
ij

)
∈

Hr×p
r3

, C1 =
(
c
(1)
ij

)
∈ Hn×s, C2 =

(
c
(2)
ij

)
∈ Hk×p i rankN = r4. Тодi частковий

розв’язок (4.222), X = (xij) ∈ Hn×r, покомпонентно, xij = x
(1)
ij +x

(2)
ij −x(3)ij , має

визначниковi зображення:

(i)

x
(1)
ij =

∑
α∈Ir1,r{j}

rdetj

(
(B1B

∗
1)j.

(
c̃
(1)
i.

))α
α∑

α∈Ir1,r
|B1B∗

1|
α
α

, (4.223)

де c̃
(1)
i. – i-й рядок матрицi C̃1 := C1B

∗
1.

(ii)

x
(2)
ij =

∑
α∈Ir4,r{j}

rdetj

(
(NN∗)j.(u

(1)
i. )
)α
α∑

β∈Jr2,n
|A∗

2A2|ββ
∑

α∈Ir4,r
|NN∗|αα

= (4.224)

=

∑
β∈Jr2,n{i}

cdeti

(
(A∗

2A2).i

(
u
(2)
.j

))β
β∑

β∈Jr2,n
|A∗

2A2|ββ
∑

α∈Ir4,r
|NN∗|αα

, (4.225)

де

u
(1)
i. =

 ∑
β∈Jr2,n{i}

cdeti

(
(A∗

2A2). i

(
c̃
(2)
.t

))β
β

 ∈ H1×r, t = 1, . . . , r,

u
(2)
.j =

 ∑
α∈Ir4,r{j}

rdetj

(
(NN∗)j.

(
c̃(2)q.

))α
α

 ∈ Hn×1, q = 1, . . . , n.

Тут c̃
(2)
.t i c̃

(2)
q. є t-м стовпцем i q-м рядком матрицi A∗

2C2N
∗ =: C̃2 =

(c̃
(2)
ij ) ∈ Hn×r, вiдповiдно.
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(iii)

x
(3)
ij =

∑
α∈Ir4,r{j}

rdetj

(
(NN∗)j.

(
ψ̃i.

))α
α∑

β∈Jr2,n
|A∗

2A2|ββ
∑

β∈Jr1,s
|B∗

1B1|ββ
∑

α∈Ir4,r
|NN∗|αα

, (4.226)

де ψ̃i. – i-й рядок матрицi Ψ̃ := ΨB2N
∗. Матриця Ψ = (ψit) задається як

ψit =
∑

β∈Jr2,n{i}

cdeti

(
(A∗

2A2).i

(
φB1

.t

))β
β
=

∑
α∈Ir1,r{t}

rdett

(
(B1B

∗
1)t.

(
φA2

i.

))α
α
,

де

φB1
.t =

 ∑
α∈Ir1,r{t}

rdett

(
(B1B

∗
1)t.

(
ĉ(1)g.

))α
α

 ∈ Hn×1, g = 1, . . . , n,

φA2

i. =

 ∑
β∈Jr2,n{i}

cdeti

(
(A∗

2A2).i

(
ĉ(1).z

))β
β

 ∈ H1×s, z = 1, . . . , s.

Тут ĉ
(1)
g. i ĉ(1).z є g-м рядком та z-м стовпцем матрицi Ĉ1 := A∗

2A2C1B
∗
1.

Доведення. Розглянемо кожен доданок розв’язку (4.222).

(i) Для першого доданку, X1 = (x
(1)
ij ) := C1B

†
1, визначникове зображення

(4.223) очевидно випливає з Теореми 4.2.

(ii) Для другого доданку (4.212), X2 = (x
(2)
ij ) := H†C2B

†
2, визначниковi зо-

браження (4.224) i (4.225) безпосередньо випливають з Теореми 4.11.

(iii) Розглянемо третiй доданок X3 =
(
x
(3)
ij

)
:= QA2

C1B
†
1B2N

†. Використо-

вуючи визначниковi зображення (2.8) та (2.7) для матриць Мура-Пенроуза B†
1

та N†, вiдповiдно, та проективної матрицi (2.14) для QA2
, одержимо

x
(3)
ij =

n∑
g=1

s∑
z=1

r∑
t=1

p∑
f=1

∑
β∈Jr2,n{i}

cdeti ((A
∗
2A2).i (ȧ.g))

β
β∑

β∈Jr2,n
|A∗

2A2|ββ
c(1)gz

×

∑
α∈Ir1,r{t}

rdett

(
(B1B

∗
1)t.

(
b
(1),∗
z.

))α
α∑

α∈Ir1,r
|B1B∗

1|
α
α

b
(2)
tf

∑
α∈Ir4,r{j}

rdetj

(
(NN∗)j.

(
n∗
f.

))α
α∑

α∈Ir4,r
|NN∗|αα

,

(4.227)
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де ȧ.g – g-й стовпець матрицi A∗
2A2, b

(1),∗
z. – z-й рядок матрицi B∗

1 та n∗
f. – f -й

рядок матрицi N∗. Позначимо Ĉ1 := A∗
2A2C1B

∗
1. Очевидно, що

ψit =
n∑

g=1

s∑
z=1

∑
β∈Jr2,n{i}

cdeti ((A
∗
2A2).i (ȧ.g))

β
β c

(1)
gz

∑
α∈Ir1,r{t}

rdett

(
(B1B

∗
1)t.

(
b(1),∗
z.

))α
α
=

n∑
g=1

s∑
z=1

∑
β∈Jr2,n{i}

cdeti ((A
∗
2A2).i (e.g))

β
β ĉ

(1)
gz

∑
α∈Ir1,r{t}

rdett ((B1B
∗
1)t. (ez.))

α
α, (4.228)

де e.g та ez. є одиничними g-м вектор-стовпцем та z-м вектор-рядком. Покла-

демо

φB1
gt =

s∑
z=1

ĉ(1)gz

∑
α∈Ir1,r{t}

rdett ((B1B
∗
1)t. (ez.))

α
α =

∑
α∈Ir1,r{t}

rdett

(
(B1B

∗
1)t.

(
ĉ(1)g.

))α
α

як g-у компоненту вектор-стовпця φB1
.t =

[
φB1
1t , . . . , φ

B1
nt

]
. Тодi з (4.228) випливає

ψit =
n∑

g=1

∑
β∈Jr2,n{i}

cdeti ((A
∗
2A2).i (ȧ.g))

β
β φ

B1
gt =

∑
β∈Jr2,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
φB1

.t

))β
β
.

(4.229)

Нехай тепер

φA2

iz =
n∑

g=1

∑
β∈Jr2,n{i}

cdeti ((A
∗
2A2).i (e.g))

β
β ĉ

(1)
gz =

∑
β∈Jr2,n{i}

cdeti

(
(A∗

2A2).i

(
ĉ(1).z

))β
β

є z-ю компонентою вектор-рядка φA2

i. =
[
φA2

i1 , . . . , φ
A2

is

]
. Тодi з (4.228), випливає

ψit =
s∑

z=1

φA2

iz

∑
α∈Ir1,r{t}

rdett ((B1B
∗
1)t. (ez.))

α
α =

∑
α∈Ir1,r{t}

rdett

(
(B1B

∗
1)t.

(
φA2

i.

))α
α
.

(4.230)

Побудуємо матрицю Ψ = (ϕqj), що визначається умовами (4.229) або (4.230) i

введемо матрицю Ψ̃ := ΨB2N
∗. Пiдставивши цi значення у рiвняння (4.227),

одержимо (4.226).
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3. Тепер, нехай обидва рiвняння системи (4.189) є одностороннiми. Тобто,

нехай в системi (4.189) матрицi B1 i A2 є одиничними. Тодi, маємо системуA1X = C1,

XB2 = C2.
(4.231)

Лема 4.25. [256] Нехай A1 ∈ Hm×n, B2 ∈ Hr×p, C1 ∈ Hm×r, C2 ∈ Hn×p

– вiдомi матрицi, а матриця X ∈ Hn×r –невiдома. Тодi система (4.231) є

сумiсною тодi i тiльки тодi, коли RA1
C1 = 0, C2LB2

= 0, A1C2 = C1B2. При

цих умовах, загальний розв’язок системи (4.231) може бути виражений як

X = A†
1C1 + LA1

C2B
†
2 + LA1

URB2
, (4.232)

де U – довiльна матриця вiдповiдних розмiрiв.

За умов сумiсностi, розв’язок (4.232) може також бути виражений як

X =C2B
†
2 +A†

1

(
C1 −A1C2B

†
2

)
+ LA1

URB2
=

=C2B
†
2 +A†

1

(
C1 −C1B2B

†
2

)
+ LA1

URB2
=

=C2B
†
2 +A†

1C1RB2
+ LA1

URB2
. (4.233)

З умов 4.232 i 4.233 слiдує, що частковий розв’язок системи (4.231) може бути

заданий умовами

X =A†
1C1 + LA1

C2B
†
2 = A†

1C1 +C2B
†
2 −QA1

C2B
†
2, (4.234)

X =C2B
†
2 +A†

1C1RB2
= C2B

†
2 +A†

1C1 −A†
1C1PB2

. (4.235)

Виходячи з формули (4.234), маємо наступну теорему.

Теорема 4.28. Нехай A1 =
(
a
(1)
ij

)
∈ Hm×n

r1
, B2 =

(
b
(2)
ij

)
∈ Hr×p

r2
, C1 =

(
c
(1)
ij

)
∈

Hm×r, C2 =
(
c
(2)
ij

)
∈ Hn×r. Позначимо A∗

1C1 =: Ĉ1 = (ĉ
(1)
ij ) ∈ Hn×r та C2B

∗
2 =:

Ĉ2 = (ĉ
(2)
ij ) ∈ Hn×r. Частковий розв’язок (4.234), X0 = (x0ij) ∈ Hn×s, має



320

визначникове зображення,

xij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1). i

(
ĉ
(1)
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ
+

+

∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.

(
ĉ
(2)
i.

))
α
α∑

α∈Ir2,r
|B2B∗

2|
α
α

− x
(3)
ij , (4.236)

де

x
(3)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
dB2

.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ
∑

α∈Ir2,r
|B2B∗

2|
α
α

= (4.237)

=

∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.

(
dA1

i.

))α
α∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ
∑

α∈Ir2,r
|B2B∗

2|
α
α

. (4.238)

Тут

dB2

.j =

 ∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.

(
c̃(2)q.

))α
α

 ∈ Hn×1, q = 1, . . . , n,

dA1

i. =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
c̃
(2)
.l

))β
β

 ∈ H1×r, l = 1, . . . , r,

та c̃
(2)
q. i c̃

(2)
.l є q-м рядком i l-м стовпцем матрицi C̃2 = A∗

1A1C2B
∗
2, крiм

того, ĉ(1).j – j-й стовпець матрицi Ĉ1 та ĉ
(2)
i. – i-й рядок матрицi Ĉ2.

Доведення. Доведення, очевидно, випливає з того, що до першого доданку,

X1 = A†
1C1, застосуємо Теорему 4.2, до другого, X2 = C2B

†
2, – Теорему 4.4,

а до третього, X3 = QA1
C2B

†
2, – Теорему 4.11.

Зауваження 4.5. Для виразу (4.235) одержимо те ж визначникове зобра-

ження (4.236) з тою рiзницею, що
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dB2

.j =

 ∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(B2B

∗
2)j.

(
c̃(1)q.

))α
α

 ∈ Hn×1, q = 1, . . . , n,

dA1

i. =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
c̃
(1)
.l

))β
β

 ∈ H1×r, l = 1, . . . , r.

Тут c̃
(2)
q. i c̃(1). l є q-м рядком i l-м стовпцем матрицi C̃1 = A∗

1C1B2B
∗
2.

4. Нехай у системi (4.189) обидвi матрицi B1 i B2 є одиничними. Тодi маємоA1X = C1,

A2X = C2.
(4.239)

Лема 4.26. [253] Нехай A1 ∈ Hm×n, C1 ∈ Hm×r, A2 ∈ Hk×n, C2 ∈ Hk×r –

вiдомi матрицi, а X ∈ Hn×r – невiдома. Позначимо H := A2LA1
, T := RHA2.

Тодi система (4.239) є сумiсною тодi i тiльки тодi, коли AiA
†
iCi = Ci, для

всiх i = 1, 2 та T(A†
2C2 − A†

1C1) = 0. За цих умов, загальний розв’язок

рiвняння (4.239) виражається як

X = A†
1C1 + LA1

H†A2(A
†
2C2 −A†

1C1) + LA1
LHY, (4.240)

де Y – довiльна матриця вiдповiдних розмiрiв.

За Лемою 4.7 та за умовами сумiсностi, можна отримати деяке спрощення

виразу (4.240), а саме X = A†
1C1 +H†C2 −H†A2A

†
1C1 + LA1

LHY. Вiдповiдно,

будемо розглядати наступний частковий розв’язок системи (4.239),

X = A†
1C1 +H†C2 −H†A2A

†
1C1. (4.241)

Теорема 4.29. Нехай A1 =
(
a
(1)
ij

)
∈ Hm×n

r1
, A2 =

(
a
(2)
ij

)
∈ Hk×n

r2
, C1 =

(
c
(1)
ij

)
∈

Hm×r, C2 =
(
c
(2)
ij

)
∈ Hk×r i rankH = r3. Позначимо A∗

1C1 =: Ĉ1 = (ĉ
(1)
ij ) ∈

Hn×r, H∗C2 =: Ĉ2 = (ĉ
(2)
ij ) ∈ Hn×r, i H∗A2 =: Â2 = (â

(2)
ij ) ∈ Hn×n. Тодi

X = (xij) ∈ Hn×r має визначникове зображення,
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xij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
ĉ
(1)
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ
+

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
ĉ
(2)
.j

))β
β∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

−

−

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
ϕ̂.j

))β
β∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Jr1,n

|A∗
1A1|ββ

, (4.242)

де ĉ
(1)
.j , ĉ

(2)
.j та ϕ̂.j – j-i стовпцi матриць Ĉ1, Ĉ2, Φ̂ = H∗A2Φ, вiдповiдно.

Матриця Φ = (ϕlj) визначається з умови

ϕlj =
∑

β∈Jr1,n{l}

cdetl

(
(A∗

1A1).l

(
ĉ
(1)
.j

))β
β
.

Доведення. Очевидно, що до першого i другого доданку застосовуємо Теорему

4.2. Для визначникового зображення третього доданку, X3 = H†A2A
†
1C1, ви-

користаємо визначникове зображення (2.7) для матриць Мура-Пенроуза H† та

A†
1, тодi одержимо

x
(3)
ij =

n∑
l=1

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
â
(2)
.l

))β
β∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

·

∑
β∈Jr1,n{l}

cdetl

(
(A∗

1A1).l

(
ĉ
(1)
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ
,

де ĉ
(1)
.j – j-й стовпець матрицi Ĉ1 = A∗

1C1 i â(2). l – l-й стовпець матрицi Â2 =

H∗A2. Нехай

ϕlj =
∑

β∈Jr1,n{l}

cdetl

(
(A∗

1A1).l

(
ĉ
(1)
.j

))β
β

та побудуємо матрицю Φ = (ϕlj). З того, що
∑

l â
(2)
. l ϕlj = ϕ̂.j, де ϕ̂.j – j-й

стовпець матрицi Φ̂ = H∗A2Φ, випливає (4.242).

4.3.3. Правило Крамера для системи двостороннiх матричних рiв-

нянь з ∗-ермiтовiстю. Розглянемо систему матричних рiвнянь,A1XA∗
1 = C1,

A2XA∗
2 = C2.

(4.243)
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Оскiльки

QA∗
i
= (A∗

i )
†A∗

i =
(
AiA

†
i

)∗
= PAi

,

то PA∗
i
= QAi

, LA∗
i
= I − QA∗

i
= I − PAi

= RAi
, i RA∗

i
= LAi

для i = 1, 2.

Поклавши Bi = A∗
i у системi (4.189), одержимо N = RA∗

1
A∗

2 = (A2LA1
)∗ = H∗

та F = A∗
2LH∗ = (RHA2)

∗ = T∗. Звiдси, маємо наступний аналог Леми 4.22.

Лема 4.27. Нехай матрицi A1 ∈ Hm×n, A2 ∈ Hk×n, C1 ∈ Hm×m, C2 ∈ Hk×k є

заданими та X ∈ Hn×n – невiдома. Система (4.243) є сумiсною тодi i тiльки

тодi, коли PAi
CiPAi

= Ci, i = 1, 2; T
[
A†

2C2A
†,∗
2 −A†

1C1A
†,∗
1

]
T∗ = 0. У

цьому випадку загальний розв’язок системи (4.243) виражається як

X =A†
1C1 (A

∗
1)

† +H†C2(A
∗
2)

† +H† (A2T
† − I

)
A2A

†
1C1(A

∗
1)

†QA2
−

−H†A2T
†C2(A

∗
2)

† +T†C2(H
∗)† −T†A2A

†
1C1(A

∗
1)

†A∗
2(H

∗)†+

+LA1

(
Z−H†HZA∗

2(A
∗
2)

†)−H†A2LTWH∗(A∗
2)

†+

+
(
W −T†TWH∗(H∗)†

)
LA1

.

де Z i W – довiльнi кватернiоновi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Поклавши Z, W – нульовими, маємо частковий розв’язок системи (4.243),

X =A†
1C1 (A

∗
1)

† +H†C2(A
∗
2)

† +T†C2(H
∗)† +H†A2T

†A2A
†
1C1(A

∗
1)

†QA2
−

−H†A2A
†
1C1(A

∗
1)

†QA2
−H†A2T

†C2(A
∗
2)

† −T†A2A
†
1C1(A

∗
1)

†A∗
2(H

∗)†.

(4.244)

Далi, дамо визначниковi зображення розв’язку (4.244).

Нехай A1 ∈ Hm×n
r1

, A2 ∈ Hk×n
r2

, C1 =
(
c
(1)
ij

)
∈ Hm×m, C2 =

(
c
(2)
ij

)
∈ Hk×k,

rankH = r3 i rankT = r4.

Розглянемо окремо кожен доданок розв’язку (4.244).

(i) Позначимо C11 := A∗
1C1A1. Для першого доданку X1 = A†

1C1 (A
∗
1)

† =

(x
(1)
ij ), маємо

x
(1)
ij =

m∑
l=1

m∑
t=1

a
(1),†
il c

(1)
lt a

(1),∗,†
tj .
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Використавши визначниковi зображення (2.7) i (2.12) для матриць A†
1 i (A∗

1)
†,

вiдповiдно, одержимо

x
(1)
ij =

m∑
l=1

m∑
t=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1). i

(
a
(1),∗
.l

))β
β
c
(1)
lt

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗

1A1)j.(a
(1)
t. )
)

α
α∑

α∈Ir1,n
|A∗

1A1|αα
∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ
.

Нехай el. i e.l є одиничними вектор-рядком i вектор-стовпцем. Оскiльки,
m∑
l=1

m∑
t=1

a
(1),∗
fl c

(1)
lt a

(1)
ts = c

(11)
fs , тодi

x
(1)
ij =

n∑
f=1

n∑
s=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗
1A1). i (e.f))

β
β c

(11)
fs

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗
1A1)j.(es.))

α
α∑

α∈Ir1,n
|A∗

1A1|αα
∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ

Якщо знайдемо

v
(1)
is :=

n∑
f=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗
1A1).i (e.f))

β
βc

(11)
fs =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
c(11).s

))β
β

як s-у компоненту вектор-рядка v
(1)
i. =

[
v
(1)
i1 , . . . , v

(1)
in

]
, тодi

m∑
s=1

v
(1)
is

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗
1A1)j.(es.))

α
α =

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗

1A1)j.(v
(1)
i. )
)α
α
.

Очевидно, що
∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ =
∑

α∈Ir1,n
|A∗

1A1|αα, тодi для першого доданку розв’яз-

ку (4.244) отримаємо визначникове зображення

x
(1)
ij =

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗

1A1)j.

(
v
(1)
i.

))α
α( ∑

α∈Ir1,n
|A∗

1A1|αα

)2 , (4.245)

де

v
(1)
i. =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
c(11).s

))β
β

 ∈ H1×n, s = 1, . . . , n. (4.246)

Якщо ж введемо

v
(2)
fj :=

n∑
s=1

c
(11)
fs

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗
1A1)j.(es.))

α
α =

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗

1A1)j.(c
(11)
f. )

)α
α



325

як f -у компоненту вектор-стовпця v
(2)
.j =

[
v
(2)
1j , . . . , v

(2)
nj

]
, тодi

n∑
f=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗
1A1). i (e.f))

β
β v

(2)
fj =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1). i

(
v
(2)
.j

))β
β
.

Iншим визначниковим зображенням першого доданку розв’язку (4.244) є

x
(1)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
v
(2)
.j

))β
β( ∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ

)2 , (4.247)

де

v
(2)
.j =

 ∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗

1A1)j.(c
(11)
f. )

)α
α

 ∈ Hn×1, f = 1, . . . , n.

(ii) Аналогiчно до попереднього пункту (або, використавши Теорему 4.11),

для другого доданку X2 = H†C2(A
∗
2)

† =
(
x
(2)
ij

)
, одержимо

x
(2)
ij =

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
dA2

.j

))β
β∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
α∈Ir2,n

|A∗
2A2|αα

= (4.248)

=

∑
α∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.
(
dH
i.

))α
α∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
α∈Ir2,n

|A∗
2A2|αα

, (4.249)

де

dA2

.j =

 ∑
α∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.

(
c(21)q.

))α
α

 ∈ Hn×1, q = 1, . . . , n,

dH
i. =

 ∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
c
(21)
.l

))β
β

 ∈ H1×n, l = 1, . . . , n.

Тут c(21)q. i c(21). l є q-м вектор-рядком i l-м вектор-стовпцем матрицi C21 = H∗C2A2.
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(iii) Для третього доданку X3 = T†C2(H
∗)†, використавши (2.7) для ви-

значникового зображення T† i (2.12) для визначникового зображення (H∗)†,

аналогiчно до пункту (i), одержимо

x
(3)
ij =

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti
(
(T∗T).i

(
dH
.j

))β
β∑

β∈Jr4,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir3,n

|H∗H|αα
(4.250)

=

∑
α∈Ir3,r{j}

rdetj

(
(H∗H)j.

(
dT
i.

))α
α∑

β∈Jr4,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir3,n

|H∗H|αα
, (4.251)

де

dH
.j =

 ∑
α∈Ir3,n{f}

rdetj

(
(H∗H)j.

(
c(22)q.

))α
α

 ∈ Hn×1, q = 1, . . . , n,

dT
i. =

 ∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti

(
(T∗T).i

(
c
(22)
.l

))β
β

 ∈ H1×n, l = 1, . . . , n.

Тут c
(22)
q. –q-й рядок i c(22).l – l-й стовпець матрицi C22 = T∗C2H.

(iv) Використовуючи (2.7) для визначникових зображень матриць Мура-
Пенроуза H† та T† для четвертого члена X4 = H†A2T

†A2A
†
1C1(A

∗
1)

†QA2
, маємо

x
(4)
ij =

n∑
q=1

n∑
z=1

n∑
f=1

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
a
(2,H)
.q

))β
β

∑
β∈Jr4,n{q}

cdetq

(
(T∗T).q

(
a
(2,T )
.z

))β
β
x
(1)
zf qA2

fj∑
β∈Jr3,n

|H∗H|ββ
∑

β∈Jr4,n
|T∗T|ββ

,

де a
(2,H)
.q є q-м стовпцем матрицi H∗A2, а a

(2,T )
.z є z-м стовпцем матрицi T∗A2,

вiдповiдно; x(1)zf є (zf)-м елементом першого доданку X1, який знайдений у

пунктi (i); qfj – (fj)-й елемент матрицi QA2
з визначниковим зображенням

qA2

fj =

∑
β∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.

(
ȧ
(2)
f.

))α
α∑

β∈Ir2,n
|A∗

2A2|αα
,

де ȧ
(2)
f. – f -й рядок матрицi A∗

2A2. Нехай X̃1 = X1A
∗
2A2. З того, що∑

f

x
(1)
zf ȧ

(2)
f. = x̃(1)

z. ,



327

випливає

ϕzj =
∑
f

x
(1)
zf

∑
β∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.

(
ȧ
(2)
f.

))α
α
=

=
∑

β∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.

(
x̃(1)
z.

))α
α
.

Побудуємо матрицю Φ = (ϕzj) i знайдемо Φ̃ = T∗A2Φ. Тодi введемо

ψqj =
∑
z

∑
β∈Jr4,n{q}

cdetq

(
(T∗T).q

(
a(2,T ).z

))β
β
ϕzj =

=
∑

β∈Jr4,n{q}

cdetq

(
(T∗T).q

(
ϕ̃.j

))β
β

i знайдемо матрицi Ψ = (ψqj) та Ψ̃ = H∗A2Ψ. З того, що
∑

q a
(2,H)
.q ψqj = ψ̃.j,

кiнцево отримаємо

x
(4)
ij =

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
ψ̃.j

))β
β∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Jr4,n

|T∗T|ββ
∑

β∈Ir2,n
|A∗

2A2|αα
, (4.252)

(v) Для п’ятого доданку, X5 = H†A2A
†
1C1(A

∗
1)

†QA2
, аналогiчно до попере-

днього випадку, маємо

x
(5)
ij =

n∑
q=1

n∑
f=1

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
a

(2,H)
.q

))β
β
x
(1)
qf q

A2

fj∑
β∈Jr3,n

|H∗H|ββ
.

Нехай X̃1 = X1A
∗
2A2. З того, що

∑
f x

(1)
qf ȧ

(2)
f. = x̃

(1)
q. , слiдує

ϕqj =
∑
f

x
(1)
qf

∑
β∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.

(
ȧ
(2)
f.

))α
α
=

∑
β∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.
(
x̃(1)
q.

))α
α
.

Знайдемо матрицi Φ = (ϕqj) i Φ̃ := H∗A2Φ. Оскiльки
∑

q a
(2,H)
.q ϕqj = ϕ̃.j, то

звiдси маємо

x
(5)
ij =

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
ϕ̃.j

))
β
β∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Ir2,n

|A∗
2A2|αα

. (4.253)
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(vi) Розглянемо шостий доданок X6 = H†A2T
†C2(A

∗
2)

†. Звiвши визначнико-

ве зображення множника T†C2(A
∗
2)

† за Теоремою 4.11, а множника H†A2 за

Теоремою 4.2, одержимо,

x
(6)
ij =

n∑
q=1

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
a
(2,H)
.q

))β
β
ωqj∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Jr4,n

|T∗T|ββ
∑

β∈Jr2,n
|A∗

2A2|ββ
,

де

ωqj =
∑

β∈Jr4,n{q}

cdetq

(
(T∗T). q

(
φA2

.j

))β
β
=

∑
α∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.
(
φT

q .

))α
α
,

та

φA2

.j =

 ∑
α∈Ir2,n{f}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.

(
c(23)q.

))α
α

 ∈ H1×n, q = 1, . . . , n,

φT
q. =

 ∑
β∈Jr4,n{q}

cdetq

(
(T∗T).q

(
c
(23)
.l

))β
β

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n,

Тут c
(23)
q. i c(23).l є q-м рядком i l-м стовпцем матрицi C23 = T∗C2A2.

Побудуємо матрицi Ω = (ωqj) та Ω̃ = H∗A2Ω. З того, що
∑

q a
(2,H)
.q ωqj = ω̃.j,

випливає

x
(6)
ij =

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti ((H
∗H).i (ω̃.j))

β
β∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Jr4,n

|T∗T|ββ
∑

β∈Jr2,n
|A∗

2A2|ββ
. (4.254)

(vii) Розглянемо сьомий доданок X7 = T†A2A
†
1C1(A

∗
1)

†A∗
2(H

∗)†. Застосував-

ши визначниковi зображення (2.7) для матрицi Мура-Пенроуза T† та (2.12) для

матрицi (H∗)†, одержимо

x
(7)
ij =

n∑
q=1

n∑
f=1

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti

(
(T∗T).i

(
a
(2,T )
.q

))β
β
x
(1)
qf

∑
α∈Ir3,n{j}

rdetj

(
(H∗H)j.

(
a
(2,H,∗)
f.

))α
α∑

β∈Jr4,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir3,r

|H∗H|αα
,

де a
(2,T )
.q , a(2,H,∗)

f. – q-й стовпець матрицi T∗A2 i f -й рядок матрицi A∗
2H, вiд-

повiдно. Нехай X̃1 = T∗A2X1A
∗
2H, та e.q i ef. – одиничнi вектор-стовпець i
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вектор-рядок, вiдповiдно. Тодi

x
(7)
ij =

n∑
q=1

n∑
f=1

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti ((T
∗T).i (e.q))

β
β x̃

(1)
qf

∑
α∈Ir3,n{j}

rdetj

(
(H∗H)j. (ef.)

)α
α∑

β∈Jr4,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir3,r

|H∗H|αα
,

Якщо знайдемо

w
(1)
if :=

n∑
q=1

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti ((T
∗T).i (e.q))

β
β x̃

(1)
qf =

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti

(
(T∗T).i

(
x̃
(1)
.f

))β
β

як f -у компоненту вектор-рядка w
(1)
i. =

[
w

(1)
i1 , . . . , w

(1)
in

]
, тодi

m∑
f=1

w
(1)
if

∑
α∈Ir3,n{j}

rdetj

(
(H∗H)j. (ef.)

)α
α
=

∑
α∈Ir3,n{j}

rdetj

(
(H∗H)j.

(
w

(1)
i.

))α
α
.

Звiдси, для сьомого доданку розв’язку (4.244), одержимо

x
(7)
ij =

∑
α∈Ir3,n{j}

rdetj

(
(H∗H)j.

(
w

(1)
i.

))α
α∑

β∈Jr4,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir3,r

|H∗H|αα
, (4.255)

де

w
(1)
i. =

 ∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti

(
(T∗T).i

(
x̃
(1)
.f

))β
β

 ∈ H1×n, f = 1, . . . , n.

Якщо ж спочатку введемо

w
(2)
qj :=

n∑
f=1

x̃
(1)
qf

∑
α∈Ir3,n{j}

rdetj

(
(H∗H)j. (ef.)

)α
α
=

∑
α∈Ir3,n{j}

rdetj

(
(H∗H)j.

(
x̃(1)q.

))α
α

як q-у компоненту вектор-стовпця w
(2)
.j =

[
w

(2)
1j , . . . , w

(2)
nj

]
, тодi

n∑
q=1

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti ((T
∗T).i (e.q))

β
βw

(2)
qj =

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti

(
(T∗T). i

(
w

(2)
.j

))β
β
.

Отже, iншим визначниковим зображенням сьомого доданку розв’язку (4.244) є

x
(7)
ij =

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti

(
(T∗T).i

(
w

(2)
.j

))β
β∑

β∈Jr4,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir3,r

|H∗H|αα
, (4.256)
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де

w
(2)
.j =

 ∑
α∈Ir3,n{j}

rdetj

(
(H∗H)j.

(
x̃(1)q.

))α
α

 ∈ Hn×1, q = 1, . . . , n.

Таким чином, ми довели теорему.

Теорема 4.30. Нехай A1 ∈ Hm×n
r1

, A2 ∈ Hk×n
r2

, i rankH = r3, rankT = r4.

Розв’язок (4.244) системи (4.243) покомпонентно може бути виражений як

xij =
4∑

δ=1

x
(δ)
ij −

7∑
δ=5

x
(δ)
ij ,

де доданок x(1)ij має визначниковi зображення (4.245) i (4.247), x(2)ij – (4.248) i

(4.249), x(3)ij – (4.250) i (4.251), x(4)ij – (4.252), x(5)ij – (4.253), x(6)ij – (4.254), та

x
(7)
ij – (4.255) – (4.256).

За Лемою 4.18 для iснування ермiтових (косо-ермiтових) розв’язкiв системи

(4.189) необхiдно виконання умов C1 = C∗
1 i C2 = C∗

2, (C1 = −C∗
1 i C2 = −C∗

2),

тодi її ермiтовий (косо-ермiтовий) розв’язок може бути виражений як Y =

1
2 (X+X∗), (Y = 1

2 (X−X∗)), де X – довiльний розв’язок системи (4.211), а

X∗ =
(
x∗ij
)
= (xji) = A†

1C1 (A
∗
1)

† +A†
2C2(H

∗)† +H†C2(T
∗)†+

+QA2
(A∗

1)
†C1A

†
1A2(T

∗)†A∗
2(H

∗)† −QA2
(A∗

1)
†C1A

†
1A

∗
2(H

∗)†−

−A†
2C2(T

∗)†A∗
2(H

∗)† −H†A2A
†
1C1(A

∗
1)

†A∗
2(T

∗)†.

Тодi, визначникове зображення часткового ермiтового (косо-ермiтового) розв’яз-

ку Y = (yij) може бути отримане як yij = 1
2 (xij + xji), (yij = 1

2 (xij + xji)) для

всiх i, j = 1, . . . , n, де xij визначаються Теоремою 4.30.

4.3.4. Правила Крамера для системи двостороннiх матричних рiв-

нянь з η-ермiтовiстю. Розглянемо системуA1XAη∗
1 = C1,

A2XAη∗
2 = C2.

(4.257)
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У цьому пунктi ми побудуємо визначниковi зображення (аналоги правила Кра-

мера) загальних та η-(косо-)ермiтових розв’язкiв системи (4.257). Отриманi пра-

вила Крамера є прямим методом для знаходження η-(косо-)ермiтових розв’язкiв

кватернiонових матричних рiвнянь. Iншi знайденi точнi представлення розв’яз-

кiв мають в основному тiльки теоретичне значення (див., напр. [69–71,155,279]).

Маємо

QAη∗
i
= (Aη∗

i )
†
Aη∗

i =
(
AiA

†
i

)η∗
= Pη

Ai
,

аналогiчно, PAη∗
i

= Qη
Ai

, LAη∗
i

= Rη
Ai

та RAη∗
i

= Lη
Ai

для довiльного i = 1, 2.

Пiдставивши Bi = Aη∗
i у системi (4.189), одержимо

N =RAη∗
1
Aη∗

2 = (A2LA1
)η∗ = Hη∗, F = Aη∗

2 LHη∗ = (RHA2)
η∗ = Tη∗.

Звiдси випливає наступний аналог Леми 4.22.

Лема 4.28. Нехай A1 ∈ Hm×n, A2 ∈ Hk×n, C1 ∈ Hm×m, C2 ∈ Hk×k є вiдоми-

ми матрицями системи (4.257), а X ∈ Hn×n – невiдома. Система (4.257) є

сумiсною тодi i тiльки тодi, коли

PAi
CiP

η
Ai

= Ci, i = 1, 2; (4.258)

T
[
A†

2C2(A
η∗
2 )† −A†

1C1(A
η∗
1 )†
]
Tη∗ = 0. (4.259)

У цьому випадку загальний розв’язок системи (4.257) може бути виражає-

ться як

X =A†
1C1 (A

η∗
1 )

†
+H†C2(A

η∗
2 )† +H† (A2T

† − I
)
A2A

†
1C1(A

η∗
1 )†QA2

−

−H†A2T
†C2(A

η∗
2 )† +T†C2(H

η∗)† −T†A2A
†
1C1(A

η∗
1 )†Aη∗

2 (Hη∗)†+

+LA1

(
Z−H†HZAη∗

2 (Aη∗
2 )†
)
−H†A2LTWHη∗(Aη∗

2 )†+

+
(
W −T†TWHη∗(Hη∗)†

)
LA1

.

де Z i W – довiльнi кватернiоновi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Поклавши Z, W нульовими, одержимо частковий розв’язок системи (4.257)

X =A†
1C1 (A

η∗
1 )

†
+H†C2(A

η∗
2 )† +T†C2(H

η∗)†+

+H†A2T
†A2A

†
1C1(A

η∗
1 )†QA2

−H†A2A
†
1C1(A

η∗
1 )†QA2

−

−H†A2T
†C2(A

η∗
2 )† −T†A2A

†
1C1(A

η∗
1 )†Aη∗

2 (Hη∗)†. (4.260)
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Далi, побудуємо покомпонентне визначникове зображення розв’язку (4.260).

Припустимо, що A1 ∈ Hm×n
r1

, A2 ∈ Hk×n
r2

i rankH = r3, and rankT = r4.

Розглянемо кожен доданок розв’язку (4.260), окремо.

(i) Позначимо C11 := A∗
1C1A

η
1. Для доданку, X1 = A†

1C1 (A
η∗
1 )

†
= (x

(1)
ij ),

маємо

x
(1)
ij =

m∑
l=1

m∑
t=1

a
(1),†
il c

(1)
lt a

(1),η∗,†
tj .

Беручи визначниковi зображення (2.7) i (2.27) для матриць Мура-Пенроуза A†
1

i (Aη∗
1 )

†, вiдповiдно, одержимо

x
(1)
ij =

m∑
l=1

m∑
t=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1). i

(
a
(1),∗
.l

))β
β
c
(1)
lt

(
−η

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗

1A1)j.(a
(1)
t. )
)α
α
η

)
∑

α∈Ir1,n
|A∗

1A1|αα
∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ
.

Нехай e.f i es. є одиничними вектор-стовпцем та вектор-рядком. Оскiльки,
m∑
l=1

m∑
t=1

a
(1),∗
fl c

(1)
lt a

(1),η
ts = c

(11)
fs , тодi

x
(1)
ij =

n∑
f=1

n∑
s=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗

1A1). i (e.f )
)β
β
c
(11)
fs

(
−η

∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗
1A1)j.(es.))

α
αη

)
∑

α∈Ir1,n
|A∗

1A1|αα
∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ
. (4.261)

Поклавши

v
(1)
is :=

n∑
f=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗
1A1).i (e.f))

β
βc

(11)
fs =

=
∑

β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
c(11).s

))β
β

(4.262)

як s-ту компоненту вектор-рядка v
(1)
i. =

[
v
(1)
i1 , . . . , v

(1)
in

]
, маємо

m∑
s=1

v
(1)
is

−η
∑

α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗
1A1)j.(es.))

α
αη

 = −η
∑

α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗

1A1)j.(v
(1),η
i. )

)α
α
η. (4.263)

Очевидно, що
∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ =
∑

α∈Ir1,n
|A∗

1A1|αα. Пiдставивши (4.262) i (4.263) у

формулу (4.261), одержимо

x
(1)
ij =

−η
∑

α∈Ir1,n{j}
rdetj

(
(A∗

1A1)j.

(
v
(1),η
i.

))α
α
η( ∑

α∈Ir1,n
|A∗

1A1|αα

)2 , (4.264)
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де

v
(1),η
i. =

−η ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
c(11).s

))β
β
η

 ∈ H1×n, s = 1, . . . , n.

Якщо введемо

v
(2)
fj :=

n∑
s=1

c
(11)
fs

−η
∑

α∈Ir1,n{j}

rdetj ((A
∗
1A1)j.(es.))

α
αη

 =

= −η
∑

α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗

1A1)j.(c
(11),η
f. )

)α
α
η (4.265)

– f -ту компоненту вектор-рядка v
(2)
.j =

[
v
(2)
1j , . . . , v

(2)
nj

]
, тодi

n∑
f=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗
1A1). i (e.f ))

β
β v

(2)
fj =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1). i

(
v
(2)
.j

))β
β
. (4.266)

Пiдставивши (4.265) i (4.266) у рiвняння (4.261), одержимо iнше визначникове

зображення першого доданку

x
(1)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗

1A1).i

(
v
(2)
.j

))β
β( ∑

β∈Jr1,n
|A∗

1A1|ββ

)2 , (4.267)

де

v
(2)
.j =

−η ∑
α∈Ir1,n{j}

rdetj

(
(A∗

1A1)j.(c
(11),η
f. )

)α
α
η

 ∈ Hn×1, f = 1, . . . , n.

Тут c
(11),η
f. є f -м рядком матрицi Cη

11 = Aη∗
1 Cη

1A1.

(ii) Аналогiчно, для другого доданку X2 = H†C2(A
η∗
2 )† =

(
x
(2)
ij

)
, маємо

x
(2)
ij =

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
dA2

.j

))β
β∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
α∈Ir2,n

|A∗
2A2|αα

(4.268)

=

−η
∑

α∈Ir2,n{j}
rdetj

(
(A∗

2A2)j.
(
dH
i.

))α
α
η∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
α∈Ir2,n

|A∗
2A2|αα

, (4.269)
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де

dA2

.j =

−η ∑
α∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.

(
c(21),ηq.

))α
α
η

 ∈ Hn×1, q = 1, . . . , n,

dH
i. =

−η ∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
c
(21)
.l

))β
β
η

 ∈ H1×n, l = 1, . . . , n.

Тут c
(21)
q. i c(21).l є q-им рядком i l-им стовпцем матрицi C21 = H∗C2A

η
2.

(iii) Визначникове зображення третього доданку, X3 = T†C2(H
η∗)† =

(
x
(3)
ij

)
,

одержується, аналогiчно. Отже,

x
(3)
ij =

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti
(
(T∗T).i

(
dH
.j

))β
β∑

β∈Jr4,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir3,n

|H∗H|αα
(4.270)

=

−η
∑

α∈Ir3,r{j}
rdetj

(
(H∗H)j.

(
dT
i.

))α
α
η∑

β∈Jr4,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir3,n

|H∗H|αα
, (4.271)

де

dH
.j =

−η ∑
α∈Ir3,n{f}

rdetj

(
(H∗H)j.

(
c(22),ηq.

))α
α
η

 ∈ Hn×1, q = 1, . . . , n,

dT
i. =

−η ∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti

(
(T∗T).i

(
c
(22)
.l

))β
β
η

 ∈ H1×n, l = 1, . . . , n.

Тут c
(22)
q. , c(22).l – q-й рядок i l-й стовпець матрицi C22 = T∗C2H

η.
(iv) Розглянемо X4 = H†A2T

†A2A
†
1C1(A

η∗
1 )†QA2

=
(
x
(4)
ij

)
. Використавши

(2.7) для визначникового зображення матриць H† i T†, отримаємо

x
(4)
ij =

n∑
s=1

n∑
z=1

n∑
f=1

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
a
(2,H)
.s

))β
β

∑
β∈Jr4,n{s}

cdets

(
(T∗T).s

(
a
(2,T )
.z

))β
β
x
(1)
zf qfj∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Jr4,n

|T∗T|ββ
,

(4.272)

де a(2,H)
.s , a(2,T ).z – s-й i z-й стовпцi матриць H∗A2 i T∗A2, вiдповiдно; x(1)zf є (zf)-

м елементом першого доданку, знайденого у пунктi (i); qfj – (fj)-й елемент
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матрицi QA2
, що за формулою (2.15) може бути виражений як

qfj =

∑
α∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.

(
ȧ
(2)
f.

))α
α∑

α∈Ir2,n
|A∗

2A2|αα
.

Тут ȧ
(2)
f. – f -й рядок матрицi A∗

2A2. Позначимо

q
(1)
zj :=

n∑
f=1

x
(1)
zf

∑
α∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.

(
ȧ
(2)
f.

))α
α
=

∑
α∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.

(
x̃(1)
z.

))α
α

(4.273)

де x̃
(1)
z. – z-й рядок матрицi X̃1 = X1A

∗
2A2 для всiх z, j = 1, . . . , n, X1 є знайде-

ним у пунктi (i). Побудуємо матрицю Q1 = (q
(1)
zj ) ∈ Hn×n. Далi, вводимо

t
(1)
sj :=

n∑
z=1

∑
β∈Jr4,n{s}

cdets

(
(T∗T).s

(
a(2,T ).z

))β
β
q
(1)
zj =

∑
β∈Jr4,n{s}

cdets
(
(T∗T).s

(
t̃.j
))β

β

де t̃.j – j-й стовпець матрицi T̃ = T∗A2Q1, знаходимо матрицю T1 = (t
(1)
qj ) ∈

Hn×n i побудуємо матрицю H̃ := H∗A2T1. З цих позначень та рiвняння (4.272),

випливає

x
(4)
ij =

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
h̃.j

))β
β∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Jr4,n

|T∗T|ββ
∑

α∈Ir2,n
|A∗

2A2|αα
, (4.274)

де h̃.j – j-й стовпець матрицi H̃.

(v) Для X5 = H†A2A
†
1C1(A

η∗
1 )†QA2

=
(
x
(5)
ij

)
, маємо

x
(5)
ij =

n∑
s=1

n∑
f=1

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
a
(2,H)
.s

))β
β
x
(1)
sf qfj∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

.

Позначимо Ĥ := H∗A2Q1, де Q1 = (q
(1)
sj ) визначається з рiвностi (4.273). Ана-

логiчно до попереднього випадку, одержимо

x
(5)
ij =

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
ĥ.j

))β
β∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
α∈Ir2,n

|A∗
2A2|αα

, (4.275)
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де ĥ.j – j-й стовпець матрицi Ĥ.

(vi) Розглянемо шостий доданок X6 = H†A2T
†C2(A

η∗
2 )† =

(
x
(6)
ij

)
. Тодi за

Теоремою 4.11,

x
(6)
ij =

n∑
q=1

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
a
(2,H)
.q

))β
β
ϕqj∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Jr4,n

|T∗T|ββ
∑

β∈Jr2,n
|A∗

2A2|ββ
, (4.276)

де

ϕqj =
∑

β∈Jr4,n{q}

cdetq

(
(T∗T). q

(
φA2

.j

))β
β
= −η

∑
α∈Ir2,n{j}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.
(
φT

q .

))α
α
η,

(4.277)
та

φA2

.j =

−η ∑
α∈Ir2,n{f}

rdetj

(
(A∗

2A2)j.

(
c(23),ηq.

))α
α
η

 ∈ H1×n, q = 1, . . . , n,

φT
q. =

−η ∑
β∈Jr4,n{q}

cdetq

(
(T∗T).q

(
c
(23)
.l

))β
β
η

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n.

Тут c
(23)
.l – l-й стовпець матрицi C23 = T∗C2A

η
2 i c(23),ηq. – q-й рядок матрицi Cη

23.

Побудуємо матрицю Φ = (ϕqj) таку, що ϕqj визначаються у (4.277), i знайдемо

Φ̃ := H∗A2Φ. Пiдставивши цi результати у рiвнiсть (4.276), одержимо

x
(6)
ij =

∑
β∈Jr3,n{i}

cdeti

(
(H∗H).i

(
ϕ̃.j

))
β∑

β∈Jr3,n
|H∗H|ββ

∑
β∈Jr4,n

|T∗T|ββ
∑

β∈Jr2,n
|A∗

2A2|ββ
, (4.278)

де ϕ̃.j – j-й стовпець матрицi Φ̃.

(vii) Накiнець, розглянемо сьомий доданок

X7 = T†A2A
†
1C1(A

η∗
1 )†Aη∗

2 (Hη∗)† =
(
x
(7)
ij

)
.

Використавши (2.7) для визначникового зображення матрицi Мура-Пенроуза
T† i (2.27) – для (Hη∗)†, отримаємо

x
(7)
ij =

n∑
q=1

n∑
f=1

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti

(
(T∗T).i

(
a
(2,T )
.q

))β
β
x
(1)
qf

(
−η

∑
α∈Ir3,n{j}

rdetj

(
(H∗H)j.

(
a
(2,H,η∗)
f.

))α
α
η

)
∑

β∈Jr4,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir3,r

|H∗H|αα
, (4.279)
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де a
(2,T )
.q , a

(2,H,η∗)
f. – q-й стовпець матрицi T∗A2 i f -й рядок матрицi Aη∗

2 H,

вiдповiдно. Позначимо

ωqj :=
n∑

f=1

x
(1)
qf

−η
∑

α∈Ir3,n{j}

rdetj

(
(H∗H)j.

(
a
(2,H,η∗)
f.

))α
α
η

 =

−η
∑

α∈Ir3,n{j}

rdetj

(
(H∗H)j.

(
x̂(1,η)
q.

))α
α
η, (4.280)

де x̂
(1,η)
q. – q-й рядок матрицi X̂η

1 := Xη
1A

η∗
2 H. Знайдемо матрицю Ω = (ωqj),

що визначається формулою (4.280), i позначимо Ω̂ := T∗A2Ω. Пiдставивши цi

результати у рiвняння (4.279), одержимо

x
(7)
ij =

∑
β∈Jr4,n{i}

cdeti ((T
∗T).i (ω̂.j))

β
β∑

β∈Jr4,n
|T∗T|ββ

∑
α∈Ir3,r

|H∗H|αα
, (4.281)

де ω̂.j – j-й стовпець матрицi Ω̂.

Таким чином, ми довели теорему.

Теорема 4.31. Нехай A1 ∈ Hm×n
r1

, A2 ∈ Hk×n
r2

, rankH = r3 i rankT = r4.

Розв’язок (4.260) системи (4.211) покомпонентно виражається як

xij =
4∑

δ=1

x
(δ)
ij −

7∑
δ=5

x
(δ)
ij , i, j = 1, . . . , n,

де x(1)ij має визначниковi зображення (4.264) та (4.267), x(2)ij – (4.268) i (4.269),

x
(3)
ij – (4.270) i (4.271), x(4)ij – (4.274), x(5)ij – (4.275), x(6)ij – (4.278), та x

(7)
ij –

(4.281).

Нехай тепер маємо наступнi умови

C1 = Cη∗
1 , C2 = Cη∗

2 , (4.282)

C1 = −Cη∗
1 , C2 = −Cη∗

2 . (4.283)

Частковий η-ермiтовий розв’язок Y1 i η-косо-ермiтовий розв’язок Y2 системи

(4.257) з обмеженнями (4.282) або (4.283), вiдповiдно, можуть бути вираженi

наступним чином,

Y1 =
1

2
(X+Xη∗) , Y2 =

1

2
(X−Xη∗) ,
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де X – довiльний розв’язок системи (4.257). Враховуючи частковий розв’язок

(4.260) та обмеження (4.282), маємо

Xη∗ =
(
xη∗ij
)
= (xji

η) = A†
1C1 (A

η∗
1 )

†
+A†

2C2(H
η∗)† +H†C2(T

η∗)†+

+PA2
(Aη∗

1 )†C1A
†
1A2(T

η∗)†Aη∗
2 (Hη∗)† −PA2

(Aη∗
1 )†C1A

†
1A

η∗
2 (Hη∗)†−

−A†
2C2(T

η∗)†Aη∗
2 (Hη∗)† −H†A2A

†
1C1(A

η∗
1 )†Aη∗

2 (Tη∗)†,

А враховуючи обмеження (4.283), одержимо наступне

Xη∗ = − (xji
η) = −A†

1C1 (A
η∗
1 )

† −A†
2C2(H

η∗)† −H†C2(T
η∗)†−

−PA2
(Aη∗

1 )†C1A
†
1A2(T

η∗)†Aη∗
2 (Hη∗)† +PA2

(Aη∗
1 )†C1A

†
1A

η∗
2 (Hη∗)†+

+A†
2C2(T

η∗)†Aη∗
2 (Hη∗)† +H†A2A

†
1C1(A

η∗
1 )†Aη∗

2 (Tη∗)†,

Отже, частковий η-ермiтовий i η-косо-ермiтовий розв’язки системи (4.211) з

обмеженнями (4.282) i (4.283), вiдповiдно, мають наступний вираз

Y1 = Y2 = A†
1C1 (A

η∗
1 )

†
+

+
1

2

[
H†C2(A

η∗
2 )† +A†

2C2(H
η∗)†
]
+

1

2

[
T†C2(H

η∗)† +H†C2(T
η∗)†
]

+
1

2

[
H†A2T

†A2A
†
1C1(A

η∗
1 )†PA2

+PA2
(Aη∗

1 )†C1A
†
1A2(T

η∗)†Aη∗
2 (Hη∗)†

]
− 1

2

[
H†A2A

†
1C1(A

η∗
1 )†PA2

+PA2
(Aη∗

1 )†C1A
†
1A

η∗
2 (Hη∗)†

]
− 1

2

[
H†A2T

†C2(A
η∗
2 )† +A†

2C2(T
η∗)†Aη∗

2 (Hη∗)†
]

− 1

2

[
T†A2A

†
1C1(A

η∗
1 )†Aη∗

2 (Hη∗)† +H†A2A
†
1C1(A

η∗
1 )†Aη∗

2 (Tη∗)†
]
.

Визначниковi зображення Y1 = (y
(1)
ij ) i Y2 = (y

(2)
ij ) покомпонентно виражаються

наступним чином

y
(1)
ij =

1

2
(xij + xji

η) , y
(2)
ij =

1

2
(xij − xji

η) ,

для всiх i, j = 1, . . . , n, де xij задається Теоремою 4.31.

4.3.5. Приклад правила Крамера для системи двостороннiх ма-

тричних рiвнянь. Нехай маємо рiвнянняA1XA∗
1 = C1,

A2XA∗
2 = C2

(4.284)
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де

A1 =

1 −0.5k 0.5i

j −i −k

 ,C1 = 0.5

k i

i −k

 ,A2 =

j −k 1

i 1 k

 ,C2 =

−k 1

i j

 .
Оскiльки

det(A1A
∗
1) = det

1.5 −2j

2j 3

 = 0.5, det(A2A
∗
2) = det

3 −k

k 3

 = 8,

то rankA1 = 2, rankA2 = 2. За Теоремою 2.2, знайдемо

A†
1 =


2 j

−k i

i k

 , A†
1A1 = 0.5


1 0 0

0 1 j

0 −j 1

 , LA1
= 0.5


0 0 0

0 1 −j

0 j 1

 ,

A†
2 = 0.25


−2j −2i

k 1

1 −k

 , H = A2LA1
= 0.5

0 j− k 1− i

0 1− i −j+ k

 ,

H† = 0.25


0 0

−j+ k 1 + i

1 + i j− k

 , RH = 0.5

 1 k

−k 1

 , T = RHA2 =

j 0 0

i 0 0

 .
З того, що QA1

= I, QA2
= I, TA†

2C2A
∗,†
2 T∗ = TA†

1C1A
∗,†
1 T∗, i за Лемою 4.27,

випливає, що система (4.284) є сумiсною.

Спочатку, знайдемо розв’язок (4.284) прямим обчисленням. Оскiльки

X1 =A†
1C1 (A

∗
1)

† = 0.5


k 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

X2 =H†C2(A
∗
2)

† = 0.125


0 0 0

2j+ 2k j+ k −1 + i

−2 + 2i 1 + i −j− k

 ,



340

X3 =T†C2(H
∗)† = 0.25


0 j− k 1− j

0 0 0

0 0 0

 ,
X4 =H†A2T

†A2A
†
1C1(A

∗
1)

†PA2
= 0, X5 = −H†A2A

†
1C1(A

∗
1)

†PA2
= 0,

X6 =−H†A2T
†C2(A

∗
2)

† = 0, X7 = −T†A2A
†
1C1(A

∗
1)

†A∗
2(H

∗)† = 0,

то

X =
∑
δ

Xδ = 0.125


4k 2j− 2k 2− 2j

2j+ 2k j+ k −1 + i

−2 + 2i 1 + i −j− k

 . (4.285)

Тепер, знайдемо розв’язок (4.284) за правилом Крамера з Теореми 4.31. З того,

що

C11 = A∗
1C1A1 = 0.125


4k 12 12j

−12 9k −9i

12i −9i −9k

 , A∗
1A1 = 0.125


16 −12k 12i

12k 10 10j

−12i −10j 10

 ,
за формулою (4.151) слiдує

v
(1)
11 =

∑
β∈J2,3{1}

cdet1

(
(A∗

1A1).1

(
c
(11)
.1

))β
β
=

= cdet1

0.5k −1.5k

−1.5 1.25

+ cdet1

0.5k 1.5i

1.5j 1.25

 = 0.5k.

Аналогiчно, одержимо v(1)12 = 0.375, v(1)13 = 0.375j. Отже, v(1)
1. = [0.5k 0.375 0.375j].

Далi за умовою (4.196) маємо

x
(1)
11 =

∑
α∈I2,3{1}

rdet1

(
(A∗

1A1)1.

(
v
(1)
1.

))α
α( ∑

α∈I2,3
|A∗

1A1|αα

)2 =

= 4

rdet1

0.5k 0.375

1.5k 1.25

+ rdet1

 0.5k 0.375j

−1.5j 1.25

 = 0.5k.
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Оскiльки,

C21 =H∗C2A2 =


0 0 0

j+ k j+ k −1 + i

−1 + i −1 + i −j− k

 ,

C22 =T∗C2H =


0 j− k 1− i

0 0 0

0 0 0

 , H∗H =


0 0 0

0 1 −j

0 j 1

 ,
i rankH = rankT = 1, то

dH
i. =

[
0 0 0

]
, dH

.j =
[
0 0 0

]T
.

Отже, за умовами (4.238) i (4.200) маємо x(2)11 = 0 i x(3)11 = 0, вiдповiдно. Таким

чином, x(δ)11 = 0 для всiх δ = 4, . . . , 7, i x11 = x
(1)
11 = 0.5k.

Отже, x11 отриманi за правилом Крамера i матричним методом (4.285) спiв-

падають.

Продовжуючи аналогiчно, знайдемо розв’язок (4.284) за правилом Крамера

з Теореми 4.31, який дорiвнює (4.285).

4.4. Висновки до роздiлу

У роздiлi 4 вивчаються кватернiоновi двостороннi матричнi рiвнянння та йо-

го частковi випадки, узагальнене кватернiонове матричне рiвняння Сильвестра

та його частковi i деякi особливi випадки, системи кватернiонових двосторон-

нiх матричних рiвнянь, її частковi та деякi особливi випадки. Використовую-

чи визначниковi зображення узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза та

проективних матриць, отриманi наступнi результати.

1. У першому пiдроздiлi побудованi визначниковi зображення, аналоги прави-

ла Крамера для розв’язку, нормального, ∗-ермiтового i η-ермiтового розв’яз-

кiв кватернiонових двостороннього матричного рiвняння та його часткових

одностороннiх випадкiв.
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2. У другому пiдроздiлi побудованi аналоги правила Крамера для розв’яз-

ку, ∗-ермiтового i η-ермiтового розв’язкiв узагальненого матричного рiвня-

ння Сильвестра, усiх його часткових випадкiв, та особливих випадкiв з ∗-

ермiтовiстю i η-ермiтовiстю.

3. У третьому пiдроздiлi отриманi аналоги правила Крамера для розв’язку,

∗-ермiтового i η-ермiтового розв’язкiв системи кватернiонових двостороннiх

матричних рiвнянь, усiх її часткових випадкiв та особливих випадкiв з ∗-

ермiтовiстю i η-ермiтовiстю.

Результати цього роздiлу опублiкованi у роботах [102, 103, 105, 106, 110, 113,

117,118,120–123,125,127,134,135,141,201,309,312–315]
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РОЗДIЛ 5

Визначниковi зображення розв’язкiв кватернiонових матричних та

дифиренцiально-матричних рiвнянь з обмеженнями

Узагальнено-оберненi розв’язки з використанням узагальненої оберненої ма-

трицi Дразiна, зважених узагальнених обернених матриць Мура-Пенроуза та

Дразiна, серцевинної оберненої i її узагальнень дають розв’язки матричних рiв-

нянь з рiзного роду обмеженнями. Застосування визначникових зображень цих

узагальнених обернених матриць приводять до аналогiв правила Крамера та-

ких матричних рiвнянь з обмеженнями, що i буде розглянуто в даному роздiлi.

5.1. Визначниковi зображення Дразiна узагальнено-обернених

розв’язкiв кватернiонових матричних та дифиренцiально-

матричних рiвнянь

У цьому пiдроздiлi будуть побудованi правила Крамера для знаходження

Дразiна оберненого розв’язку кватернiонового двостороннього матричного рiв-

няння з обмеженнями i його часткових випадкiв, а також деяких кватернiоно-

вих сингулярних диференцiальних матричних рiвнянь.

5.1.1. Правила Крамера для Дразiна оберненого розв’язку матри-

чних рiвнянь. Розглянемо рiвняння

AXB = D, (5.1)

де A ∈ Hn×n, B ∈ Hm×m, D ∈ Hn×m заданi матрицi, i X ∈ Hn×m – невiдома.

Нехай IndA = k1 i IndB = k2.
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Вiдомо, що (див., напр. [224]) рiвняння (5.1) з обмеженнями

Rr(X) ⊂ Rr(A
k1), Rl(X) ⊂ Rl(A

k1), (5.2)

Nr(X) ⊃ Nr(B
k2), Nl(X) ⊃ Nl(B

k2), (5.3)

має єдиний розв’язок X = AdDBd, де Ad, Bd – узагальненi оберненi матрицi

Дразiна матриць A i B, вiдповiдно.

Будемо розглядати визначникове зображення цього розв’язку в залежностi

вiд того чи матрицi A та B є ермiтовими.

Випадок ермiтових матриць.

Теорема 5.1. Нехай матрицi A ∈ Hn×n i B ∈ Hm×m обидвi є ермiтовими, при

цьому rankAk1+1 = rankAk1 = r1 ≤ n i rankBk2+1 = rankBk2 = r2 ≤ m. По-

значимо Ak1DBk2 =: D̃ = (d̃ij) ∈ Hn×m. Тодi розв’язок X = AdDBd = (xij) ∈

Hn×m рiвняння (5.1) з обмеженнями (5.2)-(5.3) має визначниковi зображення

xij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
Ak1+1

)
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|Ak1+1|ββ

∑
α∈Ir2,m

|Bk2+1|αα
= (5.4)

=

∑
α∈Ir2,m{j}

rdetj

((
Bk2+1

)
j .

(
dA
i .

))α
α∑

β∈Jr1,n

∣∣∣(Ak1+1)
β
β

∣∣∣ ∑
α∈Ir2,m

|Bk2+1|αα
, (5.5)

де

dB
. j =

 ∑
α∈Ir2,m{j}

rdetj

((
Bk1+1

)
j.

(
d̃l.

))α
α

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n, (5.6)

dA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

((
Ak1+1

)
.i

(
d̃.t

))β
β

 ∈ H1×m, t = 1, . . . ,m. (5.7)

Тут d̃i. i d̃.j – i-й рядок i j-й стовпець матрицi D̃ для всiх i = i, . . . , n,

j = i, . . . ,m.

Доведення. Довiльний (ij)-й елемент розв’язку X = AdDBd = (xij) ∈ Hn×m

можна подати як

xij =
m∑
s=1

n∑
t=1

aditdtsb
d
sj. (5.8)
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За Теоремою 2.10 визначниковi зображення узагальнених обернених матриць

Дразiна Ad =
(
adij
)
, Bd =

(
bdij
)

вiзьмемо як

adit =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti

((
Ak1+1

)
. i

(
a
(k1)
.t

))β
β∑

β∈Jr1, n
|Ak1+1|ββ

, (5.9)

bdsj =

∑
α∈Ir2,m{j}

rdetj

(
(Bk2+1)j . (b

(k2)
s . )

)α
α∑

α∈Ir2,m
|Bk2+1|αα

. (5.10)

Нехай et. i e. l є, вiдповiдно, одиничними t-м вектор-рядком та l-м вектор-

стовпцем. Пiдставивши (5.9) i (5.10) у рiвняння (5.8), одержимо

xij =

m∑
t=1

n∑
l=1

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
Ak1+1

)
. i
(e. l)

)β
β
d̃lt

∑
α∈Ir2,m{j}

rdetj
(
(Bk2+1)j . (et.)

)α
α∑

β∈Jr1, n
|Ak1+1|ββ

∑
α∈Ir2,m

|Bk2+1|αα
,

(5.11)

де d̃lt – (lt)-й елемент матрицi D̃. Нехай

dAit :=
n∑
l=1

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
Ak1+1

)
. i
(e. l)

)β
β
d̃lt =

=
∑

β∈Jr1, n{i}

cdeti

((
Ak1+1

)
. i

(
d̃. t

))β
β

є t-ю компонентою вектор-рядка dA
i . =

[
dAi1, . . . , d

A
im

]
для всiх t = i, . . . ,m. Пiд-

ставивши її у рiвняння (5.11), отримаємо

xij =

m∑
t=1

dAit
∑

α∈Ir2,m{j}
rdetj

(
(Bk2+1)j .(et.)

)α
α∑

β∈Jr1, n
|Ak1+1|ββ

∑
α∈Ir2,m

|Bk2+1|αα
.

З того, що
m∑
t=1

dAitet. = dA
i ., випливає формула (5.5).

Якщо введемо

dBlj :=
m∑
t=1

d̃lt
∑

α∈Ir2,m{j}

rdetj
(
(Bk2+1)j .(et.)

)α
α
=

=
∑

α∈Ir2,m{j}

rdetj

(
(Bk2+1)j . (d̃l.)

)α
α

(5.12)
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як l-у компоненту вектор-рядка dB
. j =

[
dB1j, ..., d

B
nj

]T для всiх l = 1, . . . , n i пiд-

ставимо її у рiвняння (5.11), одержимо

xij =

n∑
l=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti
((
Ak1+1

)
. i
(e. l)

)β
β
dBlj∑

β∈Jr1, n
|Ak1+1|ββ

∑
α∈Ir2,m

|Bk2+1|αα
.

Оскiльки
n∑
l=1

e.ld
B
lj = dB

.j , то з цього слiдує формула (5.4).

Розглянемо рiвняння

AX = D, (5.13)

де матрицi A ∈ Hn×n, D ∈ Hn×m є заданими, при цьому A – ермiтова, а матриця

X ∈ Hn×m є невiдомою. Нехай IndA = k. Позначимо AkD =: D̂ = (d̂ij) ∈ Hn×m.

Маємо наступний наслiдок Теореми 5.1.

Наслiдок 5.1. Якщо A ∈ Hn×n i rankAk+1 = rankAk = r ≤ n, то для

розв’язку X = AdD = (xij) рiвняння (5.13) з обмеженням (5.2) маємо

xij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
d̂.j

))β
β∑

β∈Jr, n
|Ak+1|ββ

, (5.14)

де d̂.j – j-й стовпець матрицi D̂ для всiх j = i, . . . ,m.

Доведення. Доведення, очевидно, випливає з доведення Теореми 5.1, поклавши

матрицю B, як одиничну матрицю Im.

Розглянемо рiвняння

XB = D, (5.15)

де матрицi B ∈ Hm×m, D ∈ Hn×m є заданими, при цьому B – ермiтова, а

матриця X ∈ Hn×m є невiдомою. Нехай IndB = k i позначимо DBk =: Ď =

(ďij) ∈ Hn×m. Маємо наступний наслiдок.

Наслiдок 5.2. Якщо rankBk+1 = rankBk = r ≤ n для матрицi B ∈ Hn×n,

тодi розв’язок X = DBd =: (xij) рiвняння (5.15) з обмеженням (5.3) для всiх
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i = i, . . . , n, j = i, . . . ,m виражається як

xij =

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

((
Bk+1

)
j .

(
ďi .

))α
α∑

α∈Ir,m
|Bk+1|αα

. (5.16)

де ďi. – i-й рядок матрицi Ď.

Доведення. Доведення, очевидно, випливає з доведення Теореми 5.1, поклавши

матрицю A, як одиничну матрицю In.

Випадок неермiтових матриць. У цьому пунктi розглянемо випадок, ко-

ли обидвi матрицi A i B не є ермiтовими.

Теорема 5.2. Нехай матрицi A ∈ Hn×n i B ∈ Hm×m не є ермiтовими. По-

значимо (A2k1+1)∗Ak1DBk2(B2k2+1)∗ =: D̃ = (d̃ij) ∈ Hn×m. Якщо rankAk1+1 =

rankAk1 = r1 ≤ n i rankBk2+1 = rankBk2 = r2 ≤ m, тодi розв’язок X =

AdDBd = (xij) ∈ Hn×m рiвняння (5.1) має наступнi визначниковi зображення

xij =

n∑
l=1

a
(k1)
il

∑
β∈Jr1, n{l}

cdetl
((
A2k1+1

)∗ (
A2k1+1

)
. l

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1, n

∣∣(A2k1+1)
∗
A2k1+1

∣∣β
β

∑
α∈Ir2,m

∣∣B2k2+1 (B2k2+1)
∗∣∣α

α

= (5.17)

=

m∑
s=1

( ∑
α∈Ir2,m{s}

rdets
((
B2k2+1

(
B2k2+1

)∗)
.s

(
dA
i .

))α
α

)
b
(k2)
sj∑

β∈Jr1, n

∣∣(A2k1+1)
∗
A2k1+1

∣∣β
β

∑
α∈Ir2,m

∣∣B2k2+1 (B2k2+1)
∗∣∣α

α

, (5.18)

де

dB
. j =

 m∑
k=1

 ∑
α∈Ir2,m{k}

rdetk

((
B2k2+1

(
B2k2+1

)∗)
. k

(
d̃t.

))α
α

 b
(k2)
kj

 ∈ Hn×1,

(5.19)

dA
i . =

 n∑
t=1

a
(k1)
it

∑
β∈Jr1, n{t}

cdett

((
A2k1+1

)∗ (
A2k1+1

)
. t

(
d̃.p

))β
β

 ∈ H1×m. (5.20)

Тут d̃t. i d̃.s – t-й рядок i s-й стовпець матрицi D̃ для всiх t = 1, . . . , n,

s = 1, . . . ,m.
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Доведення. Оскiльки обидвi матрицi A i B не є ермiтовими, то для визначнико-

вого зображення узагальнених обернених матриць Дразiна використаємо (2.84)

для матрицi Ad =
(
adit
)

i (2.85) для матрицi Bd =
(
bdsj
)
. Пiдставимо цi значення

у рiвняння (5.8)

xij =
m∑
s=1

n∑
t=1

n∑
l=1

a
(k1)
il

∑
β∈Jr1, n{l}

cdetl
((
A2k1+1

)∗ (
A2k1+1

)
. l
(e. t)

)β
β
d̃ts∑

β∈Jr1, n

∣∣(A2k1+1)
∗
A2k1+1

∣∣β
β

×

m∑
k=1

∑
α∈Ir2,m{k}

rdetk
((
B2k2+1

(
B2k2+1

)∗)
.k
(es .)

)α
α
b
(k2)
kj∑

α∈Ir2,m

∣∣B2k2+1 (B2k2+1)
∗∣∣α

α

. (5.21)

Поклавши

dBtj :=
m∑
s=1

d̃ts

m∑
k=1

∑
α∈Ir2,m{k}

rdetk

((
B2k2+1

(
B2k2+1

)∗)
.k
(es .)

)α
α
b
(k2)
kj =

=
m∑
k=1

∑
α∈Ir2,m{k}

rdetk

((
B2k2+1

(
B2k2+1

)∗)
.k

(
d̃t .

))α
α
b
(k2)
kj

як t-у компоненту вектор-стовпця dB
. j =

[
dB1j, . . . , d

B
nj

]T для всiх t = 1, . . . , n i

пiдставивши її у рiвняння (5.21), одержимо (5.17).

Поклавши

dAsj :=
n∑

t=1

n∑
l=1

a
(k1)
il

∑
β∈Jr1, n{l}

cdetl

((
A2k1+1

)∗ (
A2k1+1

)
. l
(e. t)

)β
β
d̃ts =

=
n∑
l=1

a
(k1)
il

∑
β∈Jr1, n{l}

cdetl

((
A2k1+1

)∗ (
A2k1+1

)
. l

(
d̃. s

))β
β

як s-у компоненту вектор-рядка dA
i. =

[
dAi1, . . . , d

A
im

]
для всiх s = 1, . . . , n i

пiдставивши її у рiвняння (5.21), одержимо (5.17).

Наступнi наслiдки, очевидно, випливають з Теореми 5.2, поклавши матрицi

B чи A як одиничнi.

Наслiдок 5.3. Якщо rankAk1+1 = rankAk1 = r ≤ n для A ∈ Hn×n, тодi для
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розв’язку X = AdD = (xij) рiвняння (5.13) з обмеженням (5.2), маємо

xij =

n∑
t=1

a
(k1)
it

∑
β∈Jr, n{t}

cdett

((
A2k1+1

)∗ (
A2k1+1

)
. t

(
d̂ . j

))β
β∑

β∈Jr, n

∣∣(A2k1+1)
∗
A2k1+1

∣∣β
β

. (5.22)

де d̂.j – j-й стовпець матрицi D̂ = (A2k1+1)∗Ak1D для всiх j = 1, . . . ,m.

Наслiдок 5.4. Якщо rankBk2+1 = rankBk2 = r ≤ m для B ∈ Hm×m, тодi для

розв’язку X = DBd =: (xij) рiвняння (5.15) з обмеженням (5.3), маємо

xij =

m∑
s=1

( ∑
α∈Ir,m{s}

rdets

((
B2k2+1

(
B2k2+1

)∗)
.s

(
d̂i .

))α
α

)
b
(k2)
sj∑

α∈Ir,m

∣∣B2k2+1 (B2k2+1)
∗∣∣α

α

. (5.23)

де d̂i. – i-й рядок матрицi D̂ = DBk2(B2k2+1)∗ для всiх i = 1, . . . , n.

Змiшанi випадки. У цьому пунктi розглянемо змiшанi випадки, коли з

пари матриць A, B лише одна є ермiтовою. Оскiльки їх доведення аналогiчнi

доведенню Теорем 5.1 i 5.2, то розглянемо цi теореми без доведень.

Теорема 5.3. Нехай матриця A ∈ Hn×n – ермiтова, а матриця B ∈ Hm×m

не є ермiтовою, rankAk1+1 = rankAk1 = r1 ≤ n i rankBk2+1 = rankBk2 =

r2 ≤ m. Позначимо Ak1DBk2(B2k2+1)∗ =: D̃ = (d̃ij) ∈ Hn×m. Тодi розв’язок

X = AdDBd = (xij) ∈ Hn×m рiвняння (5.1) з обмеженнями (5.2)-(5.3) має

визначниковi зображення

xij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
Ak1+1

)
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|Ak1+1|ββ

∑
α∈Ir2,m

∣∣B2k2+1 (B2k2+1)
∗∣∣α

α

= (5.24)

=

m∑
s=1

( ∑
α∈Ir2,m{s}

rdets
((
B2k2+1

(
B2k2+1

)∗)
.s

(
dA
i .

))α
α

)
b
(k2)
sj∑

β∈Jr1,n
|Ak1+1|ββ

∑
α∈Ir2,m

∣∣B2k2+1 (B2k2+1)
∗∣∣α

α

, (5.25)

де d B
. j знайдемо за формулою (5.19), а dA

i . – за формулою (5.7).
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Теорема 5.4. Нехай матриця A ∈ Hn×n не є ермiтова, а B ∈ Hm×m – ермi-

това, rankAk1+1 = rankAk1 = r1 ≤ n i rankBk2+1 = rankBk2 = r2 ≤ m. Позна-

чимо (A2k1+1)∗Ak1DBk2 =: D̃ = (d̃ij) ∈ Hn×m. Тодi розв’язок X = AdDBd =

(xij) ∈ Hn×m рiвняння (5.1) з обмеженнями (5.2)-(5.3) має визначниковi зо-

браження

xij =

n∑
l=1

a
(k1)
il

∑
β∈Jr1, n{l}

cdetl
((
A2k1+1

)∗ (
A2k1+1

)
. l

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1, n

∣∣(A2k1+1)
∗
A2k1+1

∣∣β
β

∑
α∈Ir2,m

|Bk2+1|αα
= (5.26)

=

∑
α∈Ir2,m{j}

rdetj

((
Bk2+1

)
j .

(
dA
i .

))α
α∑

β∈Jr1, n

∣∣(A2k1+1)
∗
A2k1+1

∣∣β
β

∑
α∈Ir2,m

|Bk2+1|αα
, (5.27)

де dA
. j знайдемо за формулою (5.20), а dB

i . – за формулою (5.6).

5.1.2. Елементи теорiї кватернiонових диференцiальних рiвнянь.

Останнiм часом значна увага придiляється кватернiоновим диференцiальним

рiвнянням з дiйсною змiнною, якi мають багато застосувань. Зокрема, у гiдро-

механiцi [93, 206], квантовiй механiцi [1, 146], для вивчення триграннику Френе

в диференцiальнiй геометрiї [65], у просторовiй динамiцi тiла [94,243], i т.д.

Хоча кватернiоновi диференцiальнi рiвняння з дiйсною змiнною мають ба-

гато застосувань, їх теоретичнi аспекти були розглянутi у порiвняно невеликiй

кiлькостi наукових робiт.

Лео i Дукатi [147] розв’язували деякi простi кватернiоновi диференцiальнi

рiвняння другого порядку. Кампос i Махiн [25] вивчали iснування перiодичних

розв’язкiв для кватернiонового рiвняння Рiккатi. Жолсадек [297] дав повний

опис динамiки рiвняння Рiккатi. Вiльчинськi довiв iснування двоперiодичних

розв’язкiв кватернiонових рiвнянь Рiккатi в роботi [269], i розглянув деякi до-

статнi умови iснування принаймнi одно-перiодичного розв’язку кватернiонових

полiномних рiвнянь у [270, 271]. Гасуль та iн. [92] довiв iснування перiодичних

орбiт, гомоклiнiчних петель, iнварiантних торiв для одновимiрного кватернiо-

нового однорiдного диференцiального рiвняння. Жаг [287] вивчав глобальну



351

структуру кватернiонних рiвнянь Бернуллi. Недавно, Кай i Коу [21] застосува-

ли перетворення Лапласа для вирiшення лiнiйних кватернiонових диференцi-

альних рiвнянь.

Ще менше робiт присвячено кватернiоновим системам лiнiйних диференцi-

альних рiвнянь та лiнiйним диференцiально-матричним рiвнянням. Вiдмiтимо

недавню роботу [100], де автори вивчають базову теорiю кватернiонових систем

лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого степеня, такi як фундаментальна

матриця, алгебраїчна структура розв’язку, i т.д., використовуючи визначник

Келi та подвiйний визначник. Пропоновна нижче теорiя кватернiонових систем

лiнiйних диференцiальних рiвнянь розглядається у рамках стовпцево-рядкових

визначникiв.

Розглянемо кватернiонову функцiю дiйсної змiнної, f : R → H, (t ∈ R) таку,

що f(t) = f0(t) + f1(t)i+ f2(t)j+ f3(t)k. Першу похiдну кватернiонової функцiї

дiйсної змiнної f(t) можна ввести наступним чином,

f ′(t) :=
df(t)

dt
=

df0(t)

dt
+

df1(t)

dt
i+

df2(t)

dt
j+

df3(t)

dt
k.

Маємо наступнi властивостi похiдної кватернiонової функцiї.

Лема 5.1. Якщо q : R → H i r : R → H є диференцiйованими, тодi (q± r)(t),

qr(t) i для довiльного цiлого n ≥ 1, qn є диференцiйованої, i

(q± r)′(t) = q′(t)± r′(t),

(qr)′(t) = q′(t)r(t) + q(t)r′(t),

[qn(t)]′ =
n−1∑
j=0

qj(t)q′(t)qn−j(t).

Введемо експоненту довiльного кватернiона q ∈ H, поклавши

eq =
∝∑

n=0

qn

n!
. (5.28)

З означення (5.28), випливають такi властивостi.

Лема 5.2. 1. Якщо q, r ∈ H такi, що qr = rq, тодi eq+r = eqer.
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2. Якщо функцiя q : R → H є диференцiйованою i q′(t)q(t) = q(t)q′(t), тодi[
eq(t)

]′
=
[
eq(t)

]
q′(t)

Якщо fi(t) для всiх i = 0, . . . , 3 є iнтегрованими на промiжку [a, b] ⊂ R, тодi

функцiя f(t) є iнтегрованою, i∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

a

f0(t)dt+

∫ b

a

f1(t)dt i+

∫ b

a

f2(t)dt j+

∫ b

a

f3(t)dtk.

У роботi [94] розглядалися лiнiйнi кватернiоновi диференцiальнi рiвняння,

q′(t) =a(t)q(t), (5.29)

q′(t) =q(t)a(t), (5.30)

з початковою умовою q(t0) = q0 i наступний результат був отриманий.

Лема 5.3. Нехай q(t) = Φl(t)q0 i q(t) = q0Φr(t) є розв’язками рiвнянь (5.29)

i (5.30), вiдповiдно. Якщо

a(t)

∫ t

t0

a(τ)dτ =

∫ t

t0

a(τ)dτ a(t), (5.31)

тодi

Φl(t) = Φr(t) = e
∫ t

t0
a(τ)dt

. (5.32)

Якщо a – константа, тодi
∫ t

t0
adτ = a (t− t0) i Φl(t) = Φr(t) = ea(t−t0).

Аналогiчний результат був так само отриманий в [25]. Бiльш того, у роботi

[25] були розглянутi наступнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння

q′(t) = a(t)q(t) + f(t), (5.33)

де f : [0, T ] → H i a : [0, T ] → H. Було показано, якщо умова (5.31) виконується,

тодi розв’язки рiвняння (5.33) задаються як

q(t) = e
∫ t

0
a(τ)dτ

(
q(0) +

∫ t

0

e
∫ s

0
(−a(τ))dτ f(s)ds

)
, (t ∈ [0, T ]).

В особливому випадку, коли a є константою i q(0) = 0, тодi розв’язки рiвняння

(5.33) задаються як

q(t) = eat
(∫ t

0

e−asf(s)ds

)
, (t ∈ [0, T ]).
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Будемо розглядати матричнозначну функцiю A(t) = (aij(t)) ∈ Hn×n ⊗R, де

aij(t) є кватернiоновi функцiї дiйсної змiнної t для всiх i, j = 1, . . . , n. Тодi

dA(t)

dt
=

(
daij(t)

dt

)
n×n

,

∫ b

a

A(t)dt =

(∫ b

a

aij(t)dt

)
n×n

.

Визначимо також експоненту кватернiонної квадратної матрицi.

Означення 5.1. Експонента кватернiонової квадратної матрицi A ∈ Hn×n

визначається як ряд

eA =
∝∑

n=0

An

n!
. (5.34)

Нехай для кватернiонової квадратної матрицi A ∈ Hn×n, ∥A∥ – її векторна

норма. Оскiльки, для довiльного k ∈ N,

∥I+A+
1

2!
A2 + · · ·+ 1

k!
Ak∥ ≤ ∥I∥+ ∥A∥+ 1

2!
∥A2∥+ · · ·+ 1

k!
∥Ak∥ ≤ e∥A∥,

тодi ряд (5.34) збiгається абсолютно.

Теорема 5.5. Нехай A ∈ Hn×n.

(i) Якщо 0 – n× n нуль-матриця i I – n× n одинична, тодi e0 = I i eI = eI.

(ii) eA = limk 7→∝
(
I+ 1

kA
)k.

(iii)
(
eA
)T

= e(A
T),
(
eA
)∗

= e(A
∗).

(iv) Для всiх невiд’ємних цiлих k маємо AkeA = eAAk.

(v) Якщо AB = BA, тодi AeB = eBA i eAeB = eBeA = eA+B.

(vi) Якщо s, t ∈ H, тодi eAseAt = eA(s+t).

(vii) Якщо A – оборотна, тодi
(
eA
)−1

= e(A
−1).

(viii) Якщо матриця D = diag[d1, . . . , dn], де di ∈ H для всiх i = 1, . . . , n, тодi

eD = diag[ed1, . . . , edn].

(ix) Якщо матриця A є дiагоналiзованою, P – оборотною i D – дiагональною

матрицею, що задовольняють A = PDP−1, тодi eA = PeDP−1.

(x) Якщо матриця A – ермiтова, тодi det eA = trA.

Доведення. Доведення тверджень (i)-(ix) очевидно слiдують з Означення 5.1.

Доведемо пункт (x). Оскiльки, A – ермiтова, тодi eA є ермiтовою також. I

можна дати означення визначника експоненти, поклавши

det eA =
∝∑

n=0

(detA)n

n!
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i оскiльки
∑∝

n=0
| detA|n

n! <∝. За твердженням (ii) цiєї теореми,

det eA = det

(
lim
k 7→∝

(
I+

1

k
A

)k
)

= lim
k 7→∝

det

(
I+

1

k
A

)k

.

Використовуючи Теорему 1.4 про характеристичний многочлен ермiтової ма-

трицi та властивостi границi, одержимо

det eA = lim
k 7→∝

(
1 +

trA

k
+O(k−2)

)k

= lim
k 7→∝

(
1 +

trA

k

)k

= etrA.

5.1.3. Розв’язок лiнiйних кватернiонових диференцiальних матри-

чних рiвнянь першого степеня. Розглянемо праве лiнiйне кватернiонове

диференцiальне матричне рiвняння

X
′
= AX+B, (5.35)

де A ∈ Hn×n, а матрицi, B(t) i X(t), вiдповiдно, кватернiонно-значнi матричнi

функцiї з дiйсною змiнною.

Теорема 5.6. Рiвняння (5.35) з початковою умовою X(t0) = X0 має єдиний

розв’язок для кожної початкової умови, t0 ∈ R i X0 ∈ Hn×n, що задається як

X = eA(t−t0)X0 + eAt

∫ t

t0

e−AτB(τ)dτ. (5.36)

Доведення. Доведення аналогiчне доведенню теореми у комплексному чи дiй-

сному випадку.

Запишемо дане рiвняння як X
′
= AX+B, i помножимо його злiва на e−At,

e−AtX
′ − e−AtAX = e−AtB.

Оскiльки e−AtA = Ae−At i використовуючи формули для похiдної експоненти

та добутку, отримаємо (
e−AtX

)′
= e−AtB.

Iнтегрування останнього рiвняння на iнтервалi [t0, t] дає

e−AtX(t)− e−At0X(t0) =

∫ t

t0

e−AτB(τ)dτ.
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Використавши те, що
(
e−At

)−1
= eAt, маємо

X(t) = eAte−At0X0 + eAt

∫ t

t0

e−AτB(τ)dτ.

Оскiльки eAte−At0 = eA(t−t0), звiдси випливає (5.36).

Розглянемо лiве лiнiйне кватернiонове диференцiальне матричне рiвняння

X
′
= XA+B, (5.37)

де A ∈ Hn×n, а матрицi, B(t) i X(t), вiдповiдно, кватернiонно-значнi матрицi з

дiйсною змiнною.

Аналогiчно Теоремi 5.6 можна довести наступну теорему.

Теорема 5.7. Рiвняння (5.37) з початковою умовою X(t0) = X0 має єдиний

розв’язок для кожної початкової умови t0 ∈ R i X0 ∈ Hn×n, що задається як

X = X0e
A(t−t0) +

∫ t

t0

B(τ)e−Aτdτ eAt.

Зауваження 5.1. Загальнi розв’язки рiвнянь (5.35) i (5.37) вiдповiдно є

x(t) = eAt

∫
e−AtB(t)dt, (5.38)

x(t) =

∫
B(t)e−Atdt eAt.

5.1.4. Визначниковi зображення розв’язiв лiнiйних кватернiоно-

вих диференцiальних матричних рiвнянь першого степеня з постiй-

ними матрицями. Нехай матриця B є матрицею з постiйними елементами.

1. Якщо матриця A – оборотня, тодi∫
e−Atdt = −A−1e−At +G,

де G – довiльна n× n матриця. Тодi для правого лiнiйного неоднорiдного рiв-

няння, X′
(t) = AX(t) + B, маємо, вiдповiдно, наступний загальний розв’язок

та розв’язок задачi з початковими умовами

X(t) = eAt

∫
e−AtdtB = −A−1B+ eAtGB,

X(t) = −A−1B+ eA(t−t0)X0B.
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Для лiвого лiнiйного неоднорiдного рiвняння, X′
(t) = X(t)A+B, маємо насту-

пний загальний розв’язок та розв’язок задачi з початковими умовами

X(t) = B

∫
e−Atdt eAt = −BA−1 +BGeAt,

X(t) = −BA−1 +BX0e
A(t−t0).

Якщо G ≡ 0 або (що є еквiвалентним) X0 ≡ 0, тодi частковий розв’язок правого

лiнiйного неоднорiдного рiвняння, X(t) = −A−1B, за формулами (4.5) та (4.3),

вiдповiдно, має наступнi визначниковi зображення:

xij =− cdetiA.i(b.j)

detA
, коли A− ермiтова;

xij =− cdeti(A
∗A).i(b.j)

ddetA
, коли A− довiльна.

Аналогiчно, якщо G чи X0 є нульовими матрицями, тодi частковий розв’язок

лiвого лiнiйного неоднорiдного рiвняння, X(t) = −BA−1 = (xij), за формулами

(4.10) та (4.8), вiдповiдно, має наступнi визначниковi зображення:

xij =− rdetiAj.(bi.)

detA
, коли A− ермiтова;

xij =− rdeti(AA∗)j.(bi.)

ddetA
, коли A− довiльна.

2. Нехай тепер A не є оборотна. Тодi, вiдповiдно до [24], наступна теорема

може бути узагальнена для кватернiонових матриць.

Теорема 5.8. Якщо матриця A ∈ Hn×n має iндекс k, тодi∫
e−Atdt =−Ade−At+

+(I−AAd)t

[
I− A

2
t+

A2

3!
t2 + ...+

(−1)k−1Ak−1

k!
tk−1

]
+G, (5.39)

де Ad – узагальнена обернена матриця Дразiна.

Доведення. Диференцiюючи рiвняння (5.39) i за означення експоненти e−At,

маємо

e−At = AdA

(
I−At+

A2

2
t2 + . . .+

(−1)kAk

k!
tk + . . .

)
+ (I−AAd)−

(I−AAd)At+ (I−AAd)
A2

2
t2 + . . .+ (I−AAd)

(−1)k−1Ak−1

(k − 1)!
tk−1. (5.40)
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Оскiльки AdA = AAd, то з (5.40) випливає рiвнiсть,

e−At =ADA

(
I−At+

A2

2
t2 + . . .+

(−1)kAk

k!
tk + . . .

)
−

−ADA

(
I−At+

A2

2
t2 + . . .+

(−1)kAk

k!
tk + . . .

)
+

+I−At+
A2

2
t2 + . . .+

(−1)kAk

k!
tk + . . .

Що завершує доведення.

Зауваження 5.2. Вiдмiтимо, що з (5.40) слiдує наступна рiвнiсть,

e−At(I−AAd) = (I−AAd)

[
I−At+

A2

2!
t2 + · · ·+ (−1)k−1Ak−1

(k − 1)!
tk−1

]
.

Аналогiчно, маємо

eAt(I−AAd) = (I−AAd)

[
I+At+

A2

2!
t2 + · · ·+ Ak−1

(k − 1)!
tk−1

]
. (5.41)

Розглянемо праве неоднорiдне диференцiальне рiвняння

X
′
(t) = AX(t) +B,

де A ∈ Hn×n – вироджена i IndA = k. Виходячи з рiвнянь (5.39) i (5.41), маємо

наступний загальний розв’язок,

X(t) =

=

{
−Ad + (I−AAd)t

[
I+At+

A2

2!
t2 + · · ·+ Ak−1

(k − 1)!
tk−1

]
+ eAtG

}
B.

Поклавши G = 0, тодi одержимо наступний частковий розв’язок

X(t) =−AdB+ (B−AdAB)t+

+
1

2
(AB−AdA2B)t2 + . . .+

1

k!
(Ak−1B−AdAkB)tk. (5.42)

Теорема 5.9. Якщо матриця A ∈ Hn×n має iндекс k i rankAk+1 = rankAk =

r ≤ n, тодi частковий розв’язок (5.42), X(t) = (xij(t)), має наступнi визна-

чниковi зображення,
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(i) коли матриця A ∈ Hn×n – ермiтова, тодi

xij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

(
Ak+1

. i

(
b̂
(k)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(Ak+1) β
β

∣∣∣ +

bij −
∑

β∈Jr, n{i}
cdeti

(
Ak+1

. i

(
b̂
(k+1)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(Ak+1) β
β

∣∣∣
 t

− 1

2

b̂(1)ij −

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

(
Ak+1

. i

(
b̂
(k+2)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(Ak+1) β
β

∣∣∣
 t2 + ...

(−1)k

k!

b̂(k−1)
ij −

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

(
Ak+1

. i

(
b̂
(2k)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(Ak+1) β
β

∣∣∣
 tk (5.43)

де AlB =: B̂(l) =
(
b̂
(l)
ij

)
∈ Hn×n для всiх l = 1, . . . , 2k;

(ii) коли A ∈ Hn×n - довiльна, то

xij =

n∑
s=1

a
(k)
it

∑
β∈Jr, n{s}

cdets

((
A2k+1

)∗ (
A2k+1

)
. s

(
d̂
(0)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(A2k+1)
∗
(A2k+1) β

β

∣∣∣
+

bij −

n∑
s=1

a
(k)
is

∑
β∈Jr, n{s}

cdets

((
A2k+1

)∗ (
A2k+1

)
. s

(
d̂
(1)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(A2k+1)
∗
(A2k+1) β

β

∣∣∣
 t

− 1

2

b̂
(1)
ij −

n∑
t=1

a
(k)
it

∑
β∈Jr, n{s}

cdets

((
A2k+1

)∗ (
A2k+1

)
. s

(
d̂
(2)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(A2k+1)
∗
(A2k+1) β

β

∣∣∣
 t2 + · · ·

(−1)k

k!

b̂
(k−1)
ij −

n∑
s=1

a
(k)
is

∑
β∈Jr, n{s}

cdets

((
A2k+1

)∗ (
A2k+1

)
. s

(
d̂
(k)
.j

))
β
β∑

β∈Jr, n

∣∣∣(A2k+1)
∗
(A2k+1) β

β

∣∣∣
 tk (5.44)

де (A2k+1)∗Ak+lB =: D̂(l) = (d̂
(l)
ij ) ∈ Hn×n для всiх l = 0, . . . , k.

Доведення. (i) Якщо A – ермiтова, то для Ad можемо використати визначни-

кове зображення (2.77), тодi для AdAmB := Y = (yij) маємо

yij =
n∑

s=1

adis

n∑
t=1

a
(m)
st btj =

∑
β∈Jr,n{i}

n∑
s=1

cdeti
(
Ak+1

. i

(
a.s

(k)
))β

β
·

n∑
t=1

a
(m)
st btj∑

β∈Jr,n
|Ak+1|ββ

=
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=
∑

β∈Jr,n{i}

n∑
t=1

cdeti
(
Ak+1

. i

(
a.t

(k+m)
))β

β
· btj∑

β∈Jr,n
|Ak+1|ββ

=

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

(
Ak+1

. i

(
b̂
(k+m)
.j

))β
β∑

β∈Jr, n
|Ak+1|ββ

для всiх i = 1, . . . , n i m = 0, . . . , k. Звiдси випливає (5.43).

(ii) Доведення визначникового зображення (5.44) аналогiчне доведенню у

пунктi (i). У випадку коли A не є ермiтовою, то для визначникового зображення

Ad використаємо формулу (2.84).

Розглянемо лiве неоднорiдне диференцiальне рiвняння

X
′
(t) = X(t)A+B,

де A ∈ Hn×n – вироджена i IndA = k. Маємо наступний загальний розв’язок

X(t) = B

{
−Ad + (I−AAd)t

[
I+At+

A2

2!
t2 + · · ·+ Ak−1

(k − 1)!
tk−1

]
+GeAt

}
.

Поклавши G = 0, одержимо наступний частковий розв’язок,

X(t) =

= −BAd + (B−BAAd)t+
1

2
(BA− bA2Ad)t2 + · · · 1

k!
(BAk−1 −BAkAd)tk.

(5.45)

Теорема 5.10. Якщо IndA = k, rankAk+1 = rankAk = r, тодi розв’язок

(5.45), X(t) = (xi(t)), можна подати наступним чином.

(i) Коли A ∈ Hn×n- ермiтова, тодi

xij =

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
Ak+1

j .

(
b̌
(k)
. i

))α
α∑

α∈Ir,n
|Ak+1|αα

+

bij −
∑

α∈Ir,n{j}
rdetj

(
Ak+1

j .

(
b̌
(k+1)
i .

))α
α∑

α∈Ir,n
|Ak+1|αα

 t−

−1

2

b̌(1)ij −

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
Ak+1

j .

(
b̌
(k+2)
i .

))α
α∑

α∈Ir,n
|Ak+1|αα

 t2 + · · ·+

+
(−1)k−1

k!

b̌(k−1)
ij −

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
Ak+1

j .

(
b̌
(2k)
i .

))α
α∑

α∈Ir,n
|Ak+1|αα

 tk,
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де BAl =: B̌(l) =
(
b̌
(l)
ij

)
для всiх l = 1, . . . , 2k.

(ii) Коли A ∈ Hn×n - довiльна, тодi

xij =

n∑
s=1

( ∑
α∈Ir, n{s}

rdets

((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
. s
(ď(0))

)α
α

)
a
(k)
sj∑

α∈Ir, n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α

+

+

b̄
(0)
ij −

n∑
s=1

( ∑
α∈Ir, n{s}

rdets

((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
. s
(ď(1))

)α
α

)
a
(k)
sj∑

α∈Ir, n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α

 t−

−1

2

b̌
(1)
ij −

n∑
s=1

( ∑
α∈Ir, n{s}

rdets

((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
. s
(ď(2))

)α
α

)
a
(k)
sj∑

α∈Ir, n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α

 t2 + · · ·+

+
(−1)k−1

k!

b̄
(k−1)
ij −

n∑
s=1

( ∑
α∈Ir, n{s}

rdets

((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
. s
(ď(k))

)α
α

)
a
(k)
sj∑

α∈Ir, n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α

 tk,

де BAk+l(A2k+1)∗ = BAlǍ =: Ď(l) = (ď
(l)
ij ) ∈ Hn×n для всiх l = 0, . . . , k.

Доведення. Доведення теореми аналогiчне доведенню Теореми 5.9, використо-

вуючи визначниковi зображення матрицi Дразiна (2.78) для випадку (i) та (2.85)

для випадку (ii), вiдповiдно.

5.1.5. Приклад розв’язку лiнiйного кватернiонового диференцi-

ального матричного рiвняння першого степеня. Розглянемо диферен-

цiальне матричне рiвняння

X′ +AX = B (5.46)

де

A =


1 k −i

−k 2 j

i −j 1

 , B =


i j k

1 −k j

1 0 i

 .
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Матриця A є ермiтовою. З того, що

A2 =


3 4k −3i

−4k 6 4j

3i −4j 3

 , detA = detA2 = 0,

det

 1 k

−k 2

 = 1, det

 3 4k

−4k 6

 = 2,

випливає, що IndA = 1 i r1 = rankA = 2. Тодi розв’язок X ∈ H3×3 рiвняння

(5.46) будемо шукати за формулою (5.43) як

xij =

∑
β∈J2, 3{i}

cdeti

(
A2

. i

(
b̂
(1)
.j

))
β
β∑

β∈J2, 3

∣∣∣(A2) β
β

∣∣∣ +

bij −
∑

β∈J2, 3{i}
cdeti

(
A2

. i

(
b̂
(2)
.j

))
β
β∑

β∈J2, 3

∣∣∣(A2) β
β

∣∣∣
 t

для всiх i, j = 1, 2, 3. Маємо
∑

β∈J2, 3

∣∣∣(A2
) β

β

∣∣∣ = 4,

B̂(1) =


k 1 + j 1− i+ k

2 i− 2k 1 + 2j− k

−j i+ k 1 + i− j

 , B̂(2) =


4k 4 + 3j 3− 4i+ 3k

6 4i− 6k 4 + 6j− 4k

−4j 4i+ 3k 4 + 3i− 3j

 .
Тодi,

x11 =
1

4

cdet1

k 4k

2 6

+ cdet1

 k −3i

−j 3

+

i− 1

4

cdet1

4k 4k

6 6

+

cdet1

 4k −3i

−4j 3

 t =
1

4
(−2k) +

(
i− 1

4
[0]

)
t = −0.5k+ it.

Продовжуючи аналогiчним чином, одержимо

X =


−0.5k+ it −0.5 + 0.5j+ 0.5jt 0.5 + 0.5i+ 0.5k+ (−0.5− 4.5k) t

1 + (1 + k)t −0.5i− k −0.5 + j+ 0.5k

0.5j+ t −0.5i+ 0.5k− 0.5kt −0.5 + 0.5i− 0.5j+ (0.5i− 0.5j)t





362

5.2. Визначниковi зображення зваженої Мура-Пенроуза узагальнено-

обернених розв’язкiв кватернiонових матричних рiвнянь.

5.2.1. Визначникове зображення зваженого Мура-Пенроуза розв’яз-

ку систем лiнiйних рiвнянь. У цьому пунктi на прикладi систем лiнiйних

рiвнянь дамо характеризацiєю зваженого Мура-Пенроуза розв’язку та його ви-

значникове зображення.

Розглянемо праву систему лiнiйних рiвнянь над тiлом кватернiонiв,

Ax = b (5.47)

де A ∈ Hm×n – матриця кватернiонових коефiцiєнтiв, b ∈ Hm×1 – стовпець вi-

домих i x ∈ Hn×1 – стовпець невiдомих. Слiдуючи за [222], розглянемо теорему,

що характеризує зважений Мура-Пенроуза розв’язок системи (5.47).

Теорема 5.11. [222] Нехай A ∈ Hm×n, а матрицi M i N є додатноозна-

ченими порядкiв m i n вiдповiдно. Права система лiнiйних рiвнянь (5.47) з

обмеженням x ∈ Rr(N
−1A∗M) має єдиний розв’язок

x = A†
M,Nb. (5.48)

Позначимо A♯ = N−1A∗M.

Визначниковi зображення розв’язку (5.48) розглядаємо в залежностi вiд ран-

гу матрицi A♯A та вiд того, чи є вона ермiтовою.

Теорема 5.12. Нехай A ∈ Hm×n i A♯A ∈ Hn×n – ермiтова.

(i) Якщо rankA = k ≤ m < n, тодi розв’язок (5.48), x = (x1, . . . , xn)
T , має

визначникове зображення

xi =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i
(f)
)β
β∑

β∈Jr, n
|A♯A|ββ

, (5.49)

де f = A♯ b для всiх i = 1, . . . , n.
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(ii) Якщо rankA = n, тодi для всiх i = 1, . . . , n маємо

xi =
cdeti

(
A♯A

)
.i
(f)

det (A♯A)
. (5.50)

Доведення. (i) Якщо rankA = k ≤ m < n, тодi за Теоремою 2.7 зважену уза-

гальнену обернену матрицю Мура-Пенроуза A†
M,N подамо за формулою (2.55).

Звiдси, покомпонентно для розв’язку (5.48) маємо

xi =
m∑
i=1

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯. j

))β
β∑

β∈Jr, n
|A♯A|ββ

· bj =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i
(f)
)β
β∑

β∈Jr, n
|A♯A|ββ

,

де f = A♯b для всiх i = 1, . . . , n.

(ii) Якщо rankA = n, тодi A†
M,N може бути подана як (2.58). Звiдси, представ-

ляючи A†b покомпонентно, одержимо (5.50).

Теорема 5.13. Нехай A ∈ Hm×n i A♯A ∈ Hn×n не є ермiтовою.

(i) Якщо rankA = k ≤ m < n, тодi розв’язок (5.48), x = (x1, . . . , xn)
T , має

визначникове зображення

xi =

∑
k

n
(− 1

2 )

ik

∑
β∈Jr, n{i}

cdetk

((
N−1

2A∗MAN− 1
2

)
. k

(
f̂
))β

β∑
β∈Jr, n

∣∣∣N−1
2A∗MAN− 1

2

∣∣∣β
β

,

де f̂ =
(
N−1

2A∗M
)
b i n(−

1
2 )

ik є (ik)-м елементом матрицi N− 1
2 для всiх

i, k = 1, . . . , n.

(ii) Якщо rankA = n, тодi для всiх i = 1, . . . , n маємо

xi =
cdeti(A

∗MA).i
(
f̌
)

det(A∗MA)
.

де f̌ = A∗Mb для всiх j = 1, . . . ,m.

Доведення. Доведення подiбне до доведення Теореми 5.12, використовуючи по-

компонентне визначникове зображення A†
M,N за формулою (2.64) у випадку (i),

та (2.66) у випадку (ii), вiдповiдно.
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Тепер, розглянемо лiву систему лiнiйних рiвнянь над тiлом кватернiонiв,

xA = b, (5.51)

де A ∈ Hm×n – матриця коефiцiєнтiв, b ∈ H1×n – рядок вiдомих значень, i

x ∈ H1×m – невiдомий вектор-рядок. Наступна теорема характеризує зважений

Мура-Пенроуза розв’язок системи (5.51).

Теорема 5.14. Лiва система лiнiйних рiвнянь (5.51) з обмеженням x ∈ Rl(A
♯)

має єдиний розв’язок

x = bA†
M,N . (5.52)

Теорема 5.15. Нехай A ∈ Hm×n i AA♯ ∈ Hm×m є ермiтовою.

(i) Якщо rankA = k ≤ n < m, тодi визначникове зображення розв’язку (5.52),

x = (x1, . . . , xm), має вигляд

x̃j =

∑
α∈Ir,m{j}

rdeti

((
A♯A

)
j .
(g)
)α
α∑

α∈Ir, m
|A♯A|αα

,

де g = bA♯ для всiх j = 1, . . . ,m.

(ii) Якщо rankA = m, тодi для всiх j = 1, . . . ,m маємо

xj =
rdetj

(
AA♯

)
j.
(g)

detAA♯
.

Доведення. Доведення подiбне до доведенню Теореми 5.12, використовуючи ви-

значникове зображення (2.56) матрицi A†
M,N у випадку (i), та (2.59) у випадку

(ii), вiдповiдно.

Теорема 5.16. Нехай A ∈ Hm×n i матриця AA♯ ∈ Hm×m не є ермiтовою.

(i) Якщо rankA = k ≤ n < m, тодi визначниковим зображенням розв’язку

(5.52), x = (x1, . . . , xm), є

xj =

∑
l

∑
α∈Ir,m{l}

rdetl

((
M

1
2AN−1AM

1
2

)
l.
(ĝ)
)α
α
m

(12 )

lj∑
α∈Ir, m

∣∣∣M 1
2AN−1AM

1
2

∣∣∣α
α

,
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де ĝ = b
(
N−1A∗M

1
2

)
, m( 12 )

lj is (lj)-им елементом матрицi M
1
2 для всiх

l, j = 1, . . . ,m.

(ii) Якщо rankA = m, тодi для всiх j = 1, . . . ,m, маємо

x̃j =
rdetj(AN−1A∗)j. ǧ

det(AN−1A∗)
.

де ǧ = bN−1A∗.

Доведення. Доведення подiбне до доведенню Теореми 5.12, використовуючи ви-

значникове зображення (2.67) матрицi A†
M,N у випадку (i), та (2.69) – у випадку

(ii), вiдповiдно.

5.2.2. Правила Крамера зваженого Мура-Пенроуза розв’язку дво-

стороннього кватернiонового матричного рiвняння з обмеженнями.

Нехай A ∈ Hm×n, B ∈ Hp×q. Ведемо позначення

Cr(A,B) :=Cr(Y) = {Y = AXB : Xn×q},

Nr(A,B) :=Nr(X) = {Xn×p : AXB = 0},

Rl(A,B) :=Rl(Y) = {Y = AXB : Xn×q},

Nl(A,B) :=Nl(X) = {Xn×p : AXB = 0}.

Лема 5.4. [224] Нехай A ∈ Hm×n
r1

, B ∈ Hp×q
r2

, а матрицi M, N, P i Q є до-

датноозначеними порядкiв m, n, p i q, вiдповiдно. Позначимо A♯ = N−1A∗M

and B♯ = Q−1B∗P. Якщо D ⊂ Cr
(
AA♯,B♯B

)
i D ⊂ Rl

(
A♯A,BB♯

)
для дво-

стороннього рiвняння з обмеженнями

AXB = D, (5.53)

Cr(X) ⊂ N−1Cr(A∗), Nr(X) ⊃ P−1Nr(B
∗), (5.54)

Rl(X) ⊂ Rl(A
∗)M, Nl(X) ⊃ Nl(B

∗)Q (5.55)

тодi єдиним розв’язком рiвняння (5.53) з обмеженнями (5.54)-(5.55) є

X = A†
M,NDB†

P,Q. (5.56)
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У цьому пiдроздiлi, ми виведемо визначниковi зображення розв’язку (5.56),

використовуючи визначниковi зображення зваженої кватернiонової узагальне-

ної оберненої матрицi Мура-Пенроуза. Розглянемо рiзнi випадки в залежностi

вiд того, чи матрицi A♯A та BB♯ є ермiтовими чи нi.

Випадок, коли обидвi матрицi A♯A i BB♯ є ермiтовими.

Теорема 5.17. Нехай A♯A and BB♯ – ермiтовi. Позначимо D̃ = A♯DB♯. Тодi

розв’язок (5.56) має наступнi визначниковi зображення.

(i) Якщо rankA = r1 < n i rankB = r2 < p, тодi

xij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A♯A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
= (5.57)

=

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

((
BB♯

)
j .

(
dA
i .

))α
α∑

β∈Jr1,n
|A♯A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
, (5.58)

де

dB
. j =

 ∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

((
BB♯

)
j.

(
d̃k.

))α
α

 ∈ Hn×1, k = 1, . . . , n, (5.59)

dA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

((
A♯A

)
.i

(
d̃. l

))β
β

 ∈ H1×p, l = 1, . . . , p. (5.60)

Тут d̃ k . i d̃ . l – k-й рядок i l-й стовпець матрицi D̃ для всiх k = 1, . . . , n,

l = 1, . . . , p.

(ii) Якщо rankA = n i rankB = p, тодi

xi j =
cdeti(A

♯A). i
(
dB
.j

)
det(A♯A) · det(BB♯)

= (5.61)

=
rdetj(BB♯)j.

(
dA
i .

)
det(A♯A) · det(BB♯)

, (5.62)

де

dB
.j :=

[
rdetj(BB♯)j.

(
d̃k .

)]
∈ Hn×1, k = 1, . . . , n, (5.63)

dA
i . :=

[
cdeti(A

♯A). i

(
d̃. l

)]
∈ H1×p, l = 1, . . . , p. (5.64)
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(iii) Якщо rankA = n i rankB = r2 < p, тодi

xij =
cdeti

((
A♯A

)
. i

(
dB
. j

))
det(A♯A) ·

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
= (5.65)

=

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

((
BB♯

)
j .

(
dA
i .

))α
α

det(A♯A) ·
∑

α∈Ir2,p
|BB♯|αα

, (5.66)

де dB
. j є (5.59) i dA

i . знаходиться за формулою (5.64).

(iv) Якщо rankA = r1 < n i rankB = p, тодi

xi j =
rdetj(BB♯)j.

(
dA
i .

)∑
β∈Jr1,n

|A♯A|ββ · det(BB♯)
= (5.67)

=

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A♯A|ββ · det(BB♯)

, (5.68)

де dB
. j є (5.63) i dA

i . визначається формулою (5.60).

Доведення. (i) Якщо A ∈ Hm×n
r1

, B ∈ Hp×q
r2

i r1 < n, r2 < p, тодi за Теоре-

мою 2.7 матрицi A† =
(
a‡ij

)
∈ Hn×m i B† =

(
b‡ij

)
∈ Hq×p мають, вiдповiдно,

визначниковi зображення

a‡ij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯.j

))β
β∑

β∈Jr1, n
|A♯A|ββ

, (5.69)

b‡ij =

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

(
(BB♯)j . (b

♯
i. )
)α
α∑

α∈Ir2,p
|BB♯|αα

. (5.70)

За Лемою 5.4, X = A†
M,NDB†

P,Q i елементи матрицi X = (xij) є

xij =

q∑
s=1

m∑
k=1

a‡ikdksb
‡
sj. (5.71)

Нехай es. i e. s є одиничними вектор-рядком i вектор-стовпцем, вiдповiдно. Пiд-
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ставивши (5.69) i (5.70) у рiвняння (5.71), одержимо

xij =

p∑
t=1

n∑
l=1

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i
(e. l)

)β
β
d̃lt

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj
(
(BB♯)j . (et.)

)α
α∑

β∈Jr1, n
|A♯A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
,

(5.72)

де d̃lt – (lt)-й елемент матрицi D̃. Позначимо

dAit :=
n∑
l=1

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i
(e.l)

)β
β
d̃lt =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti

((
A♯A

)
. i

(
d̃.t

))β
β

як t-у компоненту вектор-рядка dA
i . =

[
dAi1, ..., d

A
ip

]
для всiх t = 1, . . . , p. Пiдста-

вивши її у (5.72), маємо

xij =

p∑
t=1

dAit
∑

α∈Ir2,p{j}
rdetj

(
(BB♯)j . (et.)

)α
α∑

β∈Jr1, n
|A♯A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
.

В силу того, що
p∑

t=1
dAitet. = dA

i ., звiдси випливає (5.58).

Якщо ж введемо

dBlj :=

p∑
t=1

d̃lt
∑

α∈Ir2,p{j}

rdetj
(
(BB♯)j . (et.)

)α
α
=

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

(
(BB♯)j .(d̃l.)

)α
α

як l-у компоненту вектор-стовпця dB
. j =

[
dB1j, ..., d

B
jn

]T для всiх l = 1, . . . , n i

пiдставимо її у (5.72), тодi одержимо

xij =

n∑
l=1

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i
(e. l)

)β
β
dBlj∑

β∈Jr1, n
|A♯A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
.

Оскiльки,
n∑
l=1

e.ld
B
lj = dB

. j, то звiдси слiдує (5.57).

(ii) Якщо rankA = n i rankB = p, то за Теоремою 2.7 матрицi A†
M,N =(

a‡ij

)
∈ Hn×m i B†

P,Q =
(
b‡ij

)
∈ Hq×p мають визначниковi зображення
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a‡ij =
cdeti(A

♯A). i

(
a♯. j

)
det(A♯A)

, (5.73)

b‡ij =
rdetj(BB♯)j.

(
b♯
i.

)
det(BB♯)

. (5.74)

Пiдставивши їх у (5.71), одержимо (5.61) та (5.62).

(iii) Якщо A ∈ Hm×n
r1

, B ∈ Hp×q
r2

i r1 = n, r2 < p, тодi для матриць A†
M,N i

B†
P,Q визначниковi зображення (5.73) i (5.70), вiдповiдно, є бiльш застосовними.

Пiдставивши їх у (5.71) аналогiчно до попереднього, одержимо визначниковi

зображення (5.65) i (5.66).

(iv) У цьому випадку для матриць A†
M,N i B†

P,Q використаємо визначниковi

зображення (5.69) та (5.74), вiдповiдно.

Наслiдок 5.5. Нехай A ∈ Hm×n
r1

, D ∈ Hm×p, M, N є додатноозначеними

матрицями порядку m i n, вiдповiдно, i A♯A – ермiтова. Позначимо D̂ =

A♯D. Якщо D ⊂ Rr(AA♯) i D ⊂ Rl(A
♯A), i для рiвняння

AX = D, (5.75)

виконуються умови

Rr(X) ⊂ N−1Rr(A
∗), Rl(X) ⊂ Rl(A

∗)M, (5.76)

тодi єдиним розв’язком рiвняння (5.75) з обмеженнями (5.76) є

X = A†
M,ND

який має наступнi визначниковi зображення.

(i) Якщо rankA = r1 < n, тодi

xij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti

((
A♯A

)
. i

(
d̂. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A♯A|ββ

,

де d̂.j – j-й стовпець матрицi D̂ для всiх i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p.
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(ii) Якщо rankA = n, тодi

xi j =
cdeti(A

♯A). i

(
d̂.j

)
det(A♯A)

.

Доведення. Доведення безпосередньо випливає з доведення Теореми 5.17 по-

клавши матрицi B, P i Q одиничними.

Наслiдок 5.6. Нехай B ∈ Hp×q
r2

, D ∈ Hn×q, P i Q є додатноозначеними ма-

трицями порядку p i q, вiдповiдно, а матриця BB♯ – ермiтова. Позначимо

Ď = DB♯. Якщо D ⊂ Rr(B
♯B) i D ⊂ Rl(BB♯) для рiвняннi

XB = D, (5.77)

Nr(X) ⊃ P−1Nr(B
∗), Nl(X) ⊃ Nl(B

∗)Q, (5.78)

тодi єдиним розв’язком рiвняння (5.77) з обмеженнями (5.78) є

X = DB†
P,Q,

котрий має наступнi визначниковi зображення.

(i) Якщо rankB = r2 < p, тодi

xij =

∑
α∈Ir2,q{j}

rdetj

((
BB♯

)
j .

(
ďi .

))α
α∑

α∈Ir2,q
|BB♯|αα

,

де ďi. – i-й рядок матрицi Ď для всiх i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p.

(ii) Якщо rankB = p, тодi

xi j =
rdetj

(
BB♯

)
j.

(
ďi.

)
det (BB♯)

.

Доведення. Доведення безпосередньо випливає з доведення Теореми 5.17 по-

клавши матрицi A, M i N одиничними.

Випадок обох неермiтових матриць A♯A i BB♯. Позначимо

Ã := M
1
2AN− 1

2 = (ãij) ∈ Hm×n, B̃ := P
1
2BQ−1

2 =
(
b̃ij

)
∈ Hp×q.

Тодi Ã∗ = N−1
2A∗M

1
2 i B̃∗ = Q−1

2B∗P
1
2 .
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Теорема 5.18. Нехай матрицi A♯A i BB♯ будуть обидвi неермiтовi. Тодi

розв’язок (5.56) має наступнi визначниковi зображення.

(i) Нехай D̃ := N− 1
2A∗MDQ−1B∗P

1
2 = (d̃ij) ∈ Hn×p. Якщо rankA = r1 < n i

rankB = r2 < p, тодi

xij =

∑
k

n
(− 1

2 )

ik

∑
β∈Jr1, n{k}

cdetk

((
Ã∗Ã

)
. k

(
dB
.j

))β
β∑

β∈Jr1, n

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β

∑
α∈Ir2,p

∣∣∣B̃B̃∗
∣∣∣α
α

= (5.79)

=

∑
l

∑
α∈Ir2, p{l}

rdetl

((
B̃B̃∗

)
l.
(dA

i. )
)α
α
· p(

1
2 )

lj

∑
β∈Jr1, n

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β

∑
α∈Ir2,p

∣∣∣B̃B̃∗
∣∣∣α
α

, (5.80)

де

dB
. j =

∑
l

∑
α∈Ir2, p{l}

rdetl

((
B̃B̃∗

)
l.
(d̃t.)

)α
α
· p(

1
2 )

lj

 ∈ Hn×1, (5.81)

dA
i . =

∑
k

n
(−1

2 )

ik

∑
β∈Jr1, n{k}

cdetk

((
Ã∗Ã

)
. k

(
d̃.f

))β
β

 ∈ H1×p. (5.82)

Тут d̃t. та d̃.f – t-й рядок i f -й стовпець матрицi D̃ для всiх t = 1, . . . , n,

f = 1, . . . , p.

(ii) Нехай D̂ := A∗MDQ−1B∗ ∈ Hn×p. Якщо rankA = n i rankB = p, тодi

xi j =
cdeti(A

∗MA). i
(
dB
.j

)
det(A∗MA) · det(BQ−1B∗)

, (5.83)

=
rdetj(BQ−1B∗)j.

(
dA
i .

)
det(A∗MA) · det(BQ−1B∗)

, (5.84)

де

dB
.j :=

[
rdetj(BQ−1B∗)j.

(
d̂t .

)]
∈ Hn×1, (5.85)

dA
i . :=

[
cdeti(A

∗MA). i

(
d̂.f

)]
∈ H1×p. (5.86)

Тут d̂t . i d̂.f – t-й рядок i f -й стовпець матрицi D̂, вiдповiдно.



372

(iii) Якщо rankA = n i rankB = r2 < p, тодi

xij =
cdeti

(
(A∗MA). i

(
d B

. j

))
det(A∗MA) ·

∑
α∈Ir2,p

∣∣∣B̃B̃∗
∣∣∣α
α

= (5.87)

=

∑
l

∑
α∈Ir2, p{l}

rdetl

((
B̃B̃∗

)
l.
(dA

i. )
)α
α
· p(

1
2 )

lj

det(A∗MA) ·
∑

α∈Ir2,p

∣∣∣B̃B̃∗
∣∣∣α
α

, (5.88)

де dB
. j є (5.81) i dA

i . визначається у (5.86).

(iv) Якщо rankA = r1 < n та rankB = p, тодi

xi j =
rdetj(BQ−1B∗)j.

(
dA
i .

)
∑

β∈Jr1,n

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β
· det(BQ−1B∗)

= (5.89)

=

∑
k

n
(−1

2 )

ik

∑
β∈Jr1, n{k}

cdetk

((
Ã∗Ã

)
. k

(
dB
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β
· det(BQ−1B∗)

, (5.90)

де dB
. j визначається у (5.85), а dA

i . у (5.82).

Доведення. (i) Якщо матрицi A ∈ Hm×n
r1

, B ∈ Hp×q
r2

обидвi є неермiтовими, i

r1 < n, r2 < p, тодi за Теоремою 2.8 матрицi A†
M,N =

(
a‡ij

)
∈ Hn×m i B†

P,Q =(
b‡ij

)
∈ Hq×p мають, вiдповiдно, визначниковi зображення

a‡ij =

∑
k

n
(− 1

2 )

ik

∑
β∈Jr1, n{k}

cdetk

((
Ã∗Ã

)
. k
(â.j)

)β
β∑

β∈Jr1, n

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β

, (5.91)

де â.j – j-й стовпець матрицi N− 1
2A∗M;

b‡ij =

∑
l

∑
α∈Ir2, p{l}

rdetl

((
B̃B̃∗

)
l.
(b̂i.)

)α
α
· p(

1
2 )

lj∑
α∈Ir2,p

∣∣∣B̃B̃∗
∣∣∣α
α

, (5.92)

де b̂i. – i-й рядок матрицi Q−1B∗P
1
2 . За Лемою 5.4, X = A†

M,NDB†
P,Q i елементи

матрицi X = (xij) виражаються як

xij =

q∑
s=1

m∑
t=1

a‡itdtsb
‡
sj (5.93)



373

для всiх i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p. Нехай es. i e. s є одиничними вектор-рядком
та вектор-стовпцем. Пiдставивши (5.91) i (5.92) у рiвняння (5.93), одержимо

xij =

p∑
t=1

n∑
f=1

∑
k

n
(− 1

2
)

ik

∑
β∈Jr1,n{k}

cdetk

((
Ã∗Ã

)
.k
(e.f )

)β
β
d̃ft
∑
l

∑
α∈Ir2,p{l}

rdetl

((
B̃B̃∗

)
l.
(et.)

)α
α
· p(

1
2
)

lj

∑
β∈Jr1,n

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β

∑
α∈Ir2,p

∣∣∣B̃B̃∗
∣∣∣α
α

.

(5.94)

Позначивши

dAit :=
n∑

f=1

∑
k

n
(−1

2 )

ik

∑
β∈Jr1, n{k}

cdetk

((
Ã∗Ã

)
. k
(e . f)

)β
β
d̃ft =

=
∑
k

n
(− 1

2 )

ik

∑
β∈Jr1,n{k}

cdetk

((
Ã∗Ã

)
. k

(
d̃. t

))β
β

як t-у компоненту вектор-рядка dA
i. =

[
dAi1, ..., d

A
ip

]
для всiх t = 1, . . . , p та пiд-

ставивши її у рiвняння (5.94), маємо

xij =

p∑
t=1

dAit
∑
l

∑
α∈Ir2,p{l}

rdetl

((
B̃B̃∗

)
l.
(et.)

)α
α
· p(

1
2 )

lj

∑
β∈Jr1,n

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β

∑
α∈Ir2,p

∣∣∣B̃B̃∗
∣∣∣α
α

.

З того, що
p∑

t=1
dAitet. = dA

i. , випливає формула (5.80). Якщо позначимо

dBfj :=

p∑
t=1

d̃ft
∑
l

∑
α∈Ir2,p{l}

rdetl

((
B̃B̃∗

)
l.
(et.)

)α
α
· p(

1
2 )

lj =

=
∑
l

∑
α∈Ir2,p{l}

rdetl

((
B̃B̃∗

)
l.
(d̃f.)

)α
α
· p(

1
2 )

lj

як f -у компоненту вектор-стовпця dB
.j =

[
dB1j, . . . , d

B
jn

]T для всiх f = 1, . . . , n i

пiдставимо її в (5.94), тодi

xij =

n∑
f=1

∑
k

n
(−1

2 )

ik

∑
β∈Jr1,n{k}

cdetk

((
Ã∗Ã

)
.k
(e.f)

)β
β
dBfj∑

β∈Jr1, n
|A♯A|ββ

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
.

Оскiльки,
n∑

f=1

e.fd
B
fj = dB

.j , то з цього випливає формула (5.79).
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(ii) Якщо rankA = n i rankB = p, тодi за Теоремою 2.8 матрицi A†
M,N =(

a‡ij

)
∈ Hn×m i B†

P,Q =
(
b‡ij

)
∈ Hq×p мають визначниковi зображення

a‡ij =
cdeti(A

∗MA).i (â.j)

det(A∗MA)
, (5.95)

b‡ij =
rdetj(BQ−1B∗)j.(b̂i.)

det(BQ−1B∗)
. (5.96)

де â.j – j -й стовпець матрицi A∗M для всiх j = 1, . . . ,m, а b̂i. – i-й рядок ма-

трицi Q−1B∗ для всiх i = 1, . . . , n. Пiдставивши їх у рiвняння (5.93), одержимо

xij =

p∑
t=1

n∑
f=1

cdeti(A
∗MA).i (e.f) d̂ftrdetj(BQ−1B∗)j.(et.)

det (A∗MA)det(BQ−1B∗)
,

де e.f i et. – одиничнi вектор-рядок i вектор-стовпець, а d̂ft – (ft)-й елемент

матрицi D̂ := A∗MDQ−1B∗. Введемо

dAit := cdeti(A
∗MA).i (d̂.t)

як t-у компоненту вектор-рядка dA
i . =

[
dAi1, ..., d

A
ip

]
для всiх t = 1, . . . , p. Пiдста-

вивши її в рiвняння (5.94), звiдси випливає (5.83).

Аналогiчно одержимо (5.84).

(iii) Якщо A ∈ Hm×n
r1

, B ∈ Hp×q
r2

i r1 = n, r2 < p, тодi для матриць A†
M,N i

B†
P,Q визначниковi зображення (5.95) i (5.91), вiдповiдно, є бiльш застосовними.

Пiдставивши їх у рiвняння (5.93) аналогiчно попередньому, одержимо визна-

чниковi зображення (5.87) i (5.88).

(iv) У цьому випадку для A†
M,N i B†

P,Q, використаємо визначниковi зображе-

ння (5.91) i (5.96), вiдповiдно.

Наслiдок 5.7. Нехай A ∈ Hm×n
r1

, D ∈ Hm×p, i матрицi M, N є додатноо-

значеними порядку m i n, вiдповiдно, а матриця A♯A не є ермiтовою. Якщо

D ⊂ Rr(AA♯) i D ⊂ Rl(A
♯A), тодi єдиний розв’язок X = A†

M,ND рiвняння

AX = D з обмеженням (5.76) має визначниковi зображення:
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(i) Якщо rankA = r1 < n, тодi

xij =

∑
k

n
(−1

2 )

ik

∑
β∈Jr1, n{i}

cdetk

((
Ã∗Ã

)
. k

(
d̃.j

))β
β∑

β∈Jr1, n

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β

,

де d̃.j – j-й стовпець матрицi D̃ = N−1
2A∗MD для всiх j = 1, . . . , p.

(ii) Якщо rankA = n, тодi

xi j =
cdeti (A

∗MA). i

(
d̂.j

)
det (A∗MA)

,

де d̂.j – j-й стовпець матрицi D̂ = A∗MD.

Доведення. Доведення, очевидно, випливає з Теореми 5.18, коли матрицi B, P,

Q покладемо як одиничнi.

Наслiдок 5.8. Нехай B ∈ Hp×q
r2

, D ∈ Hn×q, i матрицi P та Q є додатноозна-

ченими порядку p i q, вiдповiдно, а BB♯ не є ермiтовою. Якщо D ⊂ Rr(B
♯B)

i D ⊂ Rl(BB♯), тодi єдиний розв’язок X = DB†
P,Q рiвняння XB = D з обме-

женням (5.78) має наступнi визначниковi зображення.

(i) Якщо rankB = r2 < p, тодi

xij =

∑
l

∑
α∈Ir2,q{l}

rdetl

((
B̃B̃∗

)
l .

(
d̃i .

))α
α
p
( 1
2)

lj∑
α∈Ir2,q

∣∣∣B̃B̃∗
∣∣∣α
α

,

де d̃i. – i-й рядок матрицi D̃ = DQ−1B∗P
1
2 та p

( 1
2)

lj – (lj)-ий елемент

матрицi P
1
2 .

(ii) Якщо rankB = p, тодi

xi j =
rdetj

(
BQ−1B∗)

j.

(
d̂i.

)
det (BQ−1B∗)

, (5.97)

де d̂i. – i-й рядок матрицi D̂ = DQ−1B∗.

Доведення. Доведення, очевидно, випливає з Теореми 5.18, коли матрицi A, M

i N покладемо як одиничнi.
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Змiшанi випадки. У цьому пунктi розглянемо змiшанi випадки, коли з па-

ри матриць A♯A, BB♯ лише одна є ермiтовою. Оскiльки їх доведення аналогiчнi

до доведенню Теорем 5.17 i 5.18, то розглянемо цi теореми без доведень.

Теорема 5.19. Нехай матриця A♯A – ермiтова, а BB♯ не є ермiтовою. По-

значимо B̃ := P
1
2BQ− 1

2 ∈ Hp×q. Тодi розв’язок (5.56) має наступнi визначни-

ковi зображення.

(i) Якщо rankA = r1 < n i rankB = r2 < p, тодi

xij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A♯A|ββ

∑
α∈Ir2,p

∣∣∣B̃B̃∗
∣∣∣α
α

=

=

∑
l

∑
α∈Ir2, p{l}

rdetl

((
B̃B̃∗

)
l.

(
dA
i.

))α
α
· p(

1
2 )

lj∑
β∈Jr1,n

|A♯A|ββ
∑

α∈Ir2,p

∣∣∣B̃B̃∗
∣∣∣α
α

,

де

dB
. j =

∑
l

∑
α∈Ir2, p{l}

rdetl

((
B̃B̃∗

)
l.
(d̃t.)

)α
α
· p(

1
2 )

lj

 ∈ Hn×1, (5.98)

dA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

((
A♯A

)
.i

(
d̃.f

))β
β

 ∈ H1×p. (5.99)

Тут d̃t. i d̃.f – t-й рядок i f -й стовпець матрицi D̃ := A♯DQ−1B∗P
1
2 для

всiх t = 1, . . . , n, f = 1, . . . , p.

(ii) Якщо rankA = n i rankB = p, тодi

xi j =
cdeti(A

♯A). i
(
dB
.j

)
det(A♯A) · det(BQ−1B∗)

=
rdetj(BQ−1B∗)j.

(
dA
i .

)
det(A♯A) · det(BQ−1B∗)

,

де

dB
.j :=

[
rdetj(BQ−1B∗)j.

(
d̂t .

)]
∈ Hn×1, (5.100)

dA
i . :=

[
cdeti(A

♯A). i

(
d̂.f

)]
∈ H1×p. (5.101)

Тут d̂t ., d̃.f – t-й рядок i f -й стовпець матрицi D̂ = A♯DQ−1B∗.
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(iii) Якщо rankA = n and rankB = r2 < p, тодi

xij =
cdeti

((
A♯A

)
. i

(
d B

. j

))
det(A♯A) ·

∑
α∈Ir2,p

∣∣∣B̃B̃∗
∣∣∣α
α

=

∑
l

∑
α∈Ir2, p{l}

rdetl

((
B̃B̃∗

)
l.
(dA

i. )
)α
α
·m( 12 )

lj

det(A♯A) ·
∑

α∈Ir2,p

∣∣∣B̃B̃∗
∣∣∣α
α

,

де dB
. j визначається у (5.98) i dA

i . є (5.101).

(iv) Якщо rankA = r1 < n i rankB = p, тодi

xi j =
rdetj(BQ−1B∗)j.

(
dA
i .

)∑
β∈Jr1,n

|A♯A|ββ · det(BQ−1B∗)
=

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n
|A♯A|ββ · det(BQ−1B∗)

,

де dB
. j є (5.100) i dA

i . – (5.99).

Теорема 5.20. Нехай A♯A не є ермiтовою, а BB♯ – ермiтова. Позначимо

Ã := M
1
2AN−1

2 ∈ Hm×n. Тодi розв’язок (5.56) має визначниковi зображення.

(i) Якщо rankA = r1 < n i rankB = r2 < p, тодi

xij =

∑
k

n
(− 1

2 )

ik

∑
β∈Jr1, n{k}

cdetk

((
Ã∗Ã

)
. k

(
dB
.j

))β
β∑

β∈Jr1, n

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
=

=

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

((
BB♯

)
j .

(
dA
i .

))α
α∑

β∈Jr1, n

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
,

де

dB
. j =

 ∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

((
BB♯

)
j .

(
d̃t .

))α
α

 ∈ Hn×1, (5.102)

dA
i . =

∑
k

n
(− 1

2 )

ik

∑
β∈Jr1, n{k}

cdetk

((
Ã∗Ã

)
. k

(
d̃.f

))β
β

 ∈ H1×p. (5.103)

Тут d̃t. i d̃.f – t-й рядок i f -й стовпець матрицi D̃ := N− 1
2A∗MDB♯ для

всiх t = 1, . . . , n, f = 1, . . . , p.
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(ii) Якщо rankA = n i rankB = p, тодi

xi j =
cdeti(A

∗MA). i
(
dB
.j

)
det(A∗MA) · det (BB♯)

=
rdetj

(
BB♯

)
j.

(
dA
i .

)
det(A∗MA) · det (BB♯)

,

де

dB
.j :=

[
rdetj

(
BB♯

)
j.

(
d̂t .

)]
∈ Hn×1, (5.104)

dA
i . :=

[
cdeti(A

∗MA). i

(
d̂.f

)]
∈ H1×p. (5.105)

Тут d̂t ., d̂.f – t-й рядок i f -й стовпець матрицi D̂ = A∗MDB♯.

(iii) Якщо rankA = n i rankB = r2 < p, тодi

xij =
cdeti

(
(A∗MA). i

(
dB
. j

))
det(A∗MA) ·

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
=

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

((
BB♯

)
j .

(
dA
i .

))α
α

det(A∗MA) ·
∑

α∈Ir2,p
|BB♯|αα

,

де dB
. j is (5.102) i dA

i . is (5.105).

(iv) Якщо rankA = r1 < n i rankB = p, тодi

xi j =
rdetj

(
BB♯

)
j.

(
dA
i .

)
∑

β∈Jr1,n

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β
· det (BB♯)

=

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β
· det(BQ−1B∗)

,

де dB
. j є (5.104) i dA

i . визначається у (5.103).

5.2.3. Приклад правила Крамера двостороннього матричного рiв-

няння з обмеженнями. Розглянемо матричне рiвняння з обмеженнями

AXB = D,

Rr(X) ⊂ N−1Rr(A
∗), Nr(X) ⊃ P−1Nr(B

∗),

Rl(X) ⊂ Rl(A
∗)M, Nl(X) ⊃ Nl(B

∗)Q

(5.106)

де

A =

k −j j

1 0 k

 ,N =


5 0 −4j

0 4 0

4j 0 5

 ,M =

 5 4k

−4k 5

 ,D =

 i −j k

−k 0 j

 ,

B =

k −j j

0 1 i

 ,Q =


1 i 0

−i 2 −j

0 j 2

 ,P =

 2.5 −1.5j

1.5j 2.5

 .
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Оскiльки,

A∗ =


−k 1

i 0

−j −k

 , B∗ =


−k 0

j 1

−j −i

 ,

det(AA∗) = det

 3 −i+ k

i− k 2

 = 4, det(BB∗) = det

 3 −j+ k

j− k 2

 = 4,

тодi rankA = rankB = 2.

За Теоремою 1.4 про оберненi для ермiтових матриць, маємо

Q−1 =
1

3


5 −4i −3k

4i 5 3j

3k −3j 3

 , N−1 =


5
9 0 4

9j

0 1
4 0

−4
9j 0 5

9

 .
Неважко перевiрити, що обидвi матрицi A♯A = N−1A∗MA та BB♯ = BQ−1B∗P

не є ермiтовими. Отже, будемо шукати розв’язок рiвняння (5.106) за формулою

(5.89). Тодi,

xi j =
rdetj(BQ−1B∗)j.

(
dA
i .

)
∑

β∈J2,3

∣∣∣Ã∗Ã
∣∣∣β
β
· det(BQ−1B∗)

, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, (5.107)

де dA
i . знаходимо за формулою (5.82), а саме

dA
i . =

∑
k

n
(−1

2 )

ik

∑
β∈J2, 3{k}

cdetk

((
Ã∗Ã

)
. k

(
d̃.f

))β
β

 ∈ H1×2. (5.108)

Щоб отримати N− 1
2 , спочатку знайдемо власнi значення матрицi N, котрi є

коренями характеристичного многочлена

p(λ) = det


λ− 5 0 4j

0 λ− 4 0

−4j 0 λ− 5

 = λ3 − 14λ2 + 49λ− 36 ⇒


λ1 = 1,

λ2 = 4,

λ3 = 9.

Обчисливши пов’язанi власнi вектори, пiсля їх ортонормалiзацiї отримуємо унi-
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тарну матрицю U стовпцi якого є власними векторами матрицi N.

U =


0.5− 0.5j 0 0.5 + 0.5j

0 1 0

0.5 + 0.5j 0 0.5− 0.5j

 .
Отже,

N
1
2 = U∗DU =


2 0 −j

0 2 0

j 0 2

 ,
де D = diag(1, 2, 3) є дiагональною матрицею з 1, 2, 3 на головнiй дiагоналi.

Тодi за Теоремою 1.4,

N− 1
2 =


2
3 0 1

3j

0 1
2 0

−1
3j 0 2

3

 .

Аналогiчно, M
1
2 =

 2 k

−k 2

 , P 1
2 = 1

2

3 −j

j 3

 . Далi, шукаємо

D̃ := N−1
2A∗MDQ−1B∗P

1
2 =

−7
6 +

125
3 i+ 143

6 j− 187
3 k 47

2 − 133
3 i+ 61

6 j−
67
3 k

15
2 + 43

2 i+
13
2 j−

33
2 k

15
2 + 19

2 i−
17
2 j−

29
2 k

35
3 + 289

6 i− 101
3 j+ 149

6 k −47
3 + 79

6 i− 11j− 235
6 k

 ,

Ã = M
1
2AN− 1

2 =

2
3 +

1
3j+ 2k −i −2

3 − i+ 4
3k

2 + 2
3i−

1
3k

1
2j

2
3i+ j+ 4

3k

 ,

Ã∗Ã =


82
9 −5

6i+ 3j− 2
3k 3i+ 56

9 j+ 3k

5
6i− 3j+ 2

3k
5
4

3
2 −

4
3i+

5
3k

−3i− 56
9 j− 3k 3

2 +
4
3i−

5
3k

58
9

 .
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∑
β∈J2,3

∣∣∣∣(Ã∗Ã
)β
β

∣∣∣∣ = det

 82
9 −5

6i+ 3j− 2
3k

5
6i− 3j+ 2

3k
5
4

+

det

 5
4

3
2 −

4
3i+

5
3k

3
2 +

4
3i−

5
3k

58
9

+ det

 82
9 3i+ 56

9 j+ 3k

−3i− 56
9 j− 3k 58

9

 =

5

4
+

5

4
+ 2 = 4.5,

det
(
BQ−1B∗) = det

 10 1− 2i− 4j+ k

1 + 2i+ 4j− k 3

 = 8.

Тепер знайдемо компоненти вектор-рядка (5.108), dA
1 . =

[
dA11, d

A
12

]
,

dA11 =
2

3

cdet1

−7
6 +

125
3 i+ 143

6 j− 187
3 k −5

6i+ 3j− 2
3k

15
2 + 43

2 i+
13
2 j−

33
2 k

5
4

+

cdet1

−7
6 +

125
3 i+ 143

6 j− 187
3 k 3i+ 56

9 j+ 3k

35
3 + 289

6 i− 101
3 j+ 149

6 k 58
9

−

1

3
j

cdet2

 82
9 −7

6 +
125
3 i+ 143

6 j− 187
3 k

−3i− 56
9 j− 3k 35

3 + 289
6 i− 101

3 j+ 149
6 k

 +

cdet2

 5
4

15
2 + 43

2 i+
13
2 j−

33
2 k

3
2 +

4
3i−

5
3k

35
3 + 289

6 i− 101
3 j+ 149

6 k

 = −55

12
− 587

24
i+

13

6
j− 253

8
k.

Аналогiчно, dA12 = −13
12 −

581
24 i+

39
4 j+

161
8 k. Продовжуючи так само, одержимо

dA
2 . =

[
232

3
+

1763

9
i+

1093

18
j+

1795

12
k,−419

6
+

3035

36
i− 751

9
j− 1189

9
k

]
,

dA
3 . =

[
116

9
− 239

12
i+

25

36
j+

299

9
k,−117

24
+

95

6
i− 99

8
j+

245

12
k

]
.

Кiнцево, маємо

x11 =
rdet1(BQ−1B∗)1.

(
dA
1 .

)
∑

β∈J2,3

∣∣∣∣(Ã∗Ã
)β
β

∣∣∣∣ · det(BQ−1B∗)

=

=
1

36
rdet1

−55
12 −

587
24 i+

13
6 j−

253
8 k −13

12 −
581
24 i+

39
4 j+

161
8 k

1 + 2i+ 4j− k 3

 =
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=− 1013

864
+

1

144
i− 359

864
j+

173

144
k.

Аналогiчно, одержимо

x12 =
19

288
− 2459

864
i− 257

864
j+

3247

864
k,

та

x21 =
1162

324
− 8935

1296
i− 5983

1296
j+

1759

432
k, x22 =

1631

432
+

1285

324
i− 817

324
j− 10631

432
k,

x31 =
127

864
+

83

864
i− 545

864
j− 329

864
k, x32 =

311

1296
+

367

162
i− 949

1296
j+

77

36
k.

5.3. Визначниковi зображення зваженої Дразiна узагальнено-

обернених розв’язкiв кватернiонових матричних рiвнянь.

У цьому пiдроздiлi дослiджуються аналоги правила Крамера для W-зважених

Дразiна обернених розв’язкiв наступних матричних рiвнянь над тiлом кватер-

нiонiв H,

WAWX = D, (5.109)

XWAW = D, (5.110)

W1AW1XW2BW2 = D. (5.111)

Характеризацiя W-зваженого оберненого Дразiна розв’язку була встановлена у

роботi [266]. Вей дав правило Крамера для розв’язку системи рiвнянь з обме-

женнями

WAWx = b, x ∈ R
[
(AW)k1

]
, (5.112)

де A ∈ Cm×n, W ∈ Cn×m з Ind(AW) = k1, Ind(WA) = k2 i rank (AW)k1 = r1,

rank (WA)k2 = r2. Було встановлено, що матричне рiвняння з обмеженнями

(5.112) має єдиний розв’язок, x = Ad,Wb, i представлено його правило Крамера

наступним чином,

xj = det

WAW(j −→ b) U1

V1(j −→ 0) 0

/ det

WAW U1

V1 0

 , (5.113)
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де U1 ∈ Cn×n−r2
n−r2 , V∗

1 ∈ Cm×m−r1
m−r1 є матрицями, стовпцi яких утоворюють базиси

просторiв N ((WA)k2) i N ((AW)k
∗
1), вiдповiдно.

У рамках теорiї стовпцево-рядкових визначникiв, Song [226] розглянув хара-

ктеристику W-зваженої оберненої матрицi Дразiна над тiлом кватернiонiв, та

представив правило Крамера матричного рiвняння з обмеженнями,

W1AW1XW2BW2 = D, (5.114)

Rr(X) ⊂ Rr

(
(AW1)

k1
)
, Nl(X) ⊃ Nl

(
(W1A)k1

)
, (5.115)

Rl(X) ⊂ Rl

(
(BW2)

k2
)
, Nr(X) ⊃ Nr

(
(W2B)k2

)
, (5.116)

де A ∈ Hm×n, W1 ∈ Hn×m, B ∈ Hp×q, W2 ∈ Hq×p i D ∈ Hn×p з iндексами

k1 = max {Ind(AW1), Ind (W1A)}, k2 = max {Ind(BW2), Ind (W2B)}, та ран-

гами rank (AW1)
k1 = s1, rank (BW2)

k2 = s2.

Було доведено, що коли

D ∈ Rr

(
(W1A)k1, (W2B)k2

)
, D ∈ Rl

(
(AW1)

k1, (BW2)
k2
)

i iснують допомiжнi матрицi повного стовпцевого рангу, L1 ∈ Hn×n−s1
n−s1 , M∗

1 ∈

Hm×m−s1
m−s1 , L2 ∈ Hq×q−s2

q−s2 , M∗
2 ∈ Hp×p−s2

p−s2 з додатковими умовами на їх стовпцевi

та нульовi простори, тодi матричне рiвняння з обмеженнями (5.114) має єдиний

розв’язок,

X = Ad,W1
DBd,W2

.

Використовуючи допомiжнi матрицi, L1, M1, L2, M2, Song представив його

правило Крамера за аналогiєю до (5.113).

У пропонованому тут пiдходi уникнено використання допомiжних матриць i

отримано точнi покомпонентнi формули з визначниковим зображенням розв’яз-

кiв рiвнянь (5.109) -(5.110) -(5.111) з обмеженнями, використовуючи тiльки вхi-

днi матрицi.

5.3.1. Правило Крамера Дразiна зваженого оберненого розв’яз-

ку двостороннього матричного рiвняння з обмеженнями. Розглянемо
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наступне матричне рiвняння з обмеженням,

WAWX = D, (5.117)

Cr(X) ⊂ Cr
(
(AW)k

)
, Nl(X) ⊃ Nl

(
(WA)k

)
, (5.118)

де A ∈ Hm×n, D ∈ Hn×p та W ∈ Hn×m
r з iндексом k = max {Ind(AW), Ind (WA)},

rank (AW)k = rank Vk = r1 i rank (WA)k = rank Uk = r2.

Теорема 5.21. Якщо D ⊂ Cr
(
(AW)k

)
i D ⊃ Nl

(
(WA)k

)
, тодi рiвняння

(5.117) з обмеженням (5.118) має єдиний розв’язок,

X = Ad,WD, (5.119)

котрий має визначниковi зображення для всiх i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , p,

(i)

xij =

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti

(
(W∗W).i (ω̃

(1)
.j )
)β
β∑

β∈Jr,m
|W∗W|ββ

∑
β∈Jr2, n

∣∣(U2k+1)
∗
U2k+1

∣∣β
β

, (5.120)

де ω̃(1)
.j – j-й стовпець матрицi Ω̃1 = W∗UkΩ1 i матриця Ω1 =

(
ω
(1)
tj

)
така,

що

ω
(1)
ts :=

∑
β∈Jr2, n{t}

cdett

(((
U2k+1

)∗
U2k+1

)
.t
(d̂.j)

)β
β

(5.121)

де d̂.j – j-й стовпець матрицi D̂ = (U2k+1)∗UkD.

(ii)

xij =

m∑
t=1

v
(k)
it

∑
β∈Jr1,m{t}

cdett

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. t

(
ψ̃

(1)
.j

))β
β( ∑

β∈Jr1,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

)2 , (5.122)

де ψ̃(1)
.j - j-й стовпець Ψ̃1 := (V2k+1)∗V2kΨAD. Матриця Ψ = (ψsj) ∈ Hm×n

така, що

ψsj =
∑

β∈Jr1,m{s}

cdets

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. s
(v̂. j)

)β
β
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i v̂. j - j-й стовпець (V2k+1)∗Vk =: V̂ ∈ Hm×n.

(iii) Якщо AW ∈ Hm×m – ермiтова, тодi

xij =

∑
β∈Jr1,m{i}

cdeti

(
(AW)k+2

. i (f.j)
)β
β∑

β∈Jr1,m

∣∣∣(AW)k+2
∣∣∣β
β

, (5.123)

де f.j – j–й стовпець матрицi F = (AW)kAD.

Доведення. Спершу встановимо iснування розв’язку рiвняння (5.117), який пред-

ставляється як (5.119). За означенням правого стовпцевого простору, маємо

D = (WA)kY для деякої матрицi Y ∈ Hn×p. З цього випливає, що Rr(D) ⊂

Rr

(
(WA)k

)
. Оскiльки,

WAWAd,WD = PRr((WA)k),Nr((WA)k)D = D.

Отже, (5.119) – розв’язок рiвняння (5.117), що задовольняє умову (5.118).

Тепер доведемо єдинiсть розв’язку (5.119). Нехай X0 є розв’язком рiвняння

(5.117). Тодi вiн задовольняє умову (5.118), i

Ad,WD = Ad,WWAWX0 = PRr((WA)k),Nr((WA)k)X0 = X0.

(i) Щоб вивести правило Крамера (5.120), використаємо визначникове зо-

браження (2.113) для Ad,W . Тодi

xij =

p∑
s=1

ad,Wis dsj =

p∑
s=1

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti ((W
∗W).i (ω̃.s))

β
β∑

β∈Jr,m
|W∗W|ββ

∑
β∈Jr2, n

∣∣(U2k+1)
∗
U2k+1

∣∣β
β

dsj,

де ω̃.s – s-й стовпець матрицi Ω̃ = W∗UkΩ i матриця Ω = (ωts) така, що

ωts :=
∑

β∈Jr2, n{t}

cdett

(((
U2k+1

)∗
U2k+1

)
.t
(û.s)

)β
β

i û.s – s-й стовпець матрицi Û = (U2k+1)∗Uk.

Позначимо D̂ = ÛD = (U2k+1)∗UkD. З того, що
p∑

s=1
û.sdsj = d̂.j, де d̂.j – j-й

стовпець матрицi D̂, i ввiвши ω(1)
tj за формулою (5.121), одержимо (5.120).
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(ii) Щоб знайти правило Крамера (5.122), використаємо визначникове зо-

браження (2.113) для Ad,W . Тодi

xij =

p∑
s=1

ad,Wis dsj =

p∑
s=1

m∑
t=1

v
(k)
it

∑
β∈Jr1,m{t}

cdett

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. t

(
ψ̃. s

))β
β( ∑

β∈Jr1,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

)2 dsj,

де ψ̃. j - j-й стовпець Ψ̃ := (V2k+1)∗V2kΨA ∈ Hm×n, i Ψ = (ψsj) ∈ Hm×n така,

що

ψsj =
∑

β∈Jr1,m{s}

cdets

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. s
(v̂. j)

)β
β

i v̂. j - j-й стовпець матрицi (V2k+1)∗Vk =: V̂ ∈ Hm×n. Позначимо Ψ̃1 :=

(V2k+1)∗V2kΨAD. З того, що
p∑

s=1
ψ

(1)
.s dsj = ψ̃

(1)
.j , слiдує (5.122).

(iii) У випадку, коли AW ∈ Hm×m – ермiтова, тодi застосувавши визначни-

кове зображення (2.126), одержимо (5.123).

Зауваження 5.3. У комплексному випадку, коли A ∈ Cm×n, W ∈ Cn×m
r ,

rank Vk = r1 i D ∈ Cn×p, визначникове зображення розв’язку рiвняння (5.117)

з обмеженням (5.118) має вид

xij =

∑
β∈Jr1,m{i}

∣∣∣(AW)k+2
. i (f.j)

∣∣∣β
β∑

β∈Jr1,m

∣∣∣(AW)k+2
∣∣∣β
β

,

де f.j – j–й стовпець матрицi F = (AW)kAD.

Розглянемо тепер наступне рiвняння з обмеженням,

XWAW =D, (5.124)

Rl(X) ⊂ Rl

(
(AW)k

)
, Nr(X) ⊃ Nr

(
(WA)k

)
, (5.125)

де A ∈ Hm×n, D ∈ Hq×m, W ∈ Hn×m
r1

з iндексом k = max {Ind(AW), Ind (WA)},

rank (AW)k = rank Vk = r1, та rank (WA)k = rank Uk = r2.
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Теорема 5.22. Якщо D ⊂ Rl

(
(AW)k

)
i D ⊃ Nr

(
(WA)k

)
, тодi рiвняння

(5.124) з обмеженням (5.125) має єдиний розв’язок,

X = DAd,W , (5.126)

з визначниковим зображенням

(i)

xij =

∑
α∈Ir, n{j}

rdetj

(
(WW∗)j . (υ̃

(1)
i. )
)α
α∑

α∈Ir1,m

∣∣V2k+1 (V2k+1)
∗∣∣α

α

∑
α∈Ir, n

|WW∗|αα
(5.127)

де υ̃(1)
i. – i–й рядок матрицi Υ̃1 = Υ1V

kW∗, V = AW i Υ1 =
(
υ
(1)
it

)
така, що

υ
(1)
it :=

∑
α∈Ir1,m{t}

rdett

((
V2k+1

(
V2k+1

)∗)
t.
(ďi .)

)α
α
.

Тут ďi . – i-й рядок матрицi Ď = DVk
(
V2k+1

)∗.
(ii)

xij =

n∑
s=1

( ∑
α∈Ir2, n{s}

rdets

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
s.
(ϕ̃

(1)
i . )
)α
α

)
u
(k)
sj( ∑

α∈Ir2, n

∣∣U2k+1 (U2k+1)
∗∣∣α

α

)2 , (5.128)

де ϕ̃(1)
i . - i-й рядок Φ̃1 := DAΦU2k(U2k+1)∗ ∈ Hm×n, i Φ = (ϕiq) ∈ Hm×n така,

що

ϕiq =
∑

α∈Ir2, n{q}

rdetq

((
U2k+1

(
U2k+1

)∗)
q.
(ǔi .)

)α

α

i ǔi . - i-й рядок Uk(U2k+1)∗ =: Ǔ ∈ Hm×n.

(iii) Якщо AW ∈ Hm×m – ермiтова, тодi

xij =

∑
α∈Ir2,n{j}

rdetj
(
(WA)k+2

j . (gi. )
)α
α∑

α∈Ir2, n

∣∣∣(WA)k+2
∣∣∣α
α

. (5.129)

де gi. – i–й рядок матрицi G = DA(WA)k для всiх i = 1, . . . , n.
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Доведення. Доведення аналогiчне доведенню Теореми 5.21, вибравши для зва-

женої узагальненої оберненої матрицi Дразiна Ad,W , у випадку (i) визначникове

зображення (2.112), у випадку (ii) – (2.98) i у випадку (iii) – (2.128).

Зауваження 5.4. У комплексному випадку, коли A ∈ Cm×n, W ∈ Cn×m
r ,

rank (AW)k = rank Vk = r1, rank (WA)k = rank Uk = r2 та D ∈ Cn×p,

правило Крамера для рiвняння (5.124) з обмеженням (5.125) є наступним

xij =

∑
α∈Ir2,n{j}

∣∣(WA)k+2
j . (gi. )

∣∣α
α∑

α∈Ir2, n

∣∣∣(WA)k+2
∣∣∣α
α

.

де gi. – i-й рядок матрицi G = DA(WA)k для всiх i = 1, . . . , n.

Розглянемо рiвняння (5.114) з обмеженнями (5.115)-(5.116).

Теорема 5.23. Нехай D ∈ Hn×p, A ∈ Hm×n, B ∈ Hp×q, W1 ∈ Hn×m
r1

з

iндексом k1 = max {Ind(AW1), Ind (W1A)} i rank (W1A)k1 = rank (U1)
k1 =

r11, rank (AW1)
k1 = rank (V1)

k1 = r12, а матриця W2 ∈ Hq×p
r2

з iндексом

k2 = max{Ind(BW2), Ind(W2B)}, при цьому rank (W2B)k2 = rank (U2)
k2 =

r21 i rank (BW2)
k2 = rank (V2)

k2 = r22. Якщо D ∈ Rr

(
(W1A)k1, (W2B)k2

)
,

D ∈ Rl

(
(AW1)

k1, (BW2)
k2
)
, тодi рiвняння з обмеженнями (5.114) має єди-

ний розв’язок,

X = Ad,W1
DBd,W2

, (5.130)

який має визначниковi зображення для всiх i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , q.
(i)

xij =

∑
α∈Ir2, q{j}

rdetj

(
(W2W

∗
2)j . (d

W1
i. )
)α
α∑

β∈Jr1,m
|W∗

1W1|ββ
∑

β∈Jr11, n

∣∣∣(U2k1+1
1

)∗
U2k1+1

1

∣∣∣β
β

∑
α∈Ir22, q

∣∣∣V2k2+1
2

(
V2k2+1

2

)∗∣∣∣α
α

∑
α∈Ir2, q

|W2W∗
2|
α
α

=

(5.131)

=

∑
β∈Jr1,m{i}

cdeti

(
(W∗

1W1).i (d
W2
.j )
)β
β∑

β∈Jr1,m
|W∗

1W1|ββ
∑

β∈Jr11, n

∣∣∣(U2k1+1
1

)∗
U2k1+1

1

∣∣∣β
β

∑
α∈Ir22, q

∣∣∣V2k1+1
2

(
V2k1+1

2

)∗∣∣∣α
α

∑
α∈Ir2, q

|W2W∗
2|
α
α

,

(5.132)
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де

dW1

i. =

 ∑
β∈Jr1,m{i}

cdeti

(
(W∗

1W1).i (d̃.v)
)β
β

 ∈ H1×q, v = 1, . . . , q,

dW2

.j =

 ∑
α∈Ir2, q{j}

rdetj

(
(W2W

∗
2)j . (d̃l.)

)α
α

 ∈ Hm×1, l = 1, . . . ,m

є, вiдповiдно, вектор-рядком i вектор-стовпцем, а d̃.v i d̃l. є v-м стовпцем

та l-м рядком матрицi D̃ = W∗
1U

k1
1 ΩDΥVk2

2 W∗
2 ∈ Hm×q. Тут матриця Ω =

(ωft) така, що

ωft :=
∑

β∈Jr11, n{f}

cdetf

(((
U2k1+1

1

)∗
U2k1+1

1

)
.f
(û.t)

)β

β

û.t – t-й стовпець матрицi (U2k1+1
1 )∗Uk1

1 =: Û, а Υ = (υsz) така, що

υsz :=
∑

α∈Ir22, q{z}

rdetz

((
V2k2+1

2

(
V2k2+1

2

)∗)
z.
(v̌s .)

)α
α

i v̌s. – s-й рядок матрицi Vk2
2 (V2k2+1

2 )∗ =: V̌.

(ii)

xij =

m∑
f=1

v
(1,k1)
if

∑
β∈Jr12,m{f}

cdetf

(((
V2k1+1

1

)∗
V2k1+1

1

)
. f

(
dU2

. j

))β

β( ∑
β∈Jr12,m

∣∣∣(V2k1+1
1

)∗
V2k1+1

1

∣∣∣β
β

)2( ∑
α∈Ir21, n

∣∣∣U2k2+1
2

(
U2k2+1

2

)∗∣∣∣α
α

)2 = (5.133)

=

n∑
v=1

( ∑
α∈Ir21, n{v}

rdetv

((
U2k2+1

2

(
U2k2+1

2

)∗)
v.
(dV1

i . )
)α
α

)
u
(2,k2)
vj( ∑

α∈Ir21, n

∣∣∣U2k2+1
2

(
U2k2+1

2

)∗∣∣∣α
α

)2( ∑
β∈Jr12,m

∣∣∣(V2k1+1
1

)∗
V2k1+1

1

∣∣∣β
β

)2 , (5.134)

де

dU2

. j =

 n∑
v=1

 ∑
α∈Ir21, n{v}

rdetv

((
U2k2+1

2

(
U2k2+1

2

)∗)
v.
(d̂l.)

)α
α

u
(2,k2)
vj

 ∈ Hm×1,

(5.135)
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dV1

i . =

 m∑
f=1

v
(1,k1)
if

∑
β∈Jr12,m{f}

cdetf

(((
V2k1+1

1

)∗
V2k1+1

1

)
. f

(
d̂.v

))β

β

 ∈ H1×q

(5.136)

є, вiдповiдно, вектор-стовпцем i вектор-рядком, а d̂.v i d̂l. є v-м стовпцем

та l-м рядком матрицi D̂ =
(
V2k+1

1

)∗
V2k

1 ΨADBΦU2k2
2

(
U2k2+1

2

)∗
∈ Hm×q.

Матриця Ψ = (ψlt) ∈ Hm×m така, що

ψlt =
∑

β∈Jr12,m{l}

cdetl

(((
V2k1+1

1

)∗
V2k1+1

1

)
. t
(v̂. j)

)β
β

i v̂. t - j-й стовпець матрицi (V2k1+1
1 )∗Vk1

1 =: V̂ ∈ Hm×n i Φ = (ϕsz) ∈ Hq×q

така, що

ϕsz =
∑

α∈Ir21, n{z}

rdetz

((
U2k2+1

2

(
U2k2+1

2

)∗)
z.
(ǔs .)

)α
α

i ǔs . - s-й рядок Uk2
2 (U

2k2+1
2 )∗ =: Ǔ ∈ Hq×q.

(iii) Якщо матрицi AW1 ∈ Hm×m i W2B ∈ Hq×q обидвi є ермiтовими, тодi

xij =

∑
β∈Jr12,m{i}

cdeti

(
(AW1)

k1+2
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr12,m

∣∣∣(AW1)
k1+2

∣∣∣β
β

∑
α∈Ir21, q

∣∣∣(W2B)k2+2
∣∣∣α
α

= (5.137)

=

∑
α∈Ir21,q{j}

rdetj

(
(W2B)k2+2

j . (dA
i .)
)α
α∑

β∈Jr12,m

∣∣∣(AW1)
k1+2

∣∣∣β
β

∑
α∈Ir21, q

∣∣∣(W2B)k2+2
∣∣∣α
α

, (5.138)

де

dB
. j =

 ∑
α∈Ir21,q{j}

rdetj

(
(W2B)k2+2

j . (d̄t.)
)α
α

 ∈ Hn×1, t = 1, . . . , n

dA
i . =

 ∑
β∈Jr12,m{i}

cdeti

(
(AW1)

k1+2
. i

(
d̄. l

))β
β

 ∈ H1×q, l = 1, . . . , q

Тут d̄i. i d̄.j – i-й рядок i j–й стовпець матрицi D̄ = (AW1)
k1 ADB(W2B)k2

для всiх i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p.
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Доведення. Iснування та єдинiсть розв’язку (5.130) можна довести аналогiчно

до [226, Теорема 5.2]. Доведемо визначниковi зображення розв’язку.

Покомпонентний запис рiвняння (5.130) дає

xij =

p∑
s=1

n∑
t=1

ad,W1

it dtsb
d,W2

sj (5.139)

(i) Для визначникового зображення матрицi Ad,W1
застосуємо представлення

(2.113), а матрицi Bd,W2
– (2.112), тодi

xij =

p∑
s=1

n∑
t=1

∑
β∈Jr1,m{i}

cdeti ((W
∗
1W1).i (ω̃.t))

β
β

∑
β∈Jr1,m

|W∗
1W1|ββ

∑
β∈Jr11, n

∣∣∣(U2k1+1
1

)∗
U2k1+1

1

∣∣∣β
β

dts×

×

∑
α∈Ir2, q{j}

rdetj

(
(W2W

∗
2)j . (υ̃s.)

)α
α∑

α∈Ir22, q

∣∣∣V2k2+1
2

(
V2k2+1

2

)∗∣∣∣α
α

∑
α∈Ir2, q

|W2W∗
2|
α
α

де ω̃.t – t-й стовпець матрицi Ω̃ = W∗
1U

k1
1 Ω i матриця Ω = (ωft) така, що

ωft :=
∑

β∈Jr11, n{f}

cdetf

(((
U2k1+1

1

)∗
U2k1+1

1

)
.f
(û.t)

)β

β

û.t – t-й стовпець матрицi (U2k1+1
1 )∗Uk1

1 =: Û;

υ̃s. – s–й рядок матрицi Υ̃ = ΥVk2
2 W∗

2, V2 = BW2 i Υ = (υsz) така, що

υsz :=
∑

α∈Ir22, q{z}

rdetz

((
V2k2+1

2

(
V2k2+1

2

)∗)
z.
(v̌s .)

)α
α

i v̌s. – s-й рядок матрицi Vk2
2 (V2k2+1

2 )∗ =: V̌.

Введемо матрицю D̃ := Ω̃DΥ̃ = W∗
1U

k1
1 ΩDΥVk2

2 W∗
2 ∈ Hm×q. Тодi

xij =
m∑
l=1

q∑
v=1

∑
β∈Jr1,m{i}

cdeti ((W
∗
1W1).i (e.l))

β
βd̃lv

∑
β∈Jr1,m

|W∗
1W1|ββ

∑
β∈Jr11, n

∣∣∣(U2k1+1
1

)∗
U2k1+1

1

∣∣∣β
β

×

×

∑
α∈Ir2, q{j}

rdetj

(
(W2W

∗
2)j . (ev.)

)α
α∑

α∈Ir22, q

∣∣∣V2k2+1
2

(
V2k2+1

2

)∗∣∣∣α
α

∑
α∈Ir2, q

|W2W∗
2|
α
α
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де e.l i ev. – одиничнi l-й вектор-стовпець та v-й вектор-рядок, а d̃lv – (lv)-й

елемент матрицi D̃. Нехай

dW1

iv =
∑
l

∑
β∈Jr1,m{i}

cdeti ((W
∗
1W1).i (e.l))

β
βd̃lv =

=
∑

β∈Jr1,m{i}

cdeti

(
(W∗

1W1).i (d̃.v)
)β
β

є v-ю компонентою вектор-рядка dW1

i. =
[
dW1

i1 , . . . , d
W1

iq

]
. З того, що

∑
v d

W1

iv ev. =

dW1

i. , випливає (5.132). Коли введемо

dW2

lj =
∑
v

d̃lv
∑

α∈Ir2, q{j}

rdetj

(
(W2W

∗
2)j . (ev.)

)α
α
=

=
∑

α∈Ir2, q{j}

rdetj

(
(W2W

∗
2)j . (d̃l.)

)α
α

(5.140)

– l-у компоненту вектор-стовпця dW2

.j =
[
dW2

1j , . . . , d
W1

mj

]
, то з того, що

∑
l e.ld

W2

lj =

dW2

.j , випливає (5.131).

(ii) Щоб отримати правила Крамера вираженi формулами (5.133) та (5.134)

для матрицi Ad,W1
застосуємо визначникове зображення (2.113), тодi

ad,W1

it =

m∑
f=1

v
(1,k1)
if

∑
β∈Jr12,m{f}

cdetf

(((
V2k1+1

1

)∗
V2k1+1

1

)
. f

(
ψ̃. t

))β

β( ∑
β∈Jr12,m

∣∣∣(V2k1+1
1

)∗
V2k1+1

1

∣∣∣β
β

)2 (5.141)

де v(1,k1)if – (if)-й елемент матрицi Vk1
1 , ψ̃. t - t-й стовпець Ψ̃ := (V2k1+1

1 )∗V2k1
1 ΨA,

i матриця Ψ = (ψlt) ∈ Hm×m така, що

ψlt =
∑

β∈Jr12,m{l}

cdetl

(((
V2k1+1

1

)∗
V2k1+1

1

)
. t
(v̂. j)

)β
β

i v̂. t - j-й стовпець матрицi (V2k1+1
1 )∗Vk1

1 =: V̂ ∈ Hm×n.

Для матрицi Bd,W2
використаємо визначникове представлення (2.112), тодi

bd,Wsj =

n∑
v=1

( ∑
α∈Ir21, n{v}

rdetv

((
U2k2+1

2

(
U2k2+1

2

)∗)
v.
(ϕ̃s .)

)α
α

)
u
(2,k2)
vj( ∑

α∈Ir, n

∣∣∣U2k2+1
2

(
U2k2+1

2

)∗∣∣∣α
α

)2 , (5.142)
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де ϕ̃s . - i-й рядок Φ̃ := BΦU2k2
2 (U2k2+1

2 )∗ ∈ Hp×q, i Φ = (ϕsz) ∈ Hq×q така, що

ϕsz =
∑

α∈Ir21, n{z}

rdetz

((
U2k2+1

2

(
U2k2+1

2

)∗)
z.
(ǔs .)

)α
α

i ǔs . - s-й рядок Uk2
2 (U

2k2+1
2 )∗ =: Ǔ ∈ Hq×q. Пiдставивши (5.141) та (5.142) у

рiвняння (5.140) та продовжуючи аналогiчно до попереднього пункту (i), одер-

жимо визначниковi зображення (5.133) та (5.134).

(iii) Якщо обидвi матрицi AW1 ∈ Hm×m
r1

i W2B ∈ Hq×q
r2

є ермiтовими з

iндексами Ind(AW1) = k1, Ind(W2B) = k2 та рангами rank(AW1)
k1 = r12,

rank(W2B)k2 = r21, тодi застосуємо визначникове зображення (2.126) для ма-

трицi Ad,W1
=
(
ad,W1

ij

)
∈ Hm×n та (2.126) – для Bd,W2

=
(
bd,W2

ij

)
∈ Hq×p, тодi

ad,W1

ij =

∑
β∈Jr12,m{i}

cdeti

(
(AW1)

k1+2
. i (v̄.j)

)β
β∑

β∈Jr12,m

∣∣∣(AW1)
k1+2

∣∣∣β
β

, (5.143)

де v̄.j – j–й стовпець матрицi V̄ = (AW1)
k1A для всiх j = 1, . . . ,m;

та

bd,W2

ij =

∑
α∈Ir21,q{j}

rdetj

(
(W2B)k2+2

j . (ūi. )
)

α
α∑

α∈Ir21, q

∣∣∣(W2B)k2+2
∣∣∣α
α

, (5.144)

де ūi. – i–й рядок матрицi Ū = B(W2B)k2 для всiх i = 1, . . . , p.

Пiдставивши (5.141) та (5.141) у рiвняння (5.140) та продовжуючи аналогiчно

доведенню у пункту (i), одержимо визначниковi зображення (5.137) та (5.138).

У наступному наслiдку розглянемо змiшанi випадки, коли тiльки одна iз

матриць (AW1) ∈ Hm×m
r12

чи (W2B) ∈ Hq×q
r21

є ермiтовою, вибравши з усiх мо-

жливих представлень найбiльш спрощенi.

Наслiдок 5.9. Нехай в умовах Теореми 5.23

– матриця AW1 ∈ Hm×m
r12

є ермiтовою, а матриця (W2B) ∈ Hq×q
r21

не є ермi-
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товою. Тодi визначникове зображення розв’язку (5.130) має вигляд

xij =

∑
β∈Jr12,m{i}

cdeti

(
(AW1)

k1+2
. i

(
dU2

. j

))β
β

∑
β∈Jr12,m

∣∣∣(AW1)
k1+2

∣∣∣β
β

( ∑
α∈Ir21, n

∣∣∣U2k2+1
2

(
U2k2+1

2

)∗∣∣∣α
α

)2 ,

де вектор-стовпець dU2

. j шукаємо за формулою (5.135).

– матриця AW1 ∈ Hm×m
r12

не є ермiтовою, а матриця (W2B) ∈ Hq×q
r21

– ермi-

това. Тодi визначникове зображення розв’язку (5.130) є

xij =

∑
α∈Ir21,q{j}

rdetj

(
(W2B)k2+2

j . (dV1

i. )
)α
α

∑
β∈Jr12,m

( ∑
β∈Jr12,m

∣∣∣(V2k1+1
1

)∗
V2k1+1

1

∣∣∣β
β

)2 ∑
α∈Ir21, q

∣∣∣(W2B)k2+2
∣∣∣α
α

,

де вектор-стовпець dV1

i. шукаємо за формулою (5.136).

Зауваження 5.5. У комплексному випадку, коли в умовах Теореми 5.23 по-

кладемо D ∈ Cn×p, A ∈ Cm×n, W1 ∈ Cn×m
r1

, B ∈ Cp×q i W2 ∈ Cq×p
r2

правило

Крамера для рiвняння з обмеженнями (5.114) є наступним

xij =

∑
β∈Jr12,m{i}

∣∣∣(AW1)
k1+2
. i

(
dB
. j

)∣∣∣β
β∑

β∈Jr12,m

∣∣∣(AW1)
k1+2

∣∣∣β
β

∑
α∈Ir21, q

∣∣∣(W2B)k2+2
∣∣∣α
α

=

=

∑
α∈Ir21,q{j}

∣∣∣(W2B)k2+2
j . (dA

i .)
∣∣∣α
α∑

β∈Jr12,m

∣∣∣(AW1)
k1+2

∣∣∣β
β

∑
α∈Ir21, q

∣∣∣(W2B)k2+2
∣∣∣α
α

,

де

dB
. j =

 ∑
α∈Ir21,q{j}

∣∣∣(W2B)k2+2
j . (d̄t.)

∣∣∣α
α

 ∈ Hn×1, t = 1, . . . , n

dA
i . =

 ∑
β∈Jr12,m{i}

∣∣∣(AW1)
k1+2
. i

(
d̄. l

)∣∣∣β
β

 ∈ H1×q, l = 1, . . . , q

Тут d̄i. i d̄.j – i-й рядок i j–й стовпець матрицi D̄ = (AW1)
k1 ADB(W2B)k2

для всiх i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p.
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5.3.2. Приклад правила Крамера Дразiна зваженого оберненого

розв’язку. Розглянемо матричне рiвняння

W1AW1XW2BW2 = D, (5.145)

з обмеженнями (5.118), де

A =


k 0 i 0

−j k 0 1

0 1 0 −k

 ,D =


i −1

k 0

0 j

−1 0

 ,W1 =


k −j 0

0 k 1

i 0 0

0 1 −k

 ,W2 =


k −i

j 0

0 1

 ,

B =

k j 0

j 0 1

 .
Оскiльки наступнi матрицi є ермiтовими

V = AW1 =


−2 i 0

−i −1 0

0 0 0

 , U = W2B =


0 −i −i

i −1 0

i 0 −1

 ,
то будемо шукати W-зважений Дразiна обернений розв’язок рiвняння (5.145)

за формулою (5.26). Маємо

k1 = max {Ind(AW1), Ind (W1A)} = 1,

k2 = max {Ind(BW2), Ind (W2B)} = 1,

i s1 = rank (AW1) = 2, s2 = rank (W2B) = 2. Оскiльки

(AW1)
3 =


−13 8i 0

−8i −5 0

0 0 0

 , (W2B)3 =


0 −3i −3i

3i −3 0

3i 0 3

 ,
то ∑

β∈J2, 3

∣∣∣(AW1)
3
∣∣∣β
β
= 1,

∑
α∈I2, 3

∣∣∣(W2B)3
∣∣∣α
α
= −27.
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Маємо

D̄ = AW1ADBW2B =


2i+ j −7 + k −5 + 2k

−1 + k −5i− j −4i− 2j

0 0 0

 .
За формулою (5.59), одержимо

dB
.1 =


36i− 9j

−27− 9k

0

 , dB
.2 =


−27

−18i

0

 , dB
.3 =


9− 9k

9i+ 3j

0

 .
Звiдси одержимо

x11 =

∑
β∈J2, 3{1}

cdet1

(
(AW1)

3
. 1

(
dB
. 1

)) β
β∑

β∈J2, 3

∣∣∣(AW1)
3 β
β

∣∣∣ ∑
α∈I2, 3

∣∣∣(W2B)3 α
α

∣∣∣ = 36i− 27j

−27
=

−4i+ 3j

3
,

Продовжуючи аналогiчно, отримаємо

X =
1

9


−12i+ 9j 3 −9− 7k

−21− 15k −6i 15i− 11j

0 0 0

 .

5.4. Застосування серцевинної матрицi та її узагальнень для

розв’язку кватернiонових матричних рiвнянь.

Правила Крамера для деяких спецiальних розв’язкiв систем лiнiйних рiв-

нянь чи матричних рiвнянь над тiлом кватернiонiв можуть розглядатися як

застосування визначникових зображень серцевинних обернених та її узагаль-

нень.

5.4.1. Правило Крамера для деякої системи лiнiйних рiвнянь з

обмеженнями. Розглянемо правило Крамера для кватернiонової системи лi-

нiйних рiвнянь, яка має важливе прикладне значення.
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Спочатку вiдмiтимо, що серцевинна обернена має безпосереднiй зв’язок з

оберненою Ботт-Даффiна. Вiдповiдно до [7,11], обернена Ботт-Даффiна до ма-

трицi A ∈ Hn×n вiдносно Cr(A) може бути задана як

A
(−1)
Cr(A) = PA [(A− In)PA + In]

−1 .

де (A − In)PA + In є невиродженою. Згiдно з [7], A(−1)
Cr(A) спiвпадає з правою

серцевинною оберненою матрицею A#⃝.

Розглянемо наступнi лiнiйнi рiвняння з обмеженнями

Ax+ y = b, x ∈ Cr(A), y ∈ Nr(A), (5.146)

де A ∈ Hn×n i b ∈ Hn. Як доведено у [17], це рiвняння виникає (у комплексному

випадку) в електричних мережах i його рiшення визначається наступною лемою

(узагальнивши на кватернiоновi матрицi).

Лема 5.5. Нехай (A−In)PA+In – невироджена. Тодi система рiвнянь (5.146)

для кожного вектора b має єдиний розв’язок

x =A
(−1)
Cr(A)b, (5.147)

y =(I−AA
(−1)
Cr(A))b. (5.148)

Наступна теорема дає правило Крамера для знаходження розв’язку (5.147).

Теорема 5.24. Припустимо, що матриця A
(−1)
Cr(A) iснує. Тодi

xi =
b̃∑

β∈Js,n
|A2|ββ

∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
, (5.149)

де b̃ = Φb i матриця Φ визначається рiвнiстю (5.151).

Доведення. Нехай b = [b1, . . . , bn]
T i x = [x1, . . . , xn]

T . Оскiльки обернена Ботт-

Даффiна A
(−1)
Cr(A) =

(
a
(−1)
ij

)
спiвпадає з правою серцевинною оберненою матри-

цею A#⃝, то її визначникове зображення можемо отримати за Наслiдком 3.1.

Використаємо представлення (3.14). Тодi для всiх i = 1, . . . , n, маємо

xi =
∑
k

a
(−1)
ik bk =

∑
k

a#⃝,r
ik bk =

∑
k

∑
α∈Is,n{j}

rdetk
((
A2
(
A2
)∗)

k.
(âi .)

)α
α
bk∑

β∈Js,n
|A2|ββ

∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
, (5.150)
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де âi . – i-й рядок Â = A(A2)∗.

Побудуємо матрицю Φ = ϕik таку, що

ϕik =
∑

α∈Is,n{j}

rdetk
((
A2
(
A2
)∗)

k.
(âi .)

)α
α
, (5.151)

i позначимо b̃ := Φb. Тодi пiдставивши цi позначення у (5.150), одержимо

(5.149).

Очевидно, що розв’язки y = [y1, . . . , yn]
T з умови (5.148) покомпонентно мо-

жна подати як yi = bi − x̃i, де x̃i – i-а координата вектор-стовпця x̃ = Ax.

5.4.2. Розв’язнiсть та правило Крамера для задач кватернiоно-

вих матричних наближень з обмеженнями на основi ЕР-серцевинних

обернених. Розглянемо наступну задачу кватернiонових матричних набли-

жень з обмеженнями:

∥AXB−C∥ = min, Cr(X) ⊂ Cr(Ak1), Rl(X) ⊂ Rl(B
k2), (5.152)

де A ∈ Hm×m, B ∈ Hn×n, C ∈ Hm×n з k1 = IndA, k2 = IndB, rankAk1 = r1 i

rankBk2 = r2.

Задача (5.152) може бути названа як задача кватернiонно-матричної мi-

нiмiзацiї з внутрiшньою невiдомою (inside-unknown minimization quaternion-

matrix problem) (коротко, IUQ-матрична задача).

Як частковi випадки задачi (5.152), розглянемо також наступнi:

∥AX−C∥ = min Cr(X) ⊂ CrAk1, (5.153)

де A ∈ Hm×m з k1 = IndA, C ∈ Hm×n; та

∥XB−C∥ = min subject to RlX ⊂ RlB
k2, (5.154)

де B ∈ Hn×n з k2 = IndB i C ∈ Hm×n.

Задачу (5.153) назвемо задачею кватернiонно-матричної мiнiмiзацiї з пра-

вою невiдомою (right-unknown quaternion-matrix) або RUQ-матричною задачею.

Вiдповiдно, задача (5.154) є задачею кватернiонно-матричної мiнiмiзацiї з лi-

вою невiдомою (left-unknown quaternion-matrix) або LUQ-матричною задачею.
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Теорема 5.25. Єдиним розв’язком IUQ-матричної задачi (5.152) є

X = A †⃝CB †⃝. (5.155)

Доведення. За умовою Cr(X) ⊂ Cr(Ak1) i Rl(X) ⊂ Rl(B
k2), тодi iснує така

матриця Y ∈ Hm×n, що X = Ak1YBk2. За Лемою 1.26, маємо

A = P1

A1 A2

0 A3

P∗
1, B∗ = P2

B1 B2

0 B3

P∗
2,

де A1 ∈ Hr1×r1 i B1 ∈ Hr2×r2 є невиродженими матрицями з r1 = rank (Ar1),

r2 = rank (Br2), та A3 ∈ H(m−r1)×(m−r1) i B1 ∈ H(n−r2)×(n−r2) є нiльпотентними

iндексiв k1 i k2, вiдповiдно. За Лемою 3.3, маємо

A †⃝ = P1

A−1
1 0

0 0

P∗
1, B †⃝ = [(B∗) †⃝]∗ = P2

(B−1
1 )∗ 0

0 0

P∗
2.

Нехай

P∗
1YP2 =

Y1 Y2

Y3 Y4

 , P∗
1CP2 =

C1 C2

C3 C4

 ,
де, вiдповiдно, Y1,C1 ∈ Hr1×r2, Y2,C2 ∈ Hr1×(n−r2), Y3,C3 ∈ H(m−r1)×r2 та Y4,

C4 ∈ H(m−r1)×(n−r2).

Далi, проведемо наступнi перетворення

AXB = Ak1+1YBk2+1

= P1

A1 A2

0 A3

Ak1
1 Z1

0 0

P∗
1YP2

(B∗
1)

k2 0

Z2 0

B∗
1 0

B∗
2 B∗

3

P∗
2

= P1

Ak1+1
1 A1Z1

0 0

Y1 Y2

Y3 Y4

(B∗
1)

k2+1 0

Z2B
∗
1 0

P∗
2

=P1

Ỹ 0

0 0

P∗
2,

де

Ỹ = Ak1+1
1 Y1(B

∗
1)

k2+1 +A1Z1Y3(B
∗
1)

k2+1 +Ak1+1
1 Y2Z2B

∗
1 +A1Z1Y4Z2B

∗
1
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для матриць Z1 ∈ H(m−r1)×r1 i Z2 ∈ H(n−r2)×r2. Таким чином,

∥AXB−C∥2 =

∥∥∥∥∥∥
Ỹ −C1 −C2

−C3 −C4

∥∥∥∥∥∥
2

= ∥Ỹ −C1∥2 + ∥C2∥2 + ∥C3∥2 + ∥C4∥2.

Оскiльки X є розв’язком задачi (5.152) тодi i тiльки тодi, коли Y є розв’язком

∥Ak1+1YBk2+1 −C∥ = min .

Вiдмiтимо, що

min
Yi for i=1,...,4

∥Ỹ −C1∥2=0,

тобто, ∥Ak1+1YBk2+1 − C∥ = min = ∥C2∥2 + ∥C3∥2 + ∥C4∥2 для довiльних

матриць Yi для i = 2, 3, 4 i

Y1 = A
−(k1+1)
1 C1(B

∗
1)

−(k2+1) −A−k1
1 Z1Y3 −Y2Z2(B

∗
1)

−k2 −A−k1
1 Z1Y4Z2(B

∗
1)

−k2.

(5.156)

Отже,

X =Ak1YBk2 = P1

Ak1
1 Z1

0 0

Y1 Y2

Y3 Y4

(B∗
1)

k2 0

Z2 0

P∗
2

=P1

Ak1
1 Y1(B

∗
1)

k2 + Z1Y3(B
∗
1)

k2 +Ak1
1 Y2Z2 + Z1Y4Z2 0

0 0

P∗
2. (5.157)

Пiдставивши (5.156) в (5.157), кiнцево, одержимо, що

X =P1

A−1
1 C1(B

∗
1)

−1 0

0 0

P∗
2 = P1

A−1
1 0

0 0

C1 C2

C3 C4

(B∗
1)

−1 0

0 0

P∗
2

=A †⃝CB †⃝

є єдиним розв’язком задачi (5.152).

Вiдмiтимо, що якщо IndA = 1 або IndB = 1 в умовах Теореми 5.25, то

права ЕР -серцевинна обернена A †⃝ стає серцевинною оберненою A#⃝, а лiва ЕР -

серцевинна обернена B †⃝ перетворюється у лiву серцевинну обернену B#⃝.

У випадку, коли B = In в умовах задачi (5.152), одержимо RUQ-матричну

задачу (5.153) i, застосувавши Теорему 5.25, дамо її розв’язок.
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Наслiдок 5.10. Єдиним розв’язком RUQ-матричної задачi (5.153) є

X = A †⃝C. (5.158)

Для A = Im, очевидно, отримаємо LUQ-матричну задачу (5.154).

Наслiдок 5.11. Єдиним розв’язком LUQ-матричної задачi (5.154) є

X = CB †⃝. (5.159)

Частковими випадками матричних задач (5.153) та (5.154) є векторнi задачi:

∥Ax− c∥ = min, x ∈ Cr(Ak1), (5.160)

∥xB− d∥ = min, x ∈ Rl(B
k2), (5.161)

вiдповiдно, де A,B ∈ Hn×n, k1 = IndA, k2 = IndB, c ∈ Hn×1, and d ∈ H1×n.

Наслiдок 5.12. Єдинi розв’язки задач (5.160) та (5.161) можна подати як

x = A †⃝c, x = cB †⃝.

Вiдмiтимо, що задача (5.160) зводиться до результатiв для невироджених

комплексних матриць та матриць iндексу один, розглянутих у [251].

Тепер дамо визначниковi зображення розв’язкiв задач апроксимацiї матриць

з обмеженнями.

Теорема 5.26. Нехай A ∈ Hm×m, B ∈ Hn×n, C ∈ Hm×n з k1 = IndA, k2 =

IndB, rankAk1 = r1 та rankBk2 = r2. Єдиний розв’язок X = (xij) ∈ Hm×n

заданий умовою (5.155) покомпонентно можна подати як

xij =
c̃ij∑

α∈Ir1,m

∣∣Ak1+1 (Ak1+1)
∗∣∣α

α

∑
β∈Jr2,n

∣∣(Bk2+1)
∗
Bk2+1

∣∣β
β

, (5.162)

де C̃ = (c̃ij) = ΦCΨ. Тут Φ = (ϕij) i Ψ = (ψij) задаються умовами

ϕik =
∑

α∈Ir1,m{k}

rdetk

((
Ak1+1

(
Ak1+1

)∗)
k.
(âi .)

)α
α
, (5.163)

ψlj =
∑

β∈Jr2,n{l}

cdetl

(((
Bk2+1

)∗
Bk2+1

)
.l
(b̌.j)

)β
β
, (5.164)

де b̌. j – j-й стовпець матрицi B̌ = (Bk2+1)∗Bk2 i âi . – i-й рядок Â = Ak1(Ak1+1)∗.
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Доведення. Вiдповiдно до (5.155) та застосувавши визначниковi зображення

(3.12) для правої A †⃝ = (a †⃝,r
ij ) та (3.13) для лiвої B †⃝ = (b †⃝,l

ij ) серцевинних-ЕР

обернених, вiдповiдно, одержимо

xij =
m∑
k=1

n∑
l=1

a †⃝,r
ik cklb

†⃝,l
lj =

m∑
k=1

n∑
l=1

∑
α∈Ir1,m{k}

rdetk
((
Ak1+1

(
Ak1+1

)∗)
k.
(âi .)

)α
α
ckl∑

α∈Ir1,m

∣∣Ak1+1 (Ak1+1)
∗∣∣α

α

×

∑
β∈Jr2,n{l}

cdetl
(((

Bk2+1
)∗

Bk2+1
)
.l
(b̌. j)

)β
β∑

β∈Jr2,n

∣∣(Bk2+1)
∗
Bk2+1

∣∣β
β

,

де b̌. j – j-й стовпець матрицi B̌ = (Bk2+1)∗Bk2 i âi . – i-й рядок Â = Ak1(Ak1+1)∗.

Якщо побудуємо матрицi Φ = (ϕik) та Ψ = (ψlj) за умовами (5.163) та

(5.164), вiдповiдно, тодi, поклавши C̃ = ΦCΨ, одержимо (5.162).

В окремих випадках, коли B = In чи A = Im, одержимо наступнi наслiдки.

Наслiдок 5.13. Нехай A ∈ Hm×m, IndA = k1 i rankAk1 = s. Єдиний розв’я-

зок X ∈ Hm×n задачi (5.153), що задається формулою (5.158), покомпонетно

можна подати як

xij =
c̃ij∑

α∈Is,m

∣∣Ak1+1 (Ak1+1)
∗∣∣α

α

,

де C̃ = (c̃ij) = ΦC. Тут матриця Φ = (ϕil) така, що

ϕil =
∑

α∈Is,m{l}

rdetl

((
Ak1+1

(
Ak1+1

)∗)
l.
(âi .)

)α
α
,

де âi . – i-й рядок Â = Ak1(Ak1+1)∗.

Наслiдок 5.14. Нехай B ∈ Hn×n, IndB = k2 i rankBk2 = s. Єдиний розв’я-

зок X ∈ Hm×n задачi (5.154), що задається умовою (5.159), покомпонентно

можна подати як

xij =
c̃ij∑

β∈Js,n

∣∣(Bk2+1)
∗
Bk2+1

∣∣β
β

,
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де C̃ = (c̃ij) = CΨ. Тут матриця Ψ = (ψlj) така, що

ψlj =
∑

β∈Js,n{l}

cdetl

(((
Bk2+1

)∗
Bk2+1

)
.l
(b̌. j)

)β
β
,

де b̌. j – j-й стовпець матрицi B̌ =
(
Bk2+1

)∗
Bk2.

Вiдмiтимо, що у комплексному випадку одержимо наступний наслiдок.

Наслiдок 5.15. Нехай A ∈ Cm×m, B ∈ Cn×n, C ∈ Cm×n з k1 = IndA, k2 =

IndB, rankAk1 = r1 i rankBk2 = r2.

(i) Єдиний розв’язок X ∈ Cm×n з умови (5.155) задається як

xij =
c̃ij∑

α∈Ir1,m

∣∣Ak1+1 (Ak1+1)
∗∣∣α

α

∑
β∈Jr2,n

∣∣(Bk2+1)
∗
Bk2+1

∣∣β
β

,

де C̃ = (c̃ij) = ΦCΨ. Тут матрицi Φ = (ϕik) та Ψ = (ψlj) такi, що

ϕik =
∑

α∈Ir1,m{k}

∣∣∣((Ak1+1
(
Ak1+1

)∗)
k.
(âi .)

)∣∣∣α
α
, (5.165)

ψlj =
∑

β∈Jr2,n{l}

∣∣∣(((Bk2+1
)∗

Bk2+1
)
.l
(b̌.j)

)∣∣∣β
β
, (5.166)

де b̌. j – j-й стовпець матрицi B̌ = (Bk2+1)∗Bk2 i âi . – i-й рядок Â = Ak1(Ak1+1)∗.

(ii) Єдиний розв’язок X ∈ Cm×n з умови (5.158) покомпонентно можна

подати як

xij =
c̃ij∑

α∈Ir1,m

∣∣Ak1+1 (Ak1+1)
∗∣∣α

α

,

де C̃ = (c̃ij) = ΦC i матриця Φ визначається умовою (5.165).

(iii) Єдиний розв’язок X ∈ Cm×n з умови (5.159) покомпонентно можна

подати як

xij =
c̃ij∑

β∈Jr2,n

∣∣(Bk2+1)
∗
Bk2+1

∣∣β
β

,

де C̃ = (c̃ij) = CΨ, а матриця Ψ = (ψij) визначається умовою (5.166).
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5.4.3. Приклад правила Крамера задачi кватернiонно-матричної

мiнiмiзацiї. Розглянемо IUQ-матричну задачу (5.152) iз заданими матрицями

A =


−k −j 0 i

−1− j i+ k j 1 + j

k 0 i 0

−i+ k 1− j i i− k

 , B =


0 k 0

i 0 −j

0 j 0

 , C =


i 0 j

−k j 0

1 k i

0 −i k

 . (5.167)

За безпосереднiм обчисленням, маємо

A3(A3)∗ =


3 6i+ 4k −4− 3j −4− 6j

−6i− 4k 19 4i+ 13k 19k

−4 + 3j −4i− 13k 10 13 + 4j

−4 + 6j −19k 13− 4j 19

 ,

(
B2
)∗

B2 =


2 0 2k

0 2 0

−2k 0 2

 .
Оскiльки rankA = rank(A∗A) = 3, rankA3 = rankA2 = 2, rankB2 = rankB =

2, та k1 = IndA = 2, k2 = IndB = 1. Так як,

Â = A2(A3)∗ =


3k −4 + 6j 3i− 4k 6i− 4k

3 + 4j 13i− 4k −10j 4− 13j

i− 3k 2− 9j −6i+ 3k −9i+ 2k

4i− 3k −4− 13j −10i −13i− 4k

 ,

то за формулою (5.163)

ϕ11 =
∑

α∈I2,4{1}

rdet1
((
A3
(
A3
)∗)

1.
(â1.)

)α
α
= rdet1

 3k −4 + 6j

−6i− 4k 19


+ rdet1

 3k 3i− 4k

−4 + 3j 10

+ rdet1

 3k 6i− 4k

−4 + 6j 19

 = 15k.
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Продовжуючи аналогiчно, одержимо

Φ =


15k 5j −10i 5i

−10 5i −15j −5j

−15i+ 10k 5− 5j −15i− 10k −5i+ 5k

10k −5j −15i −5i

 .

Подiбним чином, з того, що

B̌ = (B2)∗B =


0 −2i 0

i− k 0 1− j

0 2j 0

 .
за формулою (5.164) знайдемо

ψ11 =
∑

β∈J2,3{1}

cdet1
(((

B2
)∗

B2
)
.l
(b̌.1)

)β
β
= cdet1

 0 0

i− k 2

+ rdet1

0 2k

0 2

 = 0,

а також всi елементи матрицi Ψ. Тодi

Ψ =


0 −4i 0

4i− 4k 0 4− 4j

0 4j 0

 .
Оскiльки

C̃ = ΦCΨ =


−40i− 40k −40 + 40j 40 + 40j

60− 60j −60i− 60k −60i+ 60k

−20i− 100k −20 + 100j 100 + 20j

−60i− 60k −60 + 60j 60 + 60j

 ,
∑
α∈I2,4

∣∣A3
(
A3
)∗∣∣α

α
= 25,

∑
β∈J2,3

∣∣(B2
)∗

B2
∣∣β
β
= 8,

то за формулою (5.162),

X =


−0.2i− 0.2k −0.2 + 0.2j 0.2 + 0.2j

0.3− 0.3j −0.3i− 0.3k −0.3i+ 0.3k

−0.1i− 0.5k −0.1 + 0.5j 0.5 + 0.1j

−0.3i− 0.3k −0.3 + 0.3j 0.3 + 0.3j
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є єдиним розв’язком IUQ-матричної задачi (5.152) з матрицями, що задаються

умовою (5.167).

5.4.4. Висновки. У цьому роздiлi розглядаються узагальненi оберненi роз-

в’язки з використанням узагальненої оберненої матрицi Дразiна, зважених уза-

гальнених обернених матриць Мура-Пенроуза та Дразiна, серцевинної оберне-

ної i її узагальнень дають розв’язки матричних рiвнянь з рiзного роду обме-

женнями. Використовуючи визначниковi зображення узагальнених обернених

матриць Дразiна, зважених Мура-Пенроуза i Дразiна, якi були отриманi у 2

роздiлi, серцевинної оберненої та її узагальнень, що розлядалися у роздiлi3,

отримано наступнi результати.

1. Побудованi визначниковi зображення Дразiна оберненого розв’язку кватер-

нiонового двостороннього матричного рiвняння з обмеженнями, а також

розв’язку деяких сингулярних кватернiонових диференцiальних матричних

рiвнянь.

2. Побудованi аналоги правила Крамера для Мура-Пенроуза зваженого оберне-

ного розв’язку кватернiонового двостороннього матричного рiвняння з вiд-

повiдними обмеженнями, а також його часткових випадкiв.

3. Побудованi розв’язки деяких задач кватернiнно-матричної мiнiмiзацiї та отри-

мано правило Крамера для їх знаходження.

Результати цього роздiлу опублiкованi у роботах [107–110, 112, 115, 116, 119,

126,131,137,138,140]
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено вивченню узагальнених обернених матриць

над тiлом кватернiонiв i, в першу чергу, побудовi їх визначникових зображень,

а також застосуванню отриманих визначникових зображень до розв’язку ква-

тернiонових матричних рiвнянь.

Основнi результати дисертацiї наступнi:

1. Отримано визначниковi зображення узагальнених обернених матриць Мура-

Пенроуза, Дразiна та їх зважених для матриць над тiлом кватернiонiв, ви-

користовуючи ранiше введенi здобувачем стовпцевi i рядковi некомутативнi

визначники. Дослiдженi новi властивостi стовпцевих i рядкових визначни-

кiв, тим самим внесено значний вклад в розвиток їх теорiї.

2. Доведено новi теореми в теорiї матриць над тiлом кватернiонiв, такi як тео-

рема про зважений сингулярний розклад матрицi, про граничне зображення

зваженої матрицi Мура-Пенроуза, теорему про загальну алгебричну стру-

ктуру зваженої матрицi Дразiна.

3. Розроблено новий гранично-ранговий метод, який застосовується для побу-

дови визначникового зображення кватернiонової узагальненої оберненої ма-

трицi Мура-Пенроуза матриць. Для кватернiонових узагальненої оберненої

матрицi Дразiна, зважених узагальнених обернених матриць Мура-Пенроуза

та Дразiна цей метод застосовується в особливих випадках, пов’язаних з ер-

мiтовiстю вiдповiдних матриць.

4. За допомогою гранично-ранговий методу отриманi новi визначниковi зобра-

ження комплексних узагальнених обернених матриць Мура-Пенроуза, Дра-

зiна та їх зважених.

5. Поняття та властивостi серцевинної оберненої матрицi та її узагальнень

розширено до кватернiонових матриць. Доведенi теореми про характери-
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зацiю лiвої W-зваженої EP -серцевинної оберненої матрицi, зваженої MPD -

оберненої матрицi.

6. Побудованi визначниковi зображення кватернiонових правої та лiвої сер-

цевинних обернених, правої та лiвої EP -серцевинних обернених, DMP - та

MPD -обернених, CMP -оберненої, зважених правої та лiвої EP -обернених,

зважених DMP - та MPD -обернених i зваженої CMP -оберненої.

7. Новизна отриманих визначникових зображень серцевинної оберненої матри-

цi та її узагальнень зберiгається i у випадку їх побудови для комплексних

матриць.

8. Побудованi аналоги правила Крамера для кватернiонових двосторонньо-

го матричного рiвняння, узагальненого матричного рiвняння Сильвестра,

усiх його часткових випадкiв, та особливих випадкiв з ∗-ермiтовiстю i η-

ермiтовiстю. Отримане правило Крамера зберiгає свою новизну як прямого

методу знаходження розв’язку комплексного узагальненого матричного рiв-

няння Сильвестра.

9. Одержанi визначниковi зображення загального розв’язку системи кватер-

нiонових двостороннiх матричних рiвнянь та усiх його часткових випадкiв,

а також загального, ермiтового, η-(косо-)ермiтового розв’язкiв системи з,

вiдповiдно, ∗-ермiтовiстю чи η-ермiтовiстю.

10. Одержанi визначниковi зображення Дразiна оберненого розв’язку кватер-

нiонового двостороннього матричного рiвняння з обмеженнями, а також

розв’язку деяких сингулярних кватернiонових диференцiальних матричних

рiвнянь.

11. Одержанi визначниковi зображення Мура-Пенроуза зваженого оберненого

розв’язку кватернiонового двостороннього матричного рiвняння з вiдповiд-

ними обмеженнями, а також його часткових випадкiв.

12. Одержанi визначниковi зображення Дразiна зваженого оберненого розв’яз-

ку кватернiонового двостороннього матричного рiвняння та його часткових

випадкiв з вiдповiдними обмеженнями.
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13. Одержано розв’язки деяких задач кватернiнно-матричної мiнiмiзацiї та по-

будовано правило Крамера для їх знаходження.

Отриманi результати є внеском у теорiю некомутативних визначникiв, зокре-

ма у теорiю стовпцевих i рядкових визначникiв, у теорiю матриць над тiлом

кватернiонiв, у теорiю узагальнених обернених матриць та їх застосувань. Ре-

зультати роботи можуть бути використаннi в теорiї матричних рiвнянь типу

Сильвестра та їх систем, як над тiлом кватернiонiв, так i над полем компле-

ксних (дiйсних) чисел, в теорiї диференцiальних матричних рiвнянь, в задачах

з матричних наближень та апроксимацiї.
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[200] Rakoc̆ević, V., Wei, Y.: A weighted Drazin inverse and applications. Linear

Algebra Appl. 350, 25–39 (2002)

[201] Rehman, A., Kyrchei, I.I., Ali, I., Akram, M., Shakoor, A.: Explicit formulas

and determinantal representation for η-skew-Hermitian solution to a system of

quaternion matrix equations. Filomat 34(8), 2601-2627 (2020)

[202] Rehman, A., Kyrchei, I.I., Ali, I., Akram, M., Shakoor, A.: The general solution

of quaternion matrix equation having η-skew-hermicity and its Cramer’s rule.

Math. Probl. Eng. 2019:7939238 (2019)

[203] Rehman, A., Kyrchei, I.I., Ali, I., Akram, M., Shakoor, A.: Least-norm of

the general solution to some system of quaternion matrix equations and its

determinantal representations. Abstr. Appl. Anal. 2019:9072690 (2019)

[204] Robinson, S.M.: A short proof of Cramer’s rule. Math. Mag. 43, 94–95 (1970)



427

[205] Rodman, L.: Topics in Quaternion Linear Algebra. Princeton University Press

(2014)

[206] Roubtsov, V.N., Roulstone, I.: Holomorphic structures in hydrodynamical

models of nearly geostrophic flow. Proc. R. Soc. London, Ser. A 457, 1519-

1531 (2001)
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