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ВСТУП 

 

Актуальність теми. Теорія визначників матриць із некомутуючими 

елементами, їх ще називають некомутативними визначниками, вже на про-

тязі кількох століть приковує до себе увагу математиків. Хронологія робіт, 

в яких вводиться нове поняття некомутативного визначника, розпочинаєть-

ся ще від роботи А. Келі 1845 року, але продовжується й досі. Найбільш ві-

доме означення некомутативного визначника, а саме визначника квадрат-

ної матриці над тілом, належить Ж. Дьйодонне, який його значення запро-

понував розглядати не в самому тілі, а в приєднаному до нього об’єкті – 

факторі по комутанту. Такого ж роду означення було введене Е. Стаді для 

квадратних матриць над тілом кватерніонів, а також узагальнювалося Й. С. 

Понізовським, який розглядав визначник квадратної матриці над довільним 

кільцем, а в якості приєднаного об’єкта - довільну комутативну півгрупу. 

Кардинально інше означення некомутативного визначника недавно бу-

ло запропоноване І. М. Гельфандом та В. С. Ретахом, які квадратній матри-

ці n -го порядку над тілом зіставляють матрицю її квазідетермінантів того 

ж порядку. Таким чином, замість одного визначника вони вводять 2n  ква-

зідетермінантів, переносячи з комутативного випадку не саме поняття ви-

значника, а його відношення до мінорів порядку 1−n .  

Третій спосіб означення некомутативного визначника – розглядати його 

подібно комутативному випадку, як альтерновану суму мономів від елеме-

нтів матриці, фіксуючи додатково порядок елементів у цих мономах. Най-

більш ґрунтовно та успішно цей спосіб був розроблений в роботах Е. Г. 

Мура та Ф. Д. Дайсона, але тільки для певного класу матриць - а саме ермі-

тових матриць над тілом. Певне узагальнення такого визначника для дові-

льних квадратних матриць над тілом кватерніонів здійснив Л. Чен.  
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В той же час жоден із досі введених некомутативних визначників не 

узагальнює в повному обсязі, в сенсі збереження всіх властивостей та за-

стосувань, визначник комплексної матриці. Більше того, деякі питання з 

теорії матриць над некомутативним кільцем досі залишаються відкритими, 

хоча аналогічні задачі знаходять свій розв’язок засобом визначника у кому-

тативному випадку. Так досі нерозв’язаними залишалися такі актуальні 

проблеми лінійної алгебри над тілом, як аналітичне зображення класичної 

приєднаної матриці і, як наслідок, узагальнення правила Крамера для сис-

тем лінійних рівнянь над тілом. Розробці цих питань присвячена дана дисе-

ртаційна робота.  

Актуальність досліджень, які проводяться в лінійній алгебрі над тілом 

(зокрема, тілом кватерніонів), зростає ще й унаслідок потреб теоретичної 

фізики, особливо в контексті квантової механіки та теорії поля, що відо-

бражено в роботах [41, 59, 65, 70, 75] С. Адлера, Ф. Гурсі, С. Де Лео, П. Ро-

теллі, Д. Фінкельштейна та інших. З появою суперсиметричних теорій і 

квантових груп [44] виникла насущна необхідність розглядати матриці, що 

містять антикомутуючі чи взагалі некомутативні елементи. Тому розгляд 

визначників таких матриць є важливим узагальненням поняття визначника. 

Усе це й обумовлює актуальність і вибір теми дисертаційного дослідження. 

 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Резуль-

тати дисертації отримані в рамках виконання держбюджетної теми Інсти-

туту прикладних проблем механіки і математики ім. Я. С. Підстригача 

НАН України: ”Розвиток диференціально-геометричних та аналітичних ме-

тодів дослідження інваріантних рівнянь математичної і теоретичної фізи-

ки” (номер держреєстрації 0101U000451). 
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Мета і задачі дослідження. Метою дисертації є означення та дослі-

дження властивостей стовпцевих та рядкових визначників квадратних мат-

риць над тілом з інволюцією, які б узагальнювали визначник Е. Г. Мура, 

уведений для ермітових матриць; встановлення критерію оборотності квад-

ратних матриць над тілом у рамках побудованої теорії визначників та ви-

значникове зображення оберненої матриці над тілом через аналог класич-

ної приєднаної матриці; узагальнення правила Крамера для лівих та правих 

систем лінійних рівнянь над тілом з інволюцією, яке є асоціативною ком-

позиційною нерозщеплюваною алгеброю над своїм центром – полем ну-

льової характеристики. 

Для досягнення цієї мети здійснюється постановка та вирішення насту-

пних задач: 

• дати означення та дослідити властивості рядкових та стовпцевих ви-

значників квадратних матриць над тілом з інволюцією, що є асоціа-

тивною композиційною нерозщеплюваною алгеброю над полем ну-

льової характеристики; 

• у рамках теорії стовпцевих і рядкових визначників дати означення 

визначника ермітової матриці, що співпадає з визначником Мура, та 

дослідити його властивості виражені через стовпцеві та рядкові ви-

значники; 

• аналітично зобразити обернену до ермітової матриці над тілом з ін-

волюцією через класичну приєднану; 

• дати означення в рамках теорії стовпцевих та рядкових визначників 

та дослідити властивості подвійного визначника квадратної матриці 

над тілом з інволюцією; 

• одержати визначникове зображення оберненої матриці через аналог 

класичної приєднаної для довільної оборотної квадратної матриці над 

тілом з інволюцією; 
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• аналітично зобразити розв’язки правої та лівої систем лінійних рів-

нянь над тілом, як узагальнення правила Крамера. 

Об’єктом дослідження є матриці над тілом, яке є асоціативною компози-

ційною алгеброю з діленням над своїм центром – полем нульової характе-

ристики. 

Предметом дослідження є некомутативні визначники квадратних матриць 

над тілом з інволюцією. 

Методи дослідження: методи теорії некомутативних кілець та алгебр, тео-

рії матриць над тілом. 

 

Наукова новизна одержаних результатів. Наукова новизна роботи 

полягає в таких основних положеннях. 

1. Введені поняття та розроблена теорія нових матричних функціона-

лів, - стовпцевих і рядкових визначників квадратних матриць над ті-

лом, яке є асоціативною композиційною нерозщеплюваною алгеб-

рою над своїм центром – полем нульової характеристики. 

2. У рамках теорії стовпцевих і рядкових визначників введене поняття 

визначника ермітової матриці, що співпадає з визначником Мура, а 

також подвійного визначника квадратної матриці над тілом з інво-

люцією. Показано, що множина всіх стовпцевих та рядкових визнач-

ників є повним та природним узагальненням визначника Мура для 

довільної квадратної матриці над тілом. Подвійний визначник пред-

ставлений як визначник, що задовольняє як аксіоми некомутативно-

го визначника так і, засобом стовпцевих і рядкових визначників, 

властивість розкладу Лапласа по будь-якому стовпцю чи рядку мат-

риці. 
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3. Одержано визначникове зображення оберненої матриці через класи-

чну приєднану для оборотної ермітової матриці над тілом з інволюці-

єю.  

4. Одержано визначникове зображення оберненої матриці через аналог 

класичної приєднаної для довільної оборотної квадратної матриці над 

тілом з інволюцією. 

5. Розв’язки правих та лівих систем лінійних рівнянь над тілом зобра-

жені як узагальнення правила Крамера. 

 

 Особистий внесок здобувача. Усі результати дисертації отримані 

автором самостійно. 

 

 Практичне значення одержаних результатів. Результати дисерта-

ції мають теоретичний характер. Їх можна використати в подальших нау-

кових дослідженнях алгебри матриць з некомутуючими елементами, а та-

кож в дослідженнях, що застосовують некомутативні визначники, зокрема, 

в галузях теоретичної фізики та квантової механіки.  

 

 Апробація результатів дисертації. Основні результати, одержані в 

дисертаційній роботі, доповідалися і обговорювалися на: Міжнародній 

конференції з алгебри в Україні (м. Львів, 2003; м. Одеса, 2005; м. 

Кам’янець-Подільський, 2007), Міжнародній науковій конференції ім. ака-

деміка М. Кравчука (м. Київ, 1994, 2002, 2004, 2006), Міжнародній матема-

тичній конференції ім. В. Я. Скоробагатька (м. Дрогобич, 2004, 2007), In-

ternational Conference on Matrix Analysis and Applications (Nova Southeastern 

University, Fort Lauderdale, Florida, USA, 2003), Международной алгебраи-

ческой конференции посвященной 250-летию Московского государствен-

ного университета (г. Москва, Россия, 2004), Международной алгебраиче-
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ской конференции посвященной 100-летию со дня рождения 

П.Г.Конторовича и 70-летию Л.Н.Шеврина (г. Екатеринбург, Россия, 2005), 

III Всеукраїнській науковій конференції “Нелінійні проблеми аналізу” (м. 

Івано-Франківськ, 2003), Міжнародній школі-семінарі “Ланцюгові дроби, 

їх узагальнення та застосування” (с.м.т. Верхнє Синьовидне Львівської 

обл., 1994; Ужгород, 2002), засіданнях семінару ім. В. Я. Скоробагатька Ін-

ституту прикладних проблем механіки і математики ім. Я. С. Підстригача 

НАН України (м. Львів, 2001-2008), засіданнях загальноінститутського ма-

тематичного семінару Інституту прикладних проблем механіки і математи-

ки ім. Я. С. Підстригача НАН України (м. Львів, 2005, 2008), засіданнях 

Львівського міського наукового семінару з алгебри (м. Львів, 2001, 2004), 

засіданні семінару з алгебри Київського національного університету ім. 

Т.Г.Шевченка (м. Київ, 2004).  

 

Публікації. Результати, що включені до дисертації, достатньо повно ви-

кладені у 17 публікаціях, в тому числі у шести статтях у фахових наукових 

виданнях із переліку, затвердженого ВАК України та одинадцяти тезах 

міжнародних та всеукраїнських конференцій.  
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РОЗДІЛ 1 

  ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ. 

ТЕОРІЯ НЕКОМУТАТИВНИХ ВИЗНАЧНИКІВ 

                                                                                                                            

                                                                                                                           

Питання визначникового зображення оберненої матриці над ті-

лом через аналог класичної приєднаної матриці і, як наслідок, 

розв’язок систем лінійних рівнянь над тілом за правилом Крамера 

й досі залишаються відкритими [45, 50, 51, 56, 95]. Ключовим у 

розв’язанні цієї задачі є означення некомутативного визначника, 

тобто визначника квадратної матриці з некомутуючими елемента-

ми, і в цьому плані історично склалося кілька підходів. 

 

1.1. Аксіоми некомутативного визначника 

 

Перший спосіб – це означення некомутативного визначника, як образу 

відображення, що задовольняє необхідну для означення та достатню групу 

з трьох аксіом, яка в сучасній літературі є загальновизнаною (див., напри-

клад, [37, 45, 51, 56]).  

Позначимо через K),M( n  кільце квадратних матриць n -го порядку над 

кільцем K .  

Означення 1.1.1. Нехай функціонал ( ) KK,M:d →n  задовольняє на-

ступні аксіоми. 

Аксіома 1. (Виродженість.) ( ) 0=Ad  тоді і тільки тоді, коли A  виро-

джена (необоротна) матриця. 

Аксіома 2. (Мультиплікативність.) ( ) ( ) ( )BABA ddd ⋅=⋅ . 
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Аксіома 3. (Інваріантність.) Якщо матриця A~  одержується з квадра-

тної матриці A  через додавання до її довільного рядка, помноженого 

зліва на елемент кільця, її інший рядок, або через додавання до її дові-

льного стовпця, помноженого справа на елемент кільця, її інший стов-

пець, тоді AA det~det = . 

Тоді значення функціоналу ( ) Kd ∈A  називають визначником квадратної 

матриці A  n -го порядку над кільцем K .  

 Позначимо через I  - одиничну матрицю, ijE  - матрицю на перетині 

i -го рядка та j -го стовпця якої знаходиться 1, а всі інші елементи є нуля-

ми. Тоді матриця ijij bb EIP ⋅+=)(  при ji ≠  відрізняється від одиничної 

елементом K∈b , що знаходиться на перетині i -го рядка та j -го стовпця 

для всіх nji ,, 1= . 

 Замість аксіоми 3 також використовують [45] еквівалентну їй насту-

пну аксіому. 

Аксіома 3'. Для довільного елемента K∈b  та для всіх nji ,, 1=  таких, 

що ji ≠ , маємо рівність ( ) 1=)(d bijP . 

Означення 1.1.2. Група всіх невироджених (оборотних) квадратних ма-

триць порядку n  над кільцем K  називається повною лінійною групою і по-

значається ( )K,GL n . Матриці )( bijP  (для всіх ji ≠  та всіх K∈b ) поро-

джують підгрупу ( )K,SL n , яка називається унімодулярною групою, а її еле-

менти називають унімодулярними матрицями. 

Має місце теорема. 

Теорема 1.1.1. [45] Нехай d  задовольняє аксіоми 1, 2, 3, тоді образ 

( )( )K,Md n  є комутативною підмножиною K . 

Як уже випливає з цієї теореми тільки засобом такого визначника, ви-

значника що задовольняє аксіоми 1, 2, 3, неможливо аналітично зобразити 
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класичну приєднану матрицю [ ]AAdj  для довільної оборотної матриці 

( )K,GL n∈A  над кільцем K . Оскільки, з одного боку елементи матриці 

[ ]AAdj  за означенням класичної приєднаної є алгебричними доповнення-

ми, тобто визначниками відповідних підматриць матриці A , що за теоре-

мою 1.1.1 означає, що вони належать комутативній підмножині кільця K .  

А з іншого - елементи приєднаної матриці для довільної матриці 

( )K,GL n∈A  в загальному є довільними елементами кільця. 

Розглянемо аксіому адитивності визначникового відображення віднос-

но її довільного рядка. 

Аксіома 3*. Нехай для квадратних матриць ( )ija=A , ( )ijb=B , 

( )ijc=C , де { } ( )K,M,, n⊂CBA , існує такий індекс { }n,,Ir n K1=∈ , що: 

ijijij cba == , коли ri ≠ , 

rjrjrj cba =+  для всіх nj ,1= , 

тоді ( ) ( ) ( )CBA ddd =+ . 

Має місце теорема, яку довів Фрімен Дайсон. 

Теорема 1.1.2. [49] Нехай K  кільце з одиницею і без дільників нуля. Як-

що на матричному кільці ( )K,M n  з 1>n  існує відображення d , що задо-

вольняє аксіоми 1, 2, 3*, тоді K  є комутативним кільцем. 

Враховуючи цей факт, - те, що над кільцем не існує визначникового ві-

дображення, яке б задовольняло аксіоми 1, 2, 3*, він запропонував вважати 

аксіому 1 необхідною й ключовою для означення некомутативного визнач-

ника. 

1.1.1. Визначник Е. Стаді. Одним із найбільш відомих прикла-

дів визначника, як образу відображення, що задовольняє аксіоми 1, 

2, 3, є визначник Стаді. Він увів його (у роботі [86]) для квадрат-

них матриць над тілом кватерніонів H . Його ідея полягала в тому, 
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щоб квадратну матрицю n -го порядку над тілом кватерніонів 

трансформувати в комплексну квадратну матрицю порядку n2 . 

Довільну квадратну матрицю H),M( n∈M  можна однозначно подати у 

вигляді: BAM ⋅+= j , де { } C),M(, n⊂BA , C  - поле комплексних чисел. 

Означення 1.1.3. Означимо гомоморфізм ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

=⋅+ϕ=ϕ
AB
BABAM j)( , 

тоді ( )MM ϕ= CdetSdet :  - визначник Стаді для квадратної матриці M  над 

тілом кватерніонів H , де A  - матриця, елементи якої спряжені до відпові-

дних елементів матриці A . 

Крім того, вводиться ін’єктивний гомоморфізм ( ) ( )RMCM ,2, : nn →φ  із 

кільця комплексних квадратних матриць n -го порядку в кільце дійсних 

квадратних матриць порядку n2 : 

 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=+φ
CD
DC

DC i , 

Має місце теорема. 

Теорема 1.1.3. [86, 45] Для довільної комплексної матриці N  маємо 

 

( ) 02 ≥=φ NN CR detdet , 

 

і для довільної матриці M  над тілом кватерніонів: 

 

( ) ( )( ) 0≥ϕφ=ϕ MM RC detdet . 

 

1.1.2. Визначник Ж. Дьйодоннè. Інший не менш відомий приклад ви-

значникового функціоналу, що задовольняє аксіоми 1, 2 і 3, був уведений 
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Жаном Дьйодоннè. Він розглядав [55] його для квадратних матриць над до-

вільним тілом S . 

Має місце теорема. 

Теорема 1.1.4.[1, 55] Довільна оборотна матриця ( )S,GL n∈∀A  може бу-

ти зображена у вигляді ( ) BDA ⋅= x , де  

 

( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

x

x

K

KKKK

K

K

00

010
001

D , ( )S,SL n∈B . 

 

Наступна теорема стверджує, що ( )S,SL n  є комутантом групи ( )S,GL n . 

Теорема 1.1.5.[1, 45, 55] ( ) ( ) ( )[ ]S,GL,S,GLS,SL nnn = . 

Теорема 1.1.6. [1,45, 55] Нехай { }0−=∗ SS  - мультиплікативна група 

тіла S . Тоді  

( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

x

x

K

KKKK

K

K

00

010
001

D  

 

є комутатором у групі ( )S,GL n , тобто, ( ) ( )S,SL nx ∈D  тоді і тільки тоді, 

коли x  є комутатором в ∗S . 

У розкладі ( ) BDA ⋅= x  ні x , ні B  не є однозначними, але довільному 

елементу S∈x  однозначно ставиться у відповідність його канонічний об-

раз ][ ∗∗ S,Sx  фактор-групи ][ ∗∗∗ S,S/S  по комутативній підгрупі ][ ∗∗ S,S  

тіла S . Це було використано Дьйодоннè в його роботі [55]. Його ціллю бу-

ло показати, як визначник можна виразити в термінах теорії груп. 
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Теорема 1.1.7. [1, 45, 55] Для довільного тіла S  існує ізоморфізм: 

 

( ) ( ) ( )[ ] ][ ∗∗∗→ S,S/SS,GL,S,GL/S,GL nnn . 

 

З цієї основної теореми Дьйодоннè випливає його означення визначника: 

 

( )( ) ][: ∗∗=⋅= S,Sdetdet xx BDA .  

 

Якщо HS ≡  - тіло кватерніонів, тоді, означивши гомоморфізм 

+
∗∗∗ →ω RH,H/H ][ : : 

( ) xx =ω ∗∗ ][ H,H , 

 

одержимо ( ) xx =ω= ∗∗ ][: H,HDdet A  - нормалізований визначник Дьйо-

доннè. Тут x  - евклідова норма в тілі кватерніонів H . 

Дьйодоннè показав [55], що довільний визначниковий функціонал d , 

який задовольняє аксіоми 1, 2, 3 означення 1.1.1, має вигляд 

( ) MM rDdetd = , де R∈r  - дійсне число, і для довільної матриці 

( )H,GL n∈M , зокрема, MM 2DdetSdet = . 

З інших властивостей визначника Дьйодоннè відмітимо те, що 

цей визначник, як функція від деякого рядка матриці, не є ліній-

ним. Позначимо цю функцію через ( ).D ia , де .ia  - i -й рядок матри-

ці ( )S,M n∈A , тоді справедливою є теорема: 

Теорема 1.1.8. [1, 45, 55] ( ) ( ) ( ).... DDD iiii aaaa ′+⊂′+ . 

У випадку ( )H,M n∈A  одержимо нерівність трикутника: 

( ) ( ) ( ).... DDD iiii aaaa ′+≤′+ . 
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Слід відмітити, що визначник Дьйодоннè має широке застосу-

вання в теорії матриць над тілом, що відображено в багатьох робо-

тах, зокрема [46, 47, 57, 61, 66, 74, 82, 83]. 

 

1.1.3. Зображення оберненої матриці Й.С. Понізовським. У роботі 

[37] Й. С. Понізовський, узагальнюючи підхід запропонований Дьйодонне 

квадратній матриці над кільцем K  гомоморфно ставить у відповідність 

елемент деякої комутативної підгрупи, який і називає визначником. Побу-

дований таким чином визначник, як і визначник Дьйодонне, є коректно 

означеним, оскільки повністю задовольняє аксіоми 1, 2, 3 некомутативного 

визначника. І в той же час, як зауважує сам автор „такі властивості звичай-

них визначників як розклад по мінорах рядка чи стовпця при нашому озна-

ченні визначника не мають змісту [37, стор. 4]“. Власне, із цього, очевидно, 

випливає неможливість введення поняття алгебричного доповнення елеме-

нта матриці і, як наслідок, неможливість побудови приєднаної матриці в 

рамках тільки цієї теорії визначників. Й.С.Понізовським аналітичне зобра-

ження оберненої матриці представлено наступним чином:  

 

( )111 −−− ϕ= DD MM , 

 

де D  - точне неособливе зображення кільця K  над полем P  степені d , M  

- матриця порядку n  над кільцем K , DM  - матриця порядку nd  над P , 

яка одержується із M  заміною кожного елемента матрицею, що відповідає 

йому в зображенні D  і ( ) DD MM =ϕ . Якщо зображення D  - точне й не-

особливе, то відображення ndn PKD →ϕ :  є ізоморфізмом, тут nK  - кільце 

квадратних матриць порядку n  над K , ndP  - кільце квадратних матриць 

порядку nd  над полем P . При цьому зображення D  називають неособли-
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вим, якщо воно містить оборотні матриці. І як вказує автор „якщо задана 

конкретна матриця M  над K  і фактично задано точне зображення D  над 

полем P , то можна фактично обчислити 1−M  [37, стор. 11]“. Але, очевид-

но, що таке аналітичне зображення оберненої матриці не представляє саме 

визначникове зображення оберненої матриці через класичну приєднану. 

 

1.2. Квазідетермінанти Гельфанда-Ретаха 

 

Другий спосіб означення визначника матриці над тілом – це розглядати 

його як певну раціональну функцію від елементів матриці. Таким чином 

будували свої визначники А. Гейтінг [63] та А. Р. Річардсон [84]. Та найбі-

льшого успіху тут досягли Гельфанд І. М. та Ретах В. С. У своїх роботах [4, 

5, 64], вони стверджують, що” питання про означення єдиного детермінан-

та квадратної матриці в загальній некомутативній ситуації не має сенсу, 

якщо розглядати детермінанти зі значеннями в кільці [4, стор. 5]” і квадра-

тній матриці n -го порядку над тілом замість одного визначника ставлять у 

відповідність 2n  побудованих ними квазідетермінантів, переносячи з ко-

мутативного випадку не саме поняття визначника, а його відношення до 

мінорів порядку 1−n . 

Нехай nI , nJ  - впорядковані множини індексів із n  елементів. Нехай 

( )ija=A , nIi∈ , nJj∈ , - матриця формальних некомутативних елементів 

ija . Індукцією за n  означуються 2n  раціональних виразів pqA , nIp∈ , 

nJq∈ , які називаються квазідетермінантами порядку pq .  

Для ,1=n  тобто, для одноелементної матриці ( )ija=A , означується 

єдиний вираз ijij a=A . Припустивши, що означені квазідетермінанти всіх 
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матриць порядків менше, ніж n , означуються квазідетермінанти матриці 

( )ija=A , коли nIi∈ , nJj∈ : 

∑
≠
≠

−
⋅⋅−=

qj
pi

iqij
pq

pjpqpq aaa
1

AA ,                    (1.1) 

де pqA  - матриця, яку одержимо з матриці A , викресливши її рядок p  та 

стовпець q .  

Показано, що для квадратних матриць над тілом квазідетермінант pqA  

може бути означений і у випадку, коли не визначені деякі з квазідетерміна-

нтів матриці pqA . Для матриць над тілом справедлива 

Теорема 1.2.1. [5] Нехай ( )ija=A  матриця над тілом. Квазідетермі-

нант pqA  визначений, якщо визначений і відмінний від нуля хоча б один із 

квазідетермінантів матриці pqA . В цьому випадку у формулі (1.1) суму-

вання проводиться по всім парам ( )ji , , pi ≠ , qj ≠ , для яких квазідетермі-

нант 
ij

pqA  визначений і відмінний від нуля. 

Якщо елементи ija  комутують, то ( ) pq
qp

pq A
AA

det
det+−= 1 . 

І. М. Гельфанд та В. С. Ретах демонструють широкий спектр властивос-

тей та застосувань квазідетермінантів, закликаючи при цьому не боятися їх 

не поліноміальної, а “лоранівської” залежності від елементів матриці. Роз-

глянемо ті їх результати, що відносяться до оборотності матриць та 

розв’язування систем лінійних рівнянь над тілом. Мають місце теореми: 

Теорема 1.2.2. [5] Нехай визначений квазідетермінант ijA  матриці 

A . Наступні умови, рівносильні: 
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1) 0=ijA , 

2) i - й рядок матриці A  є лівою лінійною комбінацією інших 

рядків цієї матриці; 

3) j - й стовпець матриці A  є правою лінійною комбінацією ін-

ших стовпців цієї матриці. 

Теорема 1.2.3. [4] 1) Обернена матриця 1−= AB  існує тоді і 

тільки тоді, коли 

а) якщо квазідетермінант ijA , для довільних nji ,, 1=  визначе-

ний, то 0≠ijA ; 

б) для кожного “рядкового“ індексу p  знайдеться індекс q  такий, що 

квазідетермінант pqA  визначений; 

в) для кожного “стовпцевого“ індексу s  знайдеться індекс r  такий, 

що квазідетермінант rsA  визначений. 

2) Якщо визначена обернена матриця ( )
nnijb

×
=B , тоді для довільних 

nji ,,1K=,  елемент ijb  дорівнює 1−
ijA , якщо квазідетермінант ijA  ви-

значений, і нулю в протилежному випадку. 

Ця теорема розкриває запропонований І. М. Гельфандом та В. С. Рета-

хом метод побудови оберненої матриці над тілом. Оскільки введені квазі-

детермінанти також не задовольняють властивість розкладу Лапласа по 

будь-якому рядку чи стовпцю, то очевидно, що для зображення оберненої 

матриці в цьому випадку використовується інша структуру аніж приєднана 

матриця.  

Розглядається [5] ліва система лінійних рівнянь над тілом: 
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З теореми 1.2.3 випливає, що її розв’язок задається формулою: 

 

∑
=

−=
n

j
jjiix

1

1ξA . 

 

Приводиться й інший варіант розв’язку цієї системи – правило 

Крамера для квазідетермінантів.  

Теорема 1.2.4.[5] Нехай ( )ξjA  - матриця, яка одержується з 

матриці A  заміною j -го стовпця на стовпець ( )Tnξξ= ,,K1ξ . Тоді  

 

( ) ijjjij x ξAA = . 

 

При цьому права частина не залежить від вибору j . 

 

1.3. Визначник як альтернована сума мономів від елементів 

матриці 

 

“Класичний” спосіб означення визначника подібно комутативному ви-

падку, як альтернованої суми мономів від елементів матриці взятих по од-

ному з кожного рядка та стовпця, є найбільш очевидним. Але для матриць 

із некомутуючими елементами при спробі його введення виникає проблема 

порядку розміщення елементів у кожному з мономів. Для багатьох матема-

тиків цей недолік канонічного означення став ознакою того, що такий спо-
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сіб є непридатним у загальній некомутативній ситуації. Звичайно, що при 

використанні цього методу були свої недоліки, але є і вагомі здобутки. 

1.3.1. Визначник А. Келі. В 1845 році, через два роки після відкриття 

Гамільтоном кватерніонів, Артур Келі вперше таким способом дав [48] 

означення визначника квадратної матриці над тілом кватерніонів. Він виб-

рав для нього розклад через перший стовпець. Якщо позначити його визна-

чник як Cdet , то 

1221
22

11 baba
ba
ba

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛Cdet  

і 

( ) ( ) ( )122131331223321

333

222

111
сbсbaсbсbaсbсba

сba
сba
сba

−+−−−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
Cdet . 

 

Але наскільки коректним є це означення? Келі відмітив, що якщо два 

рядки 22×  матриці одинакові, то 

 

0=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ abab
ba
ba

Cdet . 

 

Однак, коли одинакові два стовпці такої матриці, то baab
bb
aa

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛Cdet , 

і, внаслідок некомутативності, визначник у загальному не дорівнює нулю. 

Усе ж ця причина не відштовхнула, ні Келі, ні інших його послідовників 

від дослідження цього визначника, втім, без жодного успіху у сфері його 

застосувань. Більше того, як показано в роботі [45] визначник Келі не задо-

вольняє жодній з указаних вище аксіом. 
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1.3.2. Визначник Е. Г. Мура. Найбільш вдалої побудови визначника як 

суми мономів від елементів матриці досягнув Е. Г. Мур. Він зауважив, що 

можна досягнути успіху при означенні визначника матриць із некомутую-

чими елементами за таким принципом, коли застосувати його для певного 

класу матриць, а саме для ермітових. Це відкриття він зробив у роботі [77], 

яка була довгий час забута і результати, якої пізніше узагальнив та виклав у 

більш сучасній термінології відомий фізик і математик Ф. Д. Дайсон [56], 

зауваживши важливість застосування визначника Мура в теоретичній фізи-

ці. 

Означення 1.3.1. Нехай K  є кільцем з інволюцією ∗→ qq , це означає, 

що оператор ∗  задовольняє умову ( ) qq =
∗∗  для всіх K∈q . Елемент ∗= qq , 

K∈q , називається скаляром кільця. K  є кільцем із комутуючими скаляра-

ми, якщо кожний скаляр комутує з усіма елементами в кільці K . 

Множина скалярів утворює підкільце KP ⊂ . 

Означення 1.3.2. Говорять, що кільце K  володіє властивістю скаляр-

ного добутку, якщо скалярний добуток ( ) ∗∗+= qrqrrq ,  є симетричним, що 

означає: ( ) ( )qrrq ,, = . 

Означення визначника Мура вводиться не тільки для ермітових матриць 

над кільцем K  із комутуючими скалярами та властивістю скалярного до-

бутку, але й для майже ермітових (самоспряжених) матриць. 

Означення 1.3.3. Матриця ( )ija=A  над кільцем K  із комутуючими 

скалярами та властивістю скалярного добутку називається майже ерміто-

вою, якщо існує такий індекс nIk∈ , що ∗= ijji aa , коли ki ≠  та kj ≠ . 

Означення 1.3.4. Нехай nIk∈  задовольняє означення 1.3.3. Індукцією 

по n  майже ермітовій матриці ( ) nnija
×

=A  над кільцем K  із комутуючими 
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скалярами та властивістю скалярного добутку ставиться у відповідність 

вираз, AMdet , який називається визначником Мура: 

 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>→ε

=

= ∑
=

n

j
kjkj njka

na

1

11

1)(

1,

,MdetMdet AA               (1.2) 

 

Тут 
⎩
⎨
⎧

≠−
=

=ε
jkякщо

jkякщо
kj ,

,
1

1
, а через )( jk →A  позначено матрицю, яка одер-

жується з матриці A , спочатку замінивши її j -й стовпець її k -м стовпцем, 

а потім викресливши k -й рядок та k -й стовпець. 

Інше означення визначника Мура для ермітової матриці еквівалентне 

означенню 1.3.4 приводиться [45] в термінах підстановок. 

Означення 1.3.5. Нехай ( ) nnija
×

=A  - матриця над кільцем K  із кому-

туючими скалярами та властивістю скалярного добутку. Визначником ер-

мітової матриці називається вираз 

 

1212122222111111211 rrrlrrl
n

l nnnnnnnn
S

nnnn aaaaaa KKKK∑
∈σ

σ=AMdet ,  

 

де nS  - симетрична група на множині { }nIn ,,1K= , nS∈σ  - підстановка n -ї 

степені, σ  - знак її парності. Циклічне зображення підстановки σ  в нор-

мальній формі має вигляд: 

 

( )( ) ( )
rrlrll nnnnnn KKKK 1221111 21

=σ , 

 

де iji nn <1  для всіх 1>j  при цьому 12111 rnnn >>> K . 



 24
Мають місце наступні теореми. 

Теорема 1.3.1. [56] Нехай K  - кільце з комутуючими скалярами й влас-

тивістю скалярного добутку і нехай A  - ермітова матриця з елементами 

з K . Тоді значення AMdet , визначене рівністю (1.2) є незалежним від k , а 

також AMdet  є скаляром. 

Теорема 1.3.2. [56] Якщо A  - майже ермітова матриця над кільцем K  

і має два однакові рядки чи стовпці, тоді 0=AMdet . 

З цих теорем Дайсон доводить виконання аксіом 1 і 3* для визначника 

Мура та аксіоми 2 при певних строгих обмеженнях на вихідне кільце K . У 

своїй роботі він також приводить перелік невирішених проблем, 

пов’язаних із визначником Мура, зокрема наступні: 

1) Яка залежність між визначниками Мура та Дьйодонне? 

2) Яким найбільш природнім шляхом можна узагальнити означення ви-

значника Мура для матриць, що не є самоспряженими? 

Перше з наведених питань на даний час уже знайшло своє вирішення. 

Що стосується другої проблеми, то повна й обґрунтована відповідь на ньо-

го є однією з цілей даної роботи. Іншою спробою задовільної відповіді на 

це питання є визначник Лонгхуан Чена.  

1.3.3. Визначник Л. Чена. Для довільної квадратної матриці A  над ті-

лом кватерніонів H  Л. Чен означав [49, 50] визначник наступним чином: 

 

( ) rlrt
n

sss nkknnjjn
S

niiiiiin aaaaaaaa KKKK 2222113221∑
∈σ

−
σε== AAdet , 

( )( ) ( )lrts kkknjjjniiin KKKK 32322321=σ , 

lrts kkknjjjniiin ,,,;;,,,;,,, KKKK 32322321 >>> , 

121 ≥>>>= rnnnn K , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) rnlts −−++−+− −=−= 11 111 Kσε . 
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Треба відмітити, що його визначник порушує застереження Дайсона - 

не задовольняє ключову аксіому 1. Але для ермітової матриці A  його ви-

значник, як і визначник Мура, є скаляром, Rdet ∈A , де R  - поле дійсних 

чисел. Крім того, для довільної кватерніонової матриці A  вводиться понят-

тя подвійного визначника, який позначається A . 

Означення 1.3.4. Для довільної матриці mn×∈HA , AAA ∗≡  назива-

ється її подвійним визначником. 

Тут через mn×H  позначається множина mn× -матриць над тілом квате-

рніонів H . Мають місце теореми, які розкривають властивості подвійного 

визначника: 

Теорема 1.3.4. [50] Для довільної nn×∈HA  маємо ∗= AA . 

Теорема 1.3.5. [50] Для довільних { } nn×∈H,BA ,  

BAAB ⋅= . 

Теорема 1.3.6. [50] Для довільної mn×∈HA  маємо 0≥A . 

Встановлена необхідна й достатня умова правої лінійної незалежності 

стовпців довільної матриці над тілом кватерніонів. 

Теорема 1.3.7. [50] Нехай ( ) mnm ×∈= H,, αα K1A , тоді необхідною й 

достатньою умовою правої лінійної незалежності вектор-стовпців 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

ni

i

i
a

a
M
1

α , ( )ni ,1=∀ , матриці A  є 0≠A . 

Має місце також теорема, яка розкриває запропонований Ченом метод 

побудови оберненої матриці. 

Теорема 1.3.8. [50] Необхідною й достатньою умовою оборотності 

квадратної матриці ( )mαα ,,K1=A  над тілом кватерніонів є відмінність 
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від нуля її подвійного визначника, 0≠A . Тоді існує обернена матриця 

( )jkb=−1A , де jkb  задаються формулами: 

kjjkb ω
A
1

= , ( )nkj ,,,, K21= , 

( ) ( )jnjnjknjnjkj ααααααδαααααω 11111111 −+−
∗

−+−= KKKKdet .      

 

де iα  - i -й стовпець матриці A , kδ  - n -вимірний стовпець з одиницею в 

k -му рядку та нулем в усіх інших. 

Оскільки, властивість розкладу Лапласа по будь-якому рядку чи стовп-

цю визначником Чена, за виключенням n -го рядка, також не виконується, 

то й матрицю, яка використовується для аналітичного зображення оберне-

ної, не можна означити як певний аналог приєднаної.  

В роботі [49] Чен також одержує розв’язок правої системи лінійних рів-

нянь над тілом кватерніонів, який він називає крамерівським. 

Теорема 1.3.9. [49] Для правої системи лінійних рівнянь ∑ = β=αn
j jj x1  

над тілом кватерніонів, якщо подвійний визначник його матриці коефіціє-

нтів 0≠A , існує єдиний розв’язок  

jjx DA 1−= , 

де 

( )jnjnj

n

j

n

j

j αααααα
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α
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Тут iα  - i - й стовпець матриці A , ∗αi  - i - й рядок матриці ∗A  для всіх 

ni ,1= , ∗β  - n - мірний вектор-рядок спряжений до вектор-стовпця β  віль-

них елементів. 

 

1.4. Висновки 

 

1 У першому підрозділі розглядається означення некомутативного ви-

значника через необхідну та достатню групу аксіом. Наводяться 

приклади визначників, що задовольняють ці аксіоми, а саме визнач-

ники Стаді та Дьйодоннè. Подається зображення оберненої матриці 

для оборотної квадратної матриці над кільцем, представлене 

Й.С.Понізовським у рамках теорії визначника Дьйодоннè. 

2 У другому підрозділі вводяться означення та розглядаються основні 

властивості квазідетермінантів Гельфанда-Ретаха. Розглядаються 

одержані в рамках теорії квазідетермінантів зображення оберненої 

матриці та аналог правила Крамера для лівої системи лінійних рів-

нянь над тілом. 

3 У третьому підрозділі розглядаються некомутативні визначники 

означені подібно комутативному випадку, як альтернована сума до-

бутків елементів матриці, але фіксуючи попередньо порядок елемен-

тів, а саме визначники Келі, Мура та Чена. Наводиться проблема 

Дайсона, про повне та природне узагальнення для довільних квадра-

тних матриць над тілом визначника Мура, введеного для ермітових 

матриць. Подається визначникове зображення оберненої матриці та 

аналог правила Крамера для систем лінійних рівнянь над тілом ква-

терніонів, одержані засобом визначника Чена. 
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4 Оскільки, жоден із представлених у цьому розділі визначників не за-

довольняє властивість розкладу Лапласа по будь-якому рядку чи 

стовпцю матриці, то й означити алгебричне доповнення елемента 

матриці, а звідси, й одержати аналітичне зображення класичної при-

єднаної матриці над некомутативним кільцем у рамках теорії будь-

якого з означених вище визначників неможливо. 

5 Щоб одержати визначникове зображення оберненої матриці над ті-

лом через аналог класичної приєднаної матриці, необхідно побуду-

вати такий некомутативний визначник, який, з одного боку, задово-

льняв би властивість розкладу по будь-якому рядку чи стовпцю мат-

риці і в той же час, як визначникове відображення, задовольняв би 

аксіоми 1, 2, 3 означення 1.1.1. 
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РОЗДІЛ 2 

ТЕОРІЯ СТОВПЦЕВИХ ТА РЯДКОВИХ ВИЗНАЧНИКІВ  

НАД ТІЛОМ З ІНВОЛЮЦІЄЮ 

 

 

2.1. Означення основного тіла 

Означення 2.1.1. Відображення ∗  кільця K  в себе називається інво-

люцією, якщо виконуються умови ( ) ∗∗∗ +=+ yxyx , ( ) ∗∗∗ ⋅=⋅ xyyx  та 

( ) xx =
∗∗ .  

Нехай F  - довільне поле, A  - векторний простір ненульової розмір-

ності над F .   

Означення 2.1.2. Відображення FAA:f →×  називається біліній-

ною формою, якщо для довільних A,,, ∈′′ yyxx , F∈α  виконуються на-

ступні умови: 

1) ( ) ( ) ( )yxyxyxx ,f,f,f ′+=′+ ; 

2) ( ) ( ) ( )yxyxyyx ′+=′+ ,f,f,f ; 

3) ( ) ( ) ( )yxyxyx ,f,f,f α=α=α . 

Означення 2.1.3. Білінійна форма FAA:f →×  називається симет-

ричною, якщо ( ) ( )xyyx ,f,f =  для довільних A, ∈yx . 

Означення 2.1.4. Симетрична білінійна форма FAA:f →×  нази-

вається невиродженою, якщо із того, що ( ) 0=xa ,f  для довільного 

A∈a  випливає, що 0=a , і виродженою в протилежному випадку.  

Означення 2.1.5. Відображення FA:n →  називається квадратич-

ною формою, якщо  

1) ( ) ( )xx nn 2λ=λ , де A∈x , F∈λ ; 

2) функція ( ) ( ) ( ) ( )yxyxyx nnn,f −−+=  є білінійною формою на A . 
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Означення 2.1.6. Квадратична форма ( )xn  називається невиродже-

ною, якщо невироджена відповідна їй симетрична білінійна форма, і ви-

родженою в протилежному випадку. 

Означення 2.1.7. Алгебра A  з одиницею 1 над полем F  характерис-

тики, що не дорівнює 2, називається композиційною, якщо на векторно-

му просторі A  визначена невироджена квадратична форма FAn →:)(x , 

яка задовольняє наступні дві умови.  

1) Вона індукує невироджену симетричну білінійну форму 

( ) ( ) ( ) ( )yxyxyx nnn,n −−+=: , тобто означає ізоморфізм 

( )FA,A~A FHom=→ ∨ , де ( )FA,FHom  - група гомоморфізмів із 

A  в F .   

2) Квадратична форма )(xn  допускає композицію 

( ) ( ) ( )yxyx nnn =⋅ . 

Означення 2.1.8. F -алгебра A  з одиницею 1 називається квадрати-

чною над полем F , якщо кожен елемент A∈x  задовольняє рівність 

 

( ) ( ) 02 =+− xxxx nt ,                                        (2.1) 

 

де ( )xt  - лінійна форма на A  зі значенням у полі F . Якщо F∉x , то рі-

вність (2.1) однозначно визначає форми ( )xt  і ( )xn . При F∈α  покладе-

мо за означенням ( ) αα 2=t , ( ) 2αα =n . Елементи ( )xn  та ( )xt  назива-

ють, відповідно, нормою та слідом елемента x .  

Твердження 2.1.1. [7, 35] Лінійне відображення кільця A  

( ) xxxx −=→ t  є інволюцією, що залишає нерухомими елементи поля F .  

При цьому елемент A∈x  будемо називати спряженим до елемента 

A∈x .  
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Означення 2.1.9. Алгебра A  називається альтернативною, якщо 

для довільних yx ,  із A  справедливими є рівності ( )xyxyx =2 , 

( )xyxyx =2 . 

Твердження 2.1.2. [7, 58] Довільна композиційна алгебра A  альтер-

нативна і квадратична. 

Справедливими є і обернені твердження.  

Твердження 2.1.3. [7, 58] Якщо A  - альтернативна F -алгебра з 

одиницею 1 і інволюцією xx →   такою, що ( ) Ft ∈x  і ( ) Fn ∈x , то квад-

ратична форма ( )xn  задовольняє рівність (2.1).  

Твердження 2.1.4. [7, 58] Нехай A  - проста квадратична альтер-

нативна F -алгебра, що містить хоча б три елементи. Тоді або A  - 

композиційна алгебра, або A  - деяке поле характеристики 2.   

Означення 2.1.10. Композиційна алгебра A  називається розщеплю-

ваною, якщо в ній виконується одна з наступних еквівалентних умов: 

1) ( ) 0=xn  для деякого 0≠x  з A ; 

2) 0=xy  для деяких 0≠x  і 0≠y  із A ; 

3) A  містить нетривіальний ідемпотент, тобто, такий елемент 

10,≠e , що ee =2 . 

Оскільки, асоціативна алгебра є альтернативною, то очевидним нас-

лідком тверджень 2.1.3, 2.1.4 та означення 2.1.10 є наступне 

Твердження 2.1.5. Нехай тіло S  як асоціативна алгебра з діленням над 

своїм центром F  - полем нульової характеристики володіє інволюцією 

xx →  такою, що Ft ∈)(x  і Fn ∈)(x  для всіх S∈x , тоді S  є нерозщеп-

люваною композиційною алгеброю. 

Головною в теорії композиційних алгебр є теорема Гурвіца. 

Теорема 2.1.1. (Гурвіца) Скінченновимірна композиційна алгебра має 

розмірності 1, 2, 4 або 8 над полем F . 
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Для опису всіх композиційних алгебр скористаємося процесом Келі-

Діксона. Нехай A  - алгебра над полем F  з одиницею 1 і інволюцією 

aa →  такою, що F∈+ aa , F∈⋅ aa  для довільного A∈a . Зафіксуємо 

F∈α , 0≠α , і визначимо на векторному просторі AA⊕  операцію мно-

ження: 

( ) ( ) ( )234124314321 aaaaaaaaaaaa +α+=⋅ ,,, . 

 

Отриману алгебру ( )αA,  називають алгеброю, що одержується з ал-

гебри A  за допомогою процесу Келі – Діксона. Очевидно, що A  ізомор-

фно вкладається в ( )αA,  і ( ) AdimA,dim 2=α . Нехай ( )10,=v , тоді 

α=2v  і ( )α,A = AA v⊕ . Для довільного елемента ( )α∈+= ,21 Avaax  

покладемо 21 vaax −= . Тоді F∈+ xx  і F∈⋅ xx , і відображення xx →  є 

інволюцією алгебри ( )αA, , що продовжує інволюцію aa →  алгебри A . 

Якщо квадратична форма aaa ⋅=)(n  невироджена на A , то квадратична 

форма xxx ⋅=)(n  невироджена на ( )αA, . При цьому форма xxx ⋅=)(n  

допускає композицію тоді і тільки тоді, коли A  асоціативна. 

Таким чином, одержимо [7, 35, 36, 58, 67, 68, 90] наступні приклади 

композиційних алгебр над полем F : 

1. F  - поле характеристики, що не дорівнює 2.  

2. ( ) ( )α=α F,C , 0≠α . Якщо многочлен α−2x  незвідний над F , тоді 

( )αC  - поле; у протилежному випадку ( ) FF~C ×=α . 

3. ( ) ( )( )βα=βα ,C,H , 0≠β  - алгебрі узагальнених кватерніонів. Ця ал-

гебра асоціативна, але некомутативна.  

4. ( ) ),,(),,( γβα=γβα HО , 0≠γ  - алгебрі Келі-Діксона. Ця алгебра вже 

неасоціативна, тому на ній індуктивний процес побудови компози-

ційних алгебр завершується.  
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Оскільки, надалі всюди в роботі алгебра A  розглядається як тіло S  з 

інволюцією, а його центр FSZ =)(  - поле нульової характеристики, то 

внаслідок твердження 2.1.5 одержимо наступні приклади композиційних 

алгебр. 

1. Поле F .  

2. ( ) ( )α=α F,C , 0≠α , - алгебра, яка одержується з алгебри F  за допо-

могою процесу Келі - Діксона, при умові, що многочлен α−2x  не-

звідний над F . Тоді ( )αC  - поле.  

3.  ( ) ( )( )βα=βα ,C,H , - алгебра узагальнених кватерніонів або як при-

йнято в англомовній літературі кватерніонова алгебра (the quaternion 

algebra), при умові, що 0≠β , 0≠α  беруться такими, щоб виконува-

лась умова її нерозщеплюваності. Ця алгебра асоціативна, але неко-

мутативна. Позначатимемо її ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

F
, . 

В загальному, розглядувану F -алгебру S  можна означити як алгеб-

ру породжену генераторами i  та j , що пов’язані співвідношеннями: 

 

α=2i , β=2j , αβ−== kij . 

 

І ця алгебра є множиною всіх можливих виразів виду 

 

kxjxixxx 3210 +++= , 

де { } F,,, ⊂3210 xxxx . 

Якщо 0=β=α , тоді 1=SdimF  і в канонічному базисі простору S , 

що в цьому випадку співпадає з полем F , форма ( ) 2
0xx =n . Якщо 0≠α  і 

0=β , тоді 2=SdimF  і норма ( )xn  в просторі ( )α≅ CS  приймає вигляд 

( ) 2
1

2
0 xxx α−=n . Якщо 0≠α  і 0≠β , тоді 4=SdimF  і норма ( )xn  в прос-
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торі ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

≅
F
,S , що в цьому випадку є кватерніоновою алгеброю, при-

ймає вигляд   

( ) ( ) ( ) 2
3

2
2

2
1

2
0

2
3

2
2

2
1

2
0 xxxxxxxxx αβ+β−α−=α−β−α−=n . 

 

Таким чином, єдиним прикладом некомутативної асоціативної ком-

позиційної алгебри, що розглядається в роботі, є кватерніонова алгебра 

[42, 43, 62. 71, 72] із врахуванням умови її нерозщеплюваності. З іншого 

боку підтвердженням цьому є наступна теорема. 

Теорема 2.1.2. [72] Кватерніонова алгебра є тілом тоді і тільки, 

тоді коли її квадратична форма, - норма F
F
,n →⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα:)(x , є невиро-

дженою. 

Означення 2.1.11. Дві квадратичні форми FV: →11q  і FV: →22q  

будемо називати ізометричними, якщо існує ізоморфізм 21 VV: →γ  та-

кий, що ( )( ) ( )xqxq 12 =γ  для всіх 1V∈x . Відображення γ  називається ізо-

метрією. 

Теорема 2.1.3. [72] Кватерніонові алгебри ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

F
,  та ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β′α′

F
,  є ізо-

морфними тоді і тільки тоді, коли норми в цих алгебрах є ізометрични-

ми квадратичними формами. 

В залежності від вибору поля F  та елементів α  і β  на множині всіх 

кватерніонових алгебр є можливими два випадки [42, 43, 53, 71, 72, 87, 

91, 92]: 

1. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

F
,  є алгеброю з діленням. 

2. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

F
, є ізоморфна F2M , - алгебрі всіх 22×  матриць над полем 

F . В цьому випадку кватерніонова алгебра є розщеплюваною. 
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Розглянемо деякі приклади [72] кватерніонових алгебр в залежності 

від вибору поля F . 

1. Нехай C  - поле комплексних чисел. Тоді ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

C
,  є ізоморфна 

C2M  для всіх ненульових C, ∈βα . Таким чином, алгебра 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

C
,  є завжди розщеплюваною. 

2. Нехай R  - поле дійсних чисел. Алгебра ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

R
,  є ізоморфна ті-

лу кватерніонів H , коли 0<α  і 0<β . Інакше ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

R
,  є розще-

плюваною. 

3. Нехай nF  - скінчене поле, що містить n  елементів. Алгебра 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ βα

nF
,  є завжди розщеплюваною. 

4. Нехай Q  - поле раціональних чисел. Існує нескінченно багато 

неізоморфних кватерніонових алгебр ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ βα
Q
, . При умові 0<α  і 

0<β , (але не тільки), ці алгебри є тілами. 

5. Нехай pQ  - поле p -адичних чисел, де p  просте число. Для 

кожного простого числа p  існує єдина кватерніонова алгебра 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ βα

pQ
, , але тільки у випадку 2=p  ця алгебра є алгеброю з ді-

ленням. 

6. Нехай K  - поле алгебраїчних чисел. Існує нескінченно багато 

неізоморфних кватерніонових алгебр над полем K . Серед них 

є як розщеплювані алгебри, так і алгебри з діленням. 
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Усі отримані результати дисертаційної роботи, крім теореми 3.5.2, є 

справедливими для всіх означених нерозщеплюваних кватерніонових 

алгебр ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

F
,  над числовим полем F . У теоремі 3.5.2 вимагається, щоб 

поле F  було максимальним упорядкованим полем. Тому, зокрема, ця 

теорема не виконується для ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ βα
Q
, , оскільки поле раціональних чисел Q  

разом із своїм довільним елементом у загальному не містить і його квад-

ратний корінь.   

 

2.2. Означення рядкових та стовпцевих визначників 

 

Означення 2.2.1. Нехай nS  - симетрична група на множині 

},...,2,1{ nIn = . Будемо говорити, що підстановка nS∈σ  записана прямим 

добутком незалежних циклів, якщо її запис у звичайній дворядковій фо-

рмі відповідає її розкладу в незалежні цикли, тобто,  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=σ

132212322111312

212222111211 21

rrr

rlrrll
nnnnnnnnn
nnnnnnnnn

r

KKKK

KKKK

 
(2.2)

  

Означення 2.2.2. Будемо говорити, що зображення підстановки 

nS∈σ  добутком незалежних циклів є впорядкованим зліва, якщо елеме-

нти, які замикають кожен із її незалежних циклів, записуються першими 

зліва у кожному з циклів. Це означає, що коли запис підстановки σ  пря-

мим добутком незалежних циклів має вигляд (2.2), то її впорядкований 

зліва розклад добутком незалежних циклів записується у вигляді  

 

( )( ) ( )rrlrrll nnnnnnnnn KKKK 212222111211 21=σ . 
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Означення 2.2.3. Будемо говорити, що нормальна форма підстанов-

ки nS∈σ  є впорядкованою справа, якщо елементи, які замикають кожен 

із її незалежних циклів, записуються першими справа у кожному з цик-

лів, відповідно. Це означає, що коли запис підстановки σ  прямим добу-

тком незалежних циклів має вигляд (2.2), то її впорядкований справа 

розклад добутком незалежних циклів записується наступним чином: 

 

( )( ) ( )122122211112 21 rrlrll nnnnnnnnn rKKKK=σ . 

 

Означення 2.2.4. Рядковим визначником по i -му рядку квадратної 

матриці ( ) nnija
×

=A  над тілом S , (позначатимемо його Airdet  для дові-

льного ni ,1= ), будемо називати альтерновану сума !n  мономів, - усіх 

можливих добутків елементів матриці A  взятих по одному з кожного 

рядка та стовпця і впорядкованих таким чином, що підстановка nS∈σ  

індексів елементів кожного моному в звичайній формі записана прямим 

добутком незалежних циклів. І якщо підстановка парна, то моном бе-

реться із знаком “плюс”, а якщо непарна - то з “мінус”. Таким чином, 

 

( )
rkrlrkrkrklk

n
kkk iiiiii

S
iiii

rn
i aaaaa

++++∑
∈σ

−−= KKK 1111111
1Ardet . 

 

Тут nS  - симетрична група на множині { }nI n ,,2,1 K=  і впорядкована 

зліва нормальна форма підстановки σ  має вигляд 

 

( )( ) ( )rrrr lkkklkkklkkk iiiiiiiiii ++++++=σ KKKK 111 22221111 .      (2.3) 

 

При цьому перший зліва цикл розпочинається зліва індексом i , а всі на-

ступні незалежні цикли задовольняють умови: 
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rkkk iii <<< K32 , skk tt ii +< .                       (2.4) 

 

для всіх rt ,2=  та tls ,1= . 

Означення 2.2.5. Нехай jiR  - сума, яку одержимо, винісши з ( )!1−n  

відповідних мономів рядкового визначника Airdet  матриці )( S,M n∈A  

спільний множник jia , розміщений у кожному з них першим зліва, і бу-

демо називати її правим алгебричним доповненням елемента jia . Тоді 

 

∑
=

⋅=
n

j
jijii Ra

1
Ardet         (2.5) 

 

Будемо використовувати наступні позначення. Нехай jiA  - підмат-

риця матриці A , яку одержимо, викресливши її i -й рядок та j -й стов-

пець. Позначимо через j.a  - j -й стовпець, а через .ia  - i -й рядок матри-

ці A . І нехай ( )bA j.  - матриця, яку одержимо з матриці A  заміною її j -

го стовпця стовпцем b , а ( )bA .i  - матриця, яку одержимо з матриці A , 

замінивши її i -й рядок рядком b .  

В наступній лемі рядковий визначник Airdet  для всіх ni ,1=  роз-

кладається за елементами i -го рядка, крім того обчислення рядкового 

визначника квадратної матриці n -го порядку над тілом S  зводиться до 

обчислення рядкового визначника матриці на порядок нижче. 

Лема 2.2.1. Нехай jiR  - праве алгебричне доповнення елемента jia  

матриці )( S,M n∈A , тоді  

 



 39

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠−
=

,,rdet

,,rdet ..

jiякщо

jiякщо
R

ii
k

i
ii
jj

ji
A

aA
    

 

де матриця ( )i
ii
j .. aA  одержується з A  послідовним застосуванням за-

міни її j -го стовпця i -м та вичеркування i -х рядка та стовпця, 

{ }}{\ iIk nmin= . 

Доведення. Доведемо спочатку, що ii
iiR Akrdet= , де 

{ }}{\ iIk nmin= .  

Якщо 1=i , тоді nn RaRaRa 11121211111 ⋅++⋅+⋅= KArdet . Розглянемо ті 

мономи визначника A1rdet , які розпочинаються зліва множником 11a , а 

саме 

=⋅ 1111 Ra  

( )
rkrlrkrkrklk

n
k iiiii

S
i

rn aaaaa
+++

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ∑
∈σ

− KKK
1222 22111

~
, 

 

де ( )( ) ( )
rrrr lkkklkk iiiii +++=σ KKK 1222

21~  - підстановка з r  незалежних 

циклів для всіх nr ,2= . Винісши спільний множник 11a  зліва за знак су-

ми, одержимо 

=⋅ 1111 Ra  

( ) ( )
rkrlrkrkrklk

n
k iiiii

S
i

rn aaaaa
+++

−

∑
∈σ

−−−−⋅= KKK
122

11
2 22

11
11 1

~
, 

 

де ( ) ( )rrrr lkkklkk iiiii +++= KKK 11 2222σ~  - підстановки з 1−r  незалежних 

циклів. Тут 1−nS  симетрична група на множині }1{\nI . Кількість мно-

жників у кожному мономі суми й кількість незалежних циклів зменши-

лись на одиницю. Оскільки кожен моном розпочинається з елемента 
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другого рядка і серед його множників відсутні елементи першого рядка 

та першого стовпця матриці A , то 

 

( ) ( ) 11
222

11
122

11
2

1 Ardet
~

=−
+++

−

∑
∈σ

−−−
rkrlrkrkrklk

n
k iiiii

S
i

rn aaaa KKK . 

 

Отже, 
11

211 Ardet=R .       (2.6) 

 

Нехай тепер 1≠i , тоді 

 

niniiiiii RaRaRa ⋅++⋅+⋅= K2211Ardet .            (2.7) 

 

Розглянемо ті мономи визначника Airdet , які розпочинаються зліва 

множником iia . 

 

=⋅ iiii Ra ( )
rkrlrkrkrklk

n
k iiiii

S
iii

rn aaaaa
+++

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−∑
∈σ

− KKK
( 1222 111 , 

 

де ( )( ) ( )
rrrr lkkklkk iiiiii +++= KKK

(
1222

1σ  - підстановки з r  незалежних цик-

лів для всіх nr ,2= .  

Знову винісши спільний множник iia  зліва за знак суми, одержимо 

 

=⋅ iiii Ra ( ) ( )
rkrlrkrkrklk

n
k iiiii

S
i

rn
ii aaaaa

+++
−

∑
∈σ

−−−−⋅ KKK
(( 122

11
2 11

111 , 

 

де ( ) ( )
rrrr lkkklkk iiiii +++= KKK

(
11 222

1σ  - підстановки з 1−r  незалежних 

циклів. Тут 1−nS
(

 - симетрична група на множині }{\ iIn . Кількість мно-
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жників у кожному мономі суми й кількість незалежних циклів знову 

зменшились на одиницю. Кожен із мономів розпочинається з елемента 

першого рядка, а серед його множників відсутні елементи i -го рядка та 

i -го стовпця матриці A , тому 

 

( ) ( ) ii
iiiii

S
i

rn
rkrlrkrkrklk

n
k

aaaa A111
11

122
11

2
1 rdet=−

+++
−

∑
∈σ

−−− KKK
((

. 

 

Отже, 
ii

iiR A1rdet= .    (2.8) 

 

Об'єднавши вирази (2.6) і (2.8), одержимо ii
kiiR Ardet= , де 

{ }}{\ iIk nmin= . 

Нехай тепер ji ≠ . Доведемо, що ( )iii
jjijR ..rdet aA−= . Розглянемо ті 

мономи визначника Airdet  у формулі (2.7), які розпочинаються зліва 

множником jia , де {}iIj n \∈ . 

 

=⋅ jiji Ra  

( ) =⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−
+++∑

∈σ

−
rkrlrkrkrklk

n
k iiiiii

S
ijji

rn aaaaa KKK
1111

1  

( )
rkrlrkrkrklk

n
k iiiiii

S
ij

rn
ji aaaaa

+++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅−= ∑

∈σ

−− KKK
1111

11 , 

 

де ( ) ( )
rrrr lkkklkk iiiiiji +++=σ KKK 1111

 - підстановки з r  незалежних ци-

клів для всіх 1,1 −= nr . Позначимо для всіх nlk Ii ∈+ 11
 

 

iiji lklk aa
1111 ++

=~ ,                                      (2.9) 
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тоді 

=⋅ jiji Ra  

( )
rkrlrkrkrklk

n
k iiiiji

S
ij

rn
ji aaaaa

+++
−

⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅−= ∑
∈σ

−− KKK
111

11
1

11 ~
~

, 

 

де ( ) ( )rrrr lkkklkk iiiiij +++=σ KKK 11 111  - підстановка з r  незалежних 

циклів для всіх 1,1 −= nr . Кількість множників у кожному мономі суми 

зменшилась на одиницю. Серед елементів підстановки 1σ  кожного з мо-

номів відсутній індекс i . І ця підстановка в силу (2.9) задовольняє умови 

(2.3)-(2.4) для рядкового визначника по j -му рядку матриці ( )iii
j .. aA , 

яку одержимо з матриці A , спочатку замінивши її j -й стовпець i -м, а 

потім викресливши i -й рядок та стовпець. Тобто,  

 

( ) ( )i
ii
jiiiiji

S
ij

rn
rkrlrkrkrklk

n
k

aaaa ..j~
rdet~ aA=−

+++
−

∑
∈σ

−− KKK
111

11
1

11  

 

Тому, ( )iii
jjijR ..rdet aA−= , якщо ji ≠ .  

Лему доведено. 

Означення 2.2.6. Стовпцевим визначником по j -му стовпцю квад-

ратної матриці ( )
nnija
×

=A  над тілом S , (позначатимемо його Ajcdet  

для довільного nj ,1= ), будемо називати альтерновану суму !n  мономів, 

- усіх можливих добутків елементів матриці A  взятих по одному з кож-

ного рядка та стовпця і впорядкованих таким чином, що підстановка 

nS∈τ  індексів елементів кожного моному в звичайній формі записана 

прямим добутком незалежних циклів. І якщо підстановка парна, то мо-

ном береться із знаком “плюс”, а якщо непарна - то з “мінус”. Таким чи-

ном, 
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( ) jjjjjj
S

jjjj
rn

j kkklk
n

rkrkrlrkrk
aaaaa

1111111
1

++++∑
∈τ

−−= KKKAсdet  

 

Тут nS  - симетрична група на множині { }nJ n ,,2,1 K=  і впорядкована 

справа нормальна форма підстановки τ  має вигляд 

 

( ) ( )( )jjjjjjjjjj kklkkklkkklk rrrr 11112222 111 ++++++=τ KKKK . 

 

При цьому перший справа цикл розпочинається справа індексом j , а всі 

наступні незалежні цикли задовольняють умови:  

 

rkkk jjj <<< K
32

, skk tt
jj +< , 

 

для всіх rt ,2=  та 1, ts l= . 

Означення 2.2.7. Нехай jiL  - сума, яку одержимо, винісши направо з 

( )!1−n  відповідних мономів стовпцевого визначника Ajcdet  матриці 

)( S,M n∈A  спільний множник jia , розміщений у кожному з них пер-

шим справа, і будемо називати її лівим алгебричним доповненням елеме-

нта .jia  Тоді, 

.cdet ∑
=

⋅=
n

i
jijij aL

1
A          (2.10) 

 

Справедливою є наступна лема, яка дає змогу розкладати стовпцевий 

визначник Ajcdet  за елементами j -го рядка, а також обчислювати сто-

впцевий визначник квадратної матриці n -го порядку над тілом S  через 

стовпцевий визначник матриці на порядок нижче. 
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Лема 2.2.2. Нехай jiL  - ліве алгебричне доповнення елемента jia  

матриці )( S,M n∈A , тоді 

 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠−
=

,,cdet

,,cdet ..

jiякщо

jiякщо
L

jj
k

j
jj
ii

ji
A

aA
 

 

 де матриця ( ).. j
jj
i aA  одержується з матриці A  послідовним за-

стосуванням заміни її i -го рядка j -м та вичеркування j -х рядка та 

стовпця, { }.min }{\ jJk n=  

Доведення аналогічне доведенню леми 2.2.1. 

Зауваження 2.2.1. Особливістю стовпцевих визначників є те, що при 

безпосередньому їх обчисленні множники кожного з мономів запису-

ються справа наліво. 

Зауваження 2.2.2. Очевидно, що кожному моному будь-якого озна-

ченого вище стовпцевого чи рядкового визначника квадратної матриці 

над тілом S  відповідає моном будь-якого іншого визначника, стовпце-

вого чи рядкового, тієї ж матриці такий, що обидва вони мають однако-

вий знак та є добутком таких самих множників, - елементів матриці, а 

відрізняються тільки порядком їх розміщення. Якщо елементи матриці 

комутують, тоді всі стовпцеві та рядкові визначника квадратної матриці 

рівні між собою, .cdetcdetrdetrdet AAAA nn ===== KK 11  
 

2.3. Алгебра матриць над тілом. Властивості транспонованої та  

       спряженої матриць 

 

Для матриць над тілом S  за тими ж правилами, що й для комплекс-

них [6, 32-34, 38, 40], вводяться операції суми та добутку матриць. Та-

кож звичайним чином вводяться операції лівого та правого добутку еле-
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мента тіла на матрицю. Множина квадратних матриць n -го порядку над 

тілом S  утворює некомутативне кільце )( S,M n  з одиницею I , 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

100

010

001

K

KKKK

K

K

I , 

 

де F, ⊂}10{ . 

Аналогічно комплексному випадку [6, 32-34, 38, 40] вводяться також 

поняття транспонованої та спряженої матриць над тілом S  та доводять-

ся їх основні властивості. 

Означення  2.3.1. Нехай ( ) mnija
×

=A , де S∈ija  для всіх ni ,1=  та 

mj ,1= . Транспонованою до матриці A  назвемо матрицю ( ) nmji
T a

×
′=A , 

де ijji aa =′ . 

Лема 2.3.1. Нехай A  і B  - довільні матриці над тілом S , тоді 

а) TTT BABA +=+ )( . 

б) Нехай S∈a , тоді TT aa AA =)( , .aa TT AA =)(  

в) AA =TT )( . 

Доведення аналогічне доведенню подібних властивостей транспоно-

ваної матриці над комплексним полем С  [6, 32 – 34, 38, 40]. 

Означення 2.3.2. Спряженою до матриці ( ) mnija
×

=A , де S∈ija , 

назвемо матрицю ( ) nmjia
×

∗∗ =A , де ijijijjiji aaaaa −==
′

=∗ )t(  для всіх 

ni ,1=  та mj ,1= .  

Лема 2.3.2. Нехай A  і B  - довільні матриці над тілом S , тоді 
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а) ∗∗∗ +=+ BABA )( . 

б) Нехай S∈b , тоді bb ∗∗ = AA)( , ∗∗ = AA bb)( . 

в) Нехай ( ) kmija
×

=A , ( ) nkijb
×

=B , тоді ∗∗∗ = ABAB)( . 

г) Нехай ( ) nnija
×

=A , тоді AA =∗∗)( . 

Доведення також аналогічне доведенню подібних властивостей 

спряженої матриці над полем комплексних чисел [6, 32 – 34, 38, 40]. 

Зауваження 2.3.1. Властивість добутку транспонованих матриць, а 

саме TTT ABAB =)( , у випадку матриць над тілом внаслідок некомута-

тивності елементів матриць у загальному немає місця.  

Елементи алгебри матриць над тілом кватерніонів розглядалися в ба-

гатьох роботах, зокрема в [46, 47, 52, 54, 60, 69, 70, 73, 88, 89, 93, 94, 95].  

 

2.4. Загальні властивості стовпцевих та рядкових визначників  

 

Розглянемо основні властивості стовпцевих та рядкових визначників 

довільної квадратної матриці над тілом S . 

Теорема 2.4.1. Якщо один із рядків (стовпців) матриці )( S,M n∈A  

складається з нулів, то будь-який рядковий визначник та будь-який сто-

впцевий визначник такої матриці дорівнює нулю, тобто для всіх ni ,1=  

маємо 0=Airdet  та 0=Aicdet . 

Доведення. Нехай всі елементи деякого k -го рядка ( k -го стовпця) 

матриці A  дорівнюють нулю для довільного nIk∈ . Оскільки в кожний з 

мономів будь-якого стовпцевого чи рядкового визначника матриці A  

входить множником деякий елемент k -го рядка ( k -го стовпця ), то кож-

ний моном дорівнює нулю і, отже, всі рядкові та стовпцеві визначники 

також дорівнюють нулю. 

Теорему доведено. 
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Теорема 2.4.2. Якщо всі елементи деякого рядка (стовпця) матриці 

)( S,M n∈A  помножити на довільний елемент α  поля F , то рядковий 

визначник по будь-якому рядку та стовпцевий визначник по будь-якому 

стовпцю матриці A  множиться на α . 

Доведення. Нехай ( ).. ll aA α  - матриця, яку одержимо з матриці A , 

помноживши всі елементи її l -го рядка, для деякого nIl∈ , на довільний 

елемент α  поля F . Оскільки в кожний з мономів будь-якого стовпцево-

го чи рядкового визначника матриці ( ).. ll aA α  входить множник lkaα  

для деякого nJk∈ , а елемент α  поля F  комутує, то можемо його вине-

сти за знак суми. Тому для всіх ni ,1=  маємо 

 

( ) α⋅=⋅α=α AAaA iilli rdetrdetrdet .. , 

( ) α⋅=⋅α=α AAaA iilli cdetcdetcdet .. . 

 

Аналогічно, доводиться і випадок, коли всі елементи будь-якого сто-

впця матриці A  множаться на довільний елемент α  поля F . 

Теорему доведено. 

Теорема 2.4.3. Якщо ( ).. ii b aA ⋅  - матриця, яку одержимо з матриці 

)( S,M n∈A , помноживши зліва її i -й рядок на довільний елемент b  ті-

ла S , тоді ( ) AaA iiii bb rdetrdet .. ⋅=⋅  для всіх nIi∈ . 

Доведення. Нехай матриця ( ).. ii b aA ⋅  для довільного nIi∈  одержу-

ється з матриці A , якщо всі елементи її i -го рядка множаться зліва на 

довільний елемент b  тіла S , тоді  

 

( ) =⋅ ..rdet iii b aA  

( ) =⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=
++++∑

∈σ

−
rkrlrkrkrklk

n
kkk iiiiii

S
iiii

rn aaaaab KKK
1111111

1  
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= ( )
rkrlrkrkrklk

n
kkk iiiiii

S
iiii

rn aaaaab
++++

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅ ∑
∈σ

− KKK
1111111

1 = 

= Aib rdet⋅ . 

 

Теорему доведено. 

Теорема 2.4.4. Якщо ( )bjj ⋅.. aA  - матриця, яку одержимо з матриці 

)( S,M n∈A , помноживши її j -й стовпець справа на довільний елемент 

b  тіла S , тоді ( ) bb jjjj ⋅=⋅ AaA cdetcdet ..  для всіх nj ,1= .  

Доведення аналогічне доведенню теореми 2.4.3. 

Теорема 2.4.5. Якщо всі елементи i -го рядка матриці )( S,M n∈A  

зображаються у вигляді суми двох доданків jjij cba += , де { } S,⊂jj cb ,  

для всіх nj ,1= , тоді рядковий визначник по будь-якому рядку (стовпце-

вий визначник по будь-якому стовпцю) матриці A  дорівнює сумі двох 

рядкових визначників по цьому ж рядку (стовпцевих визначників по то-

му ж стовпцю ) матриць, у яких усі рядки, крім i -го, такі ж як і у мат-

риці A , а i - й рядок в одній матриці складається з елементів jb , а в 

другій - з елементів jc  для всіх nj ,1= . 

Доведення. Розглянемо рядковий визначник матриці A  по довільно-

му l -му рядку для деякого nIl∈ . Кожний моном визначника Alrdet  

внаслідок дистрибутивності множення можна подати у вигляді: 

 

( ) =⋅⋅+⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅
−− nniinni lllllllllllillll acbaaaaaa

12111211
KKKK  

nninni llllllllllllll acaaabaa
12111211 −−

⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅= KKKK , 

 

де { } nk Ill ∈,  для всіх nk ,1= . Збираючи разом перші доданки цих сум (із 

тими ж знаками, що й відповідні мономи визначника Alrdet ), одержимо 

рядковий визначник по l -му рядку матриці, яка отримується з матриці 
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A  заміною її i -го рядка рядком ( )nbb ,,1 K=b . Відповідно, другі додан-

ки утворюють визначник по l -му рядку матриці, яка отримується з мат-

риці A  заміною її i -го рядка рядком ( )ncc ,,1 K=c . 

Отже, для довільного nIl∈  маємо 

 

Alrdet = ( ) ( )cAbA .. rdetrdet ilil + ,  

 

де ( )nbb ,,K1=b , ( )ncc ,,K1=c . 

Аналогічно, можна довести і для стовпцевого визначника по будь-

якому стовпцю матриці. 

Теорему доведено. 

Теорема 2.4.6. Якщо всі елементи j -го стовпця матриці 

)( S,M n∈A  представляються у вигляді суми двох доданків, 

iiij cba += ,де { } S⊂ii cb , для всіх ni ,1= , тоді рядковий визначник по 

будь-якому рядку (стовпцевий визначник по будь-якому стовпцю) мат-

риці A  дорівнює сумі двох рядкових визначників по тому же рядку (сто-

впцевих визначників по тому ж стовпцю) матриць, у яких усі стовпці, 

крім j -го, такі ж, як і в матриці A , а j -й стовпець в одній матриці 

складається з елементів ib , а в другій - з елементів ic  для всіх ni ,1= . 

Доведення аналогічне доведенню теореми 2.4.5. 

Теорема 2.4.7. Якщо матриця )( S,M n∈A  - нижня квазітрикутна 

 

( )

( )⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∗
=

−kn

k

2

1 0

A

A
A  
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де ( )k
1A  - матриця k -го порядку, а ( )kn−

2A  - матриця ( )kn − -го порядку. 

Тоді для всіх ki ,1=  маємо рівність ( ) ( )knk
ii

−⋅= 211 AAA rdetrdetrdet . 

Доведення. Позначимо через ( ) ( )111 iii s σ=:K  - циклічний множник 

підстановки σ , у якому 1i  є першим зліва елементом циклу, що відкри-

ває його. Позначимо також добуток, індекси яких утворюють циклічний 

множник, ( )11:13221 iaaa iiiiii s σ=⋅⋅⋅ K , тоді 

 

( ) ( ) ( ) ( )∑
∈σ

− σσσ−=
nS

r
rn

i tpi K211Ardet , 

 

де { } nItpi ⊂,,, K , r  - кількість циклів у мономі. 

Позначимо через { } nIkL ⊂= ,,: K1  та { } nInkM ⊂+= ,,K1:  підмно-

жини множини індексів. За умовою леми 0=lma  для всіх Ll∈  та 

Mm∈ . З цього випливає, що якщо пара індексів ml  саме в такій послі-

довності ввійде в один із циклічних множників, то відповідний моном 

рядкового визначника Airdet  дорівнюватиме нулю. У свою чергу, вхо-

дження пари lm  в один з циклічних множників із необхідністю приво-

дить до існування послідовної пари 11ml , (де Ll ∈1 , Mm ∈1 ), в цьому ж 

циклічному множнику, що знову приводить до виродженості відповід-

ного моному. 

Таким чином, індекси з множин L  і M  кожного з невироджених мо-

номів рядкового визначника Airdet  розміщуються в різних циклічних 

множниках і за означенням 2.2.5, одержимо 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ×σσσ−= −
∈σ

−∑ 11211 tt
S

rn
i lli

n

KArdet  

( ) ( ) ( ) =σσ+σ× −++ 1121 1 prtt mmk K  
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( ) ( ) ( ) ( ) ×σ⋅⋅σ⋅σ−= −
∈σ

−∑ 1121
1

1 tt
S

tk lli
k

K  

( ) ( ) ( ) ( )1121 11
2

−
∈σ

−− σ⋅⋅σ⋅+σ−× ∑
−

pp
S

pkn mmk
kn

K
~

, 

 

де ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) σ=σ⋅σ=σ⋅⋅σ⋅+σ⋅σ⋅⋅σ⋅σ −− 2111211121 1 pptt mmklli KK , 

rpt =+  і kll t ≤<< −11 K , nmmk p ≤<<<+ −111 K . Тут kS  - симетрич-

на група на множині { }k,,K1 , а через knS −
~  позначимо симетричну групу 

на множині індексів { }nk ,,K1+ . При цьому  

 

( ) ( ) ( ) ktt Slli ∈σ=σ⋅⋅σ⋅σ − 11121 K , 

( ) ( ) ( ) knpp Smmk −− ∈σ=σ⋅⋅σ⋅+σ ~
21121 1 K . 

 

Очевидно, що ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11211
1

1 −
∈σ

− σ⋅⋅σ⋅σ−= ∑ tt
S

tkk
i lli

k

KArdet . 

Покладемо βαβ+α+ = aa kk
~: , де βαa~  - елементи квадратної матриці 

( )kn−
2A  для всіх { }n-kI kn ,,1, K=∈βα − . І позначимо ( ) ( )11 11 σ=+σ ~:k , 

( ) ( )kmm −σ=σ 1212
~: ,…, ( ) ( )kmm pppp −σ=σ −− 11

~: , де ( )γσi
~  - циклічний 

множник, для всіх knI −∈γ  та pi ,1=∀ , підстановки σ~ , яку утворюють 

індекси моному рядкового визначника ( )kn−
21 Ardet . Звідси,  

 

( ) ( ) ( ) ( ) =σ⋅⋅σ⋅+σ− −
∈σ

−−∑
−

1121 11
2

pp
S

pkn mmk
kn

K
~

 

( ) ( ) ( ) ( ) =−σ⋅⋅−σ⋅σ−= −
∈σ

−−∑
−

kmkm pp
S

pkn

kn
1121 11 ~~~

~
K ( ) .rdet kn−

21 A  

 

Тут knS −  симетрична група на множині { }kn −,,K1 . 
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Отже, ( ) ( )knk
ii

−⋅= 211 AAA rdetrdetrdet  для всіх ki ,1= . 

Теорему доведено. 

Теорема 2.4.8. Якщо матриця )( S,M n∈A  - верхня квазітрикутна 

 

( )
( ) ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ∗
= −kn

k

2

1
0 A

A
A  

 

де ( )k
1A  - матриця k -го порядку, а ( )kn−

2A  - матриця kn − -го поряд-

ку, тоді ( ) ( )k
i

kn
i 121 AAA сdetсdetсdet ⋅= −  для всіх ki ,1= . 

Доведення аналогічне доведенню теореми 2.4.7. 

Теорема 2.4.9. Якщо ( )ji,P  - матриця перестановок, яка одержу-

ється з одиничної матриці I  перестановкою її довільного i -го рядка з її 

j -м рядком і )( S,M n∈A , тоді 

 

( ) ( )( ) APAP j
T

i jiji rdet,,rdet =⋅⋅ ,       

( ) ( )( ) APAP j
T

i jiji cdet,,cdet =⋅⋅ . 

 

Доведення. За означенням 2.2.4 для довільного рядкового визначника 

 

( )
rkrlrkrkrklk

n
kkk iiiiii

S
iiii

rn
i aaaaa

++++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ∑

∈σ

− KKK
1111111

1Ardet . 

Матриця ( ) ( )jiji T ,, PAP ⋅⋅  - це матриця, яка одержується з квадратної 

матриці A  над тілом S  перестановкою її i -го рядка з її j -м рядком та її 

i -го стовпця з її j -м стовпцем. Тоді за означенням 2.2.4, одержимо, 

 

( ) ( )=⋅⋅ jiji T
i ,,rdet PAP  
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( ) .rdet Ajiiiiji
S

iiij
rn

rkrlrkrkrklk
n

kkk
aaaaa =−=

++++∑
∈σ

− KKK
1111111

1  

 

Аналогічно, можна показати, що ( ) ( )( ) APAP j
T

i jiji cdet,,cdet =⋅⋅ , 

безпосередньо використовуючи в цьому випадку означення стовпцевого 

визначника 2.2.5. 

Теорему доведено. 

Теорема 2.4.10. Якщо )( S,M n∈A
 
і ∗A  - матриця спряжена до A , 

тоді AA ii rdetcdet =∗ . 

Доведення. Нехай ( ) nnijb
×

∗ =A . Розглянемо довільний моном d  сто-

впцевого визначника ∗Aicdet  для деякого ni ,1= . Оскільки ijji ab = , то 

за означенням сліду елемента тіла S  одержимо, 

 

 ( ) =−=
+++++

−
iiiiiiiiiiii

rn
klkkklkkrkrkrlrkrk

bbbbbbd
1112122221

1 KKKK  

 ( ) =⋅−=
+++++

−
1111222221

1
klkkkklkrkrkrkrlrk iiiiiiiiiiii

rn aaaaaa KKKK  

 ( ) =−=
+++++

−
rkrlrkrkrkklkkklkk iiiiiiiiiiii

rn aaaaaa KKKK
1222122111

1  

 1d= . 

 

Тут 1d  є деяким мономом рядкового визначника Airdet . Оскільки, 

кількість мономів визначника ∗Aicdet  співпадає з кількістю мономів 

визначника Airdet , то кожному моному стовпцевого визначника 

∗Aicdet  однозначно відповідає моном визначника Airdet . Звідси й ви-

пливає твердження теореми. 

Теорему доведено. 
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Зауваження 2.4.1. Теореми 2.4.5 та 2.4.6 стверджують, що всі стовп-

цеві та рядкові визначники довільної квадратної матриці над тілом S  
задовольняють аксіому 3.  

Зауваження 2.4.2. В силу невиконання для стовпцевих та рядкових 

визначників довільної квадратної матриці над тілом S  аксіоми 1 озна-

чення 1.1.1 необхідної, згідно з [49], для коректного означення некому-

тативного визначника, а також тому що ці матричні функціонали озна-

чені подібно визначнику комплексної матриці будемо розглядати їх як 

пре-визначники.  

 

2.5. Визначник ермітової матриці 

 

Означення 2.5.1. Квадратну матрицю ( ) nnija
×

=A , де S∈ija  для 

всіх nji ,, 1= , назвемо ермітовою, якщо вона співпадає зі своєю спряже-

ною, ∗= AA . 

Лема 2.5.1. Нехай nT  - сума n2  можливих n  добутків, кожен із 

множників яких є або S∈ih , або ih  для всіх ni ,1= , при цьому зростан-

ня індексу i  всередині кожного з добутків зберігається, тобто,  

 

nnnn hhhhhhhhhT ⋅⋅⋅++⋅⋅⋅+⋅⋅⋅= KKKK 212121 . 

 

Тоді ( ) ( ) ( )nn hhhT ttt K21= . 

Доведення. Кількість n2  доданків суми визначається як число впоря-

дкованих комбінацій із n  елементів, кожний з яких може приймати два 

значення.  

Доведення здійснимо методом індукції по n . 

1) Нехай 1=n , тоді ( )1111 hhhT t=+= . 
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2) Нехай твердження вірне для 1−n : 

 

=⋅⋅⋅++⋅⋅⋅+⋅⋅⋅= −−−− 1211211211 nnnn hhhhhhhhhT KKKK  
( ) ( ) ( ).ttt 121 −= nhhh K  

 

3) Покажемо, що воно справедливе і при n . 

 

.nnnn hhhhhhhhhT ⋅⋅⋅++⋅⋅⋅+⋅⋅⋅= KKKK 212121  
 

Згрупуємо доданки суми nT  і винесемо справа спільні множники nh  і 

nh , тоді 

( ) ( ) =⋅=+⋅=⋅+⋅= −−−− nnnnnnnnnn hThhThThTT t1111  

( ) ( ) ( ) ( ).tttt nn hhhh ⋅⋅⋅⋅= −121 K  
 

Лему доведено. 

Лема 2.5.2. Якщо S, ⊂}{ gf , тоді )()( fggf ⋅=⋅ tt . 

Доведення. Розкриємо сліди елементів згідно означення 

2.1.2. 

( ) ( )( ) ( )( ) =⋅+−⋅−=⋅+⋅=⋅+⋅=⋅ gfffgggffggfgfgf ttt  

( ) ( ) ( ) ( ) ,tttt fggfgfgffg ⋅+⋅+⋅−⋅−⋅=  

 

( ) ( )( ) ( )( ) =⋅+−⋅−=⋅+⋅=⋅+⋅=⋅ fgggfffggffgfgfg ttt  

( ) ( ) ( ) ( ) .tttt fggffgfgfg ⋅+⋅+⋅−⋅−⋅=  

 

Очевидно, що ).()( fggf ⋅=⋅ tt  
Лему доведено. 

Теорема 2.5.1. Якщо )( S,M n∈A
 
- ермітова матриця, тоді 
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.Fcdetcdetrdetrdet ∈===== AAAA nn KK 11  
 

Доведення. Зауважимо [34, 40], що в ермітової матриці A  над тілом 

S  елементи головної діагоналі є елементами поля, F∈iia  для всіх 

ni ,1= , а елементи симетричні відносно головної діагоналі спряжені, 

jiij aa =  для всіх nji ,, 1= . 

Розглянемо довільний рядковий визначник матриці A , Airdet  для 

деякого nIi∈ . Розіб’ємо множину мономів визначника Airdet  на дві 

підмножини. До першої підмножини віднесемо ті мономи, індекси мно-

жників яких складають підстановки, що містять незалежні цикли не бі-

льше другого порядку. До другої підмножини віднесемо ті мономи, ін-

декси множників яких складають підстановки, що містять хоча б один 

незалежний цикл більше, ніж другого порядку. 

Множники, індекси яких утворюють цикли першого порядку - це 

елементи головної діагоналі ермітової матриці, а за означенням, вони є 

елементами поля F . Елементи матриці, індекси добутку яких утворю-

ють цикл другого порядку, спряжені: kkkk iiii aa 11 ++
= , і їхній добуток до-

рівнює нормі елементу тіла, а тому належить полю: 

 

.F)n( ∈=⋅=⋅
+++++ kkkkkkkkkk iiiiiiiiii aaaaa 11111  

 

Таким чином, всі мономи першої підмножини, як добутки елементів 

поля F  належать йому. 

Розглянемо тепер довільний моном d  другої підмножини. Нехай ін-

декси його множників складають підстановку, що містить r  незалежних 

циклів і позначимо iik =:1 , тоді  
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×−=
+++++

− KKKK
122212211111

1
mkmkklkkklkkk iiiiiiiiii

rn aaaaad )(

,)( rm
rn

iiiiii hhhhaaa
rkrlrkrkrkmkmlmk

KKKK 211
1

−−=×
+++

                      (2.11) 

 

де 
skslsksksk iiiis aah

++
⋅⋅= K

1  
для всіх rs ,1=  та }.{ rm ,,K1∈  

Очевидно, що якщо 0=sl , то F∈=
sksk iis ah , а коли 1=sl , то 

=⋅=
++ sksksksk iiiis aah 11 Fn ∈

+
)( 1sksk iia . Якщо всі 10,=sl  для довільно-

го rs ,1= , то одержимо моном першої підмножини. Нехай хоча б при 

деякому s  виконується нерівність 2≥sl . Тоді справедливо, що 

skskslsksk iiiis aah
1++

⋅⋅= K . Дійсно, 

 

skskslskskskskskslskskslsksksk iiiiiiiiiiiis aaaaaah
111 ++++++

==⋅⋅= KKK . 

 

Індекси елементів матриці A  в мономі d  утворюють підстановку σ , 

яка згідно означення рядкового визначника в звичайній формі записана 

прямим добутком незалежних циклів, а в нормальній формі є впорядко-

ваною зліва. Позначимо через ( ) ( )sssss lkkkks iiii ++=σ K1:  незалежний 

цикл, який утворюють індекси монома d  і якому відповідає множник 

sh . Тоді ( ) ( )1
1

++
− =σ

sssss klkkks iiii K:  - незалежний цикл, обернений до 

( )sks iσ , і якому відповідає множник sh . На множині всіх мономів ви-

значника Airdet , індекси яких утворюють підстановки в звичайній фо-

рмі записані прямим добутком незалежних циклів ( )sks iσ  або ( )sks i1−σ , 

зберігаючи їх послідовність по s  від 1 до r , а в нормальній формі - впо-

рядковані зліва згідно формул (2.2)-(2.3), знайдуться ще 12 −p  таких мо-
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номів, (де ρ−= rp , а ρ  –кількість циклів першого та другого порядку), 

що їх сума 1C , - цих мономів разом з d , за лемою 2.5.1 дорівнює 

 

Ftt)( ∈α−= νν
− )()( phhC rn K111 , 

 

де F∈α  - добуток множників, індекси яких складають підстановки 

першого та другого порядку, і },,{ rk K1∈ν  для всіх pk ,1= . 

Таким чином, для довільного монома другої підмножини визначника 

Airdet  серед інших його мономів можемо вибрати ще 12 −p  таких, що 

їх сума разом із вибраним мономом належить полю F , а тому і рядко-

вий визначник ,rdet Ai  - як сума всіх мономів першої та другої підмно-

жин, також приймає значення в полі F , .Frdet ∈Ai  

Доведемо рівність між собою всіх рядкових визначників матриці A . 

Розглянемо довільний Ajrdet  такий, що ij ≠  для довільного nj ,1= . 

Знову розіб’ємо множину мономів визначника Ajrdet  на дві підмножи-

ни за тим же правилом, що і для .rdet Ai   

Оскільки, мономи першої підмножини є добутками множників – або 

елементів поля, або пар спряжених елементів, які комутують, то кожно-

му моному першої підмножини рядкового визначника Airdet  відповідає 

рівний йому моном першої підмножини рядкового визначника Ajrdet . 

Серед мономів другої підмножини визначника Ajrdet  таких, що ін-

декси їх множників складають підстановки з r  незалежними циклами, 

можна знайти один такий моном 1d , який складається з тих же множни-

ків що і d , але розміщених в іншому порядку. Розглянемо всі можливі 

випадки розміщення множників у мономі 1d . 
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1. Якщо індекси його множників складають підстановку з таких са-

мих r  незалежних циклів відмінну від підстановки моному d  тільки по-

рядком розміщення циклів, тоді 

 

,)( λµ
− ⋅⋅⋅α−= hhd rn K11  

 

де }{}{ pνν=λµ ,,,, KK 1 . Серед мономів другої підмножини визначника 

Ajrdet  знайдуться ще 12 −p  таких, що кожен із них є добутками ска-

лярного множника α− −rn)( 1  на всі множник виду sh  або sh , де 

},,{ λµ∈ Ks . І для суми 2C , - цих мономів разом із 1d , за лемою 2.5.1 

одержимо 

 

.tttt 12 1 ChhhhC p
rnrn =α−=α−= νν

−
λµ

− )()(1)()()(1)( KK   

 

2. Якщо індекси множників монома 1d  складають підстановку з тих 

самих r  незалежних циклів, але відмінну від d  не тільки порядком роз-

міщення циклів, а й тим, що індекс j  міститься в середині деякого цик-

лу підстановки індексів монома d . Нехай ( )mkm ij σ∈  і покладемо 

qkmij +=:  , тоді моном 1d  можна записати в наступному вигляді  

 

×−=
+−++++++

−
qmkqmkmkmkmkmlmkqmkqmk iiiiiiii

rn aaaad
111

11 KK)(  

λµ
− α−=×

λλ+λ+λλµµ+µ+µµ
hhhaaaa m

rn
iiiiiiii klkkkklkkk

KKKK
~)( 1

11
,    (2.12) 

 

де ( )qkmm m
ih +σ=~  і }{}{ rm νν=λµ ,,,,, KK 1 .  
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Кожному множнику λµ hh ,,K  монома 1d  з формули (2.12), крім 

( )
qmkqmkmkmkmkmlmkqmkqmkm iiiiiiiiqkmm aaaaih

+−++++++
=σ= + 111

KK
~ , відпові-

дає рівний йому множник із множини phh νν ,,K1  монома d  з формули 

(2.11). Нехай 
mkmlmkqmkqmk iiii aax

++++
= K

1
:  та 

qmkqmkmkmk iiii aay
+−++

=
11

: K . 

Оскільки, за лемою 2.5.2 маємо рівність слідів 

 

( ) ==⋅=
+−++++++

y)()(
111

xaaaah
qmkqmkmkmkmkmlmkqmkqmk iiiiiiiim tt~t KK  

( ) )(x)(
111 miiiiiiii haaaay

mkmlmkqmkqmkqmkqmkmkmk
ttt ===

+++++−++
KK , 

 

то для суми 2C  всіх p2  можливих мономів аналогічно попередньому 

випадку за лемою 2.5.1 одержимо 

 

=α−= λµ
− )()()(1)( hhhC m

rn tt~t K2  

.ttt 11 Chhh pm
rn =α−= νν

− )()()(1)( KK  

 

3. Якщо на відміну від випадку 1 моном 1d  відрізняється від d  не 

тільки порядком розміщення циклів, але й тим, що індекс i  не розпочи-

нає один із циклів підстановки індексів його елементів, тоді застосуємо 

лему 2.5.2 до добутку елементів цього циклу. І, аналогічно попередньо-

му, серед мономів другої підмножини визначника Ajrdet , знайдуться 

p2  таких, що їхній сумі за лемою 2.5.1 відповідатиме рівна їй сума p2  
відповідних мономів визначника .rdet Ai  

Очевидно, що до цього ж висновку ми прийдемо і при об’єднанні 

двох попередніх випадків, тоді лему 2.5.2 застосуємо двічі. 
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Отже, в будь-якому випадку кожній сумі p2  відповідних мономів 

другої підмножини визначника Ajrdet  відповідає рівна їй сума p2  мо-

номів визначника Airdet , де p  - кількість циклів більше, ніж другого 

порядку в кожному з мономів. Крім того, значення такої суми належить 

полю F . 

Таким чином, Frdetrdet ∈= AA ji  для всіх nji ,, 1= . 

Доведемо тепер рівність AA ii rdetcdet =  для всіх ni ,1= . Знову роз-

іб’ємо множину мономів визначника Aicdet  на дві підмножини за тим 

самим правилом, що і для Airdet . Кожному моному першої підмножини 

визначника Aicdet  відповідає такий моном визначника Airdet , що оби-

два вони, як добутки, відрізняються тільки порядком розміщення kn −  

однакових множників. Тут k  - кількість циклів другого порядку. Цикл 

другого порядку відповідає добутку спряжених елементів, що дорівнює 

нормі елемента. Оскільки множники мономів, як елементи поля F , ко-

мутують, то ці мономи рівні між собою. 

Серед мономів другої підмножини визначника Aicdet  таких, що ін-

декси їх множників складають підстановки з r  незалежними циклами, 

можна знайти один такий моном 2d , що він складається з тих самих 

множників, що і моном 2d  з формули (2.11), але їх послідовність впоря-

дкована справа відповідно до означення стовпцевого визначника.  

Нехай ρ  - кількість циклів першого та другого порядку в підстановці 

індексів монома і ρ−= rp , також позначимо iik =:1 , тоді 

 

×⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=
++++

−
2122221

)1(2 kklkkrkrkrlrkrk iiiiiiii
rn aaaad KKK  

1111
1)( ττ

− ⋅⋅α−=⋅⋅×
+

hhaa
pklk

rn
iiii KK
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де α  - добуток множників, індекси яких утворюють підстановки першо-

го та другого порядку. Тоді для всіх rs ,1=  маємо 

 

sskslskskskskskslsksks
haaaah iiiiiiii ντ =⋅⋅=⋅⋅=

++++
KK

11
.  

 

Серед мономів другої підмножини розглянемо ще 12 −p  мономів, 

які мають той же знак, що і 2d , і кожен із яких є добутком скалярного 

множника α− −rn)( 1

 

на кожен із множників shτ  або спряженого до ньо-

го sh τ  для всіх ps ,1= , зберігаючи їх послідовність. Знайдемо за лемою 

2.5.1 суму 3C , - цих мономів разом із мономом 2d , враховуючи комута-

тивність слідів елементів тіла.  

 

=α−=α−= νν
−

ττ
− )()()()()(1)( 11 13 hhhhC pp

rnrn tttt KK  

11 Chh p
rn =α−= νν

− )()(1)( tt K .  

 

Отже, кожній сумі p2  мономів другої підмножини визначника Aicdet  

відповідає рівна їй сума p2  мономів визначника Airdet , і навпаки. І 

кожна така сума F∈3C . 

Таким чином, Frdetcdet ∈= AA ii  для всіх ni ,1= . 

Теорему доведено. 

Зауваження 2.5.1. Оскільки, всі стовпцеві та рядкові визначники ер-

мітової матриці рівні між собою, то для неї можемо однозначно ввести 

поняття визначника матриці, який будемо розкривати як рядковий по 

будь-якому рядку, або як стовпцевий по будь-якому стовпцю матриці 
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AAA ii cdetrdet:det ==  для всіх ni ,1= , 

 

де )( S,M n∈A  - довільна ермітова матриця над тілом S .  

Зауваження 2.5.2. За лемою 2.2.1, розкриваючи визначник Adet  по 

деякому k -му рядку, одержимо 

 

( )∑
∈σ

⋅+⋅−=
nS

kk
lkkk

kk
jjjk aa AaAA rdetrdetdet .. ,         (2.13) 

 

де { }}{\ kIl nmin= . 

Порівнюючи вирази (1.2) і (2.13) для ермітової матриці A  над тілом 

кватерніонів та враховуючи, що обидва вони не залежать від індексу k , 

а також і l  (оскільки, kkA  - ермітова), очевидним є висновок, що введе-

ний визначник ермітової матриці співпадає з визначником Мура та є йо-

го узагальненням в асоціативній композиційній алгебрі S . А множина 

всіх рядкових та стовпцевих визначників довільної квадратної матриці 

над тілом з інволюцією S  є повним і природним узагальненням визнач-

ника Мура (введеного для ермітових матриць) на множині квадратних 

матриць над тілом S .  

 

2.6. Властивості рядкових та стовпцевих визначників ермітової 

матриці над тілом  

 

Теорема 2.6.1. Нехай )1( i,P  - матриця перестановок, що одержу-

ється з одиничної матриці перестановкою її i -го рядка для деякого 

{ }ni ,,K2∈  з її першим рядком, і )( S,M n∈A  - ермітова матриця над 

тілом S . Тоді ( ) AAP det,rdet −=⋅)1( ii . 
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Доведення. Матриця AP ⋅)1( i,  - це матриця, яка одержується з ермі-

тової матриці A  перестановкою її i -го рядка з її першим рядком. Позна-

чимо перший та i -й рядок матриці AP ⋅)1( i, , відповідно, як 

( )naa 1111
~,,~~

. K=a  та ( )niii aa ~,,~~
. K1=a . Інші її рядки співпадають із ряд-

ками матриці A .  

Будемо розкривати визначник ермітової матриці A  як рядковий по 

першому рядку. Розглянемо довільний моном d  визначника A1rdet . 

Нехай індекси множників його складають підстановку, яка в звичайній 

формі записана прямим добутком r  незалежних циклів. Розглянемо всі 

можливі випадки розміщення елемента її i -го рядка, як множника, в мо-

номі d . 

1. Нехай елемент i -го рядка розташований у мономі d  так, що ін-

декс i  знаходяться в тому ж циклі, що й індекс 1, тобто, 

 

,riiiiii
rn hhaaaad

sss
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

+−

− KKK 211 111
1)(  

 

де, для всіх rk ,2= , kh  - добутки множників, індекси яких утворюють 

інші незалежні цикли. Оскільки, за умовою, 
111 iii aa ~=  для всіх nIi ∈1  та 

ss iii aa 1
~=  для всіх ns Ii ∈ , то серед мономів визначника ( )AP ⋅),1( iirdet  

знайдеться такий моном g , що виконується рівність 

 

.~~)( dhhaaaag riiiiii
rn

sss −=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=
+−

−− KKK 211
1

1111  

 

Моном d  протилежний моному g  в силу того, що індекси монома g  

складають підстановку, яка містить 1+r  незалежний цикл, в той час як 

моном d  містить r  незалежних циклів. 
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2. Нехай тепер елемент i -го рядка розташований у мономі d  так, 

що його індекс i  розпочинає незалежний цикл, в який не входить ін-

декс 1, тобто, 

 

piiiiii
rn vvaauuaad

mssk
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

+ρ
− KKKK 11111

1)( , 

 

де для всіх ρτ ,1=  та pt ,1=  таких, що 2−=+ rpρ , τu  та tv  - добутки 

множників, індекси яких утворюють, відповідно, ρ  і p  незалежних ци-

клів. Або такі добутки можуть бути відсутні. Для d  на множині мономів 

визначника A1rdet  знайдеться наступний 

 

piiiiii
rn vvaauuaad

smsk
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

+ρ
− KKKK 11111 1

1)( . 

 

Позначимо 11 1 kii aax ⋅⋅= K:  і iiii mss aay
+

⋅⋅= K: , тоді спряжений до 

y  буде мати вигляд iiii sms aay ⋅⋅=
+

K . Розглянемо суму цих мономів: 

 

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−=+ ρρ
−

p
rn vvyuuxyuuxdd KKK 1111 1 )()(  

.)t()( Cvvuuxy p
rn :1 11 =⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ

− KK

 

 

Серед мономів визначника ( )AP ⋅)1( ii ,rdet  можна вибрати мономи g  

і 1g  такі, що відповідають мономам d  і 1d , та індекси яких містять 1−r  

незалежний цикл. 

 

piiiiii
rn vvuuaaaag

mssk
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ

+−
+

KKKK 1111
1

1
1 ~~)( , 

piiiiii
rn vvuuaaaag

smsk
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ

+−
++

KKKK 1111
1

1 11
1 ~~)( . 

 



 66

Знайдемо їх суму, враховуючи, що xaaaa
kk iiiii =⋅⋅=⋅⋅ 111 11

KK~ , 

yaaaa iiiiiii mssmss
=⋅⋅=⋅⋅

++
KK1

~ , yaaaa iiiiiii smssms
=⋅⋅=⋅⋅

++
KK1

~ . Тоді 

одержимо  

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅−=+ ρ
+−

p
rn vvuuyxyxgg KK 11

1
1 )(1)(  

.t Cvvuuxy p
rn −=⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+− KK 11
1 )(1)(

 

 

Отже, в цьому випадку сумі двох мономів визначника A1rdet  відпо-

відає протилежна до неї за знаком сума двох відповідних мономів ви-

значника ( )AP ⋅)1( ii ,rdet . 

3. Нехай тепер елемент i -го рядка розміщений у мономі d  так, що 

його індекс i  входять в інший незалежний цикл, ніж індекс 1, але не 

розпочинає його 

 

,piiiiiiiiii
rn vvaaaauuaad

qqssqqk
KKKKK 1111 1111

1)(
−++ρ

−−=  
 

де для всіх ρτ ,1=  та pt ,1=  таких, що 2−=+ rpρ , τu  та tv  -добутки 

множників, індекси яких утворюють, відповідно, ρ  і p  незалежних ци-

клів. Або такі добутки відсутні. Для d  на множині мономів визначника 

A1rdet  знайдеться наступний моном 

 

.piiiiiiiiii
rn vvaaaauuaad

qqssqqk
KKKKK 11111 1111

1)(
++−ρ

−−=  
 

Знову позначимо 111
:

kii aax ⋅⋅= K , 
qqs iiii aa

11
:

−+
=ϕ K  і 

iiii sqq
aa K

1
:

+
=φ , φϕ=⋅⋅⋅⋅=

−++ qqssqq iiiiiiii aaaay
111

: KK , тоді спряжений 
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до y  буде мати вигляд 
qqssqq iiiiiiii aaaay

111 ++−
= KK . Розглянемо суму 

цих мономів: 

 

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−=+ ρρ
−

p
rn vvyuuxyuuxdd KKK 1111 )(1)(  

.t Cvvuuxy p
rn :)(1)( 11 =⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ

− KK

 

 

На множині мономів визначника ( )AP ⋅),(rdet ii 1  знову можна виб-

рати мономи g  і 1g , що відповідають мономам d  і 1d , індекси яких міс-

тять 1−r  незалежних циклів. 

 

,~~)( piiiiiiiiii
rn vvuuaaaaaag

sqqqqsk
KKKKK 1111

1
1111

1 ρ
+−

+−+
−=    

.~~)( piiiiiiiiii
rn vvuuaaaaaag

sqqqqsk
KKKKK 1111

1
1 1111

1 ρ
+−

+−+
−=  

 

 Крім уведених вище позначень, нехай 

,~
iiiiiii sqqqqs

aaaay KK
11111 :
+−+

=  тоді φ⋅ϕ=1y . Оскільки 
111 iii aa ~= , 

ss iii aa 1
~= , 111 ++ =

ss iii aa ~ , тоді iiiiiii sqqqqs
aaaay

11111 :
+−+

= KK~ . Знайдемо 

суму цих мономів 

 

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅−=+ ρ
+−

p
rn vvuuyxyxgg KK 1111

1
1 1 )()(  

.)t()( 1111
1 :1 Cvvuuxy p

rn =⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+− KK

 

 

Оскільки, за лемою 2.5.2 )()()()( 1 yy tttt =ϕ⋅φ=φ⋅ϕ= , то знову 

CC −=1 . Таким чином, можливі два випадки: або довільному моному 

визначника A1rdet  відповідає протилежний до нього за знаком моном 

визначника ( )AP ⋅),(rdet ii 1 , або парі мономів визначника A1rdet  відпо-
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відає така пара відповідних мономів визначника ( )AP ⋅),(rdet ii 1 , що їх 

суми є протилежні за знаком. Тоді і визначники A1rdet  та 

( )AP ⋅),(rdet ii 1 , як суми таких мономів також відрізняються тільки зна-

ком.  

Теорему доведено. 

Теорема 2.6.2. Якщо )1,(iP  - матриця перестановок і )( S,M n∈A  - 

ермітова матриця, тоді ( ) APA detcdet −=⋅ )1,(ii  для всіх ni ,2= . 

Доведення аналогічне доведенню теореми 2.6.1. 

Теорема 2.6.3. Якщо матриця ( ).. ij aA  одержується з ермітової 

матриці )( S,M n∈A  заміною її j -го рядка - i -м рядком, тоді 

( ) 0=..rdet ijj aA  для всіх nji ,1, =  таких, що ji ≠ . 

Доведення. Будемо вважати, що ермітова матриця A  має порядок 

вище третього. Для ермітових матриць другого та третього порядків тве-

рдження теореми легко доводиться безпосередньою перевіркою. 

Розглянемо довільний моном d  визначника ( )..rdet ijj aA  для деяких 

nji ,1, =  таких, що ji ≠ . Нехай індекси його множників складають під-

становку, яка містить r  незалежних циклів і позначимо iis =: . Розгляне-

мо всі можливі випадки розміщення елемента si -го рядка як множника в 

мономі d . 

1. Нехай елемент si -го рядка розташований у мономі d  так, що ін-

декс si  розпочинає незалежний цикл 

 

piiiijiij
rn vvaauuaad

smsssk
KKKK 11 11

1
++ρ

−−= )( ,   (2.14) 

 

де для всіх ρ=τ ,1  та pt ,1=  таких, що 2−=+ρ rp , τu  та tv  - добутки 

множників, індекси яких утворюють, відповідно, ρ  і p  незалежних ци-
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клів. Або такі добутки можуть бути відсутні. Для d  серед мономів ви-

значника ( )..rdet ijj aA  знайдуться ще три наступні 

 

pjiiiiiij
rn vvuuaaaad

kssmss
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ

+−
++

KKKK 11
1

1 11
1)( ,  

pjiiiiiij
rn vvuuaaaad

ksssms
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ

+−
++

KKKK 11
1

2 11
1)( , 

piiiijiij
rn vvaauuaad

ssmssk
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

++ρ
− KKKK 113 11

1)( . 

 

Позначимо xaa jiij k
:

1
=⋅⋅K  і yaa

smsss iiii :
1

=
++

K , тоді для спряженого до 

y  одержимо ssmss iiii aay 1++
= K . Враховуючи, що за умовою теореми 

11 iiij saa = , 
11 −−

=
sss iiji aa , 11 ++

= sss iiji aa , розглянемо суму цих мономів: 

 

=+++ 321 dddd

 

+⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−= ρρρ
− uuxyuuxyyuuxrn KKK 111()1(  

−⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+ ρ
−

ρ yuuxvvyuux rn
p KKK 111 ()1()  

×⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−−⋅⋅⋅⋅− ρρρ uuxuuxyyuuxy KKK 111 ))((t  

−⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅−× ρ
− yuuxvvyy rn

p KK 11 ()1()))((t  

+⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅− ρρρ uuxyuuxyuuxy KKK 111 )(t  

.t 0))( 111 =⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅+ ρρ pvvyuuxuuxy KKK  

 

Отже, для монома d  серед мономів визначника ( )..rdet ijj aA  знай-

шлися ще три таких, що їх сума разом із d  дорівнює нулю. 

У випадку, коли у формулі (2.14) 0=m  або 1=m , то, відповідно, 

одержимо мономи 

 

  ,)(~
piijiij

rn vvauuaad
ssk

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
− KKK 111

1  
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.)( piiiijiij
rn vvaauuaad

ssssk
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

++ρ
− KKK

(
11 111

1  

 

І для них на множині мономів визначника ( )..rdet ijj aA  знайдуться 

наступні 

,)(~
pjiiiji

rn vvuuaaad kss ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+− KKK 11

1
1 11  

.)( pjiiiiiji
rn vvuuaaaad kssss ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+−

++
KKK

(
11

1
1 1111  

 

Враховуючи, що ,
11 iiij s

aa =  ,
sss iiij aa =  

11 ++
=

sss iiij aa  і те, що 

F∈
ssiia , ( ) Fn ∈=⋅

+++ 111 ssssss iiiiii aaa , одержимо 

 

     ,~~ 01 =+ dd                  .01 =+ dd
((

 

 

Отже, в цьому випадку відповідні пари мономів визначника 

( )..rdet ijj aA  дорівнюють нулю. 

2. Нехай тепер елемент si -го рядка розташований у мономі d  так, що 

індекс si  входить в інший незалежний цикл, ніж індекс j , але не розпо-

чинає його 

 

 ,)( piiiiiiiijiij
rn vvaaaauuaad qqssssqqk KKKKK 11 111111

−+−+ρ
−−=  

 

де для всіх ρτ ,1=  та pt ,1=  таких, що 2−=+ rpρ , τu  та tv  - добут-

ки множників, індекси яких утворюють, відповідно, ρ  і p  незалежних 

циклів (або такі добутки відсутні). Серед мономів Ajrdet  знову можемо 

вибрати ще три наступні 
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      ,)( pjiiiiiiiiiij
rn vvuuaaaaaad

ksssqqqqs
KKKKK

)
11

1
1 11111

1 ρ⋅−=
−+−+

+−  

,)( pjiiiiiiiiiij
rn vvuuaaaaaad

ksssqqqqs
KKKKK

)
11

1
2 11111

1 ρ+−+−

+−−=  

.)( piiiiiiiijiij
rn vvaaaauuaad

qqssssqqk
KKKKK

)
113 11111

1
+−+−

⋅−= −
ρ  

 

Зробимо наступні позначення. Нехай ,xaa jiij k
:

1
=⋅⋅K  

yaaaa
qqssssqq iiiiiiii :

1111
=

−+−+
KK , 1:

1111
yaaaa

ssqqqqss iiiiiiii =
−+−+

KK , 
 

φ=⋅⋅
−+

:
11 ssqq iiii aa K , ϕ=⋅⋅

−+
:

11 qqss iiii aa K , тоді ϕ⋅φ=y , φ⋅ϕ=1y  і 

qqssssqq iiiiiiii aaaay
1111 +−+−

= KK , 
ssqqqqss iiiiiiii aaaay

11111 +−+−
= KK . Врахову-

ючи, що 
11 iiij s

aa = , 
11 −−

=
sss iiji aa , 

11 ++
=

sss iiji aa , розглянемо суму: 

 

=+++ 321 dddd
)))

 

+⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−= ρρρ
− uuxyuuxyyuuxrn KKK 11111(1)(

 

−⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+ ρ
−

ρ yuuxvvyuux rn
p KKK 111 (1)()

 

×⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−−⋅⋅⋅⋅− ρρρ uuxuuxyyuuxy KKK 111111 ))((t

 

−⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅−× ρρ
− uuxyyuuxvvyy rn

p KKK 1111 (1)()))((t

 

−⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅− ρρρ uuxyuuxyuuxy KKK 11111 )()( tt

 

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅− ρ pvvyuux KK 11 )

 

.tt p
rn vvuux ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅φ⋅ϕ−ϕ⋅φ−= ρ

− KK 11))()((1)(

 

 

Оскільки, за лемою 2.5.2 маємо )()( φ⋅ϕ=ϕ⋅φ tt , то знову одержимо 

рівність  0321 =+++ dddd
)))

. 

в) Якщо ж у вибраному мономі d  індекс si  знаходиться в тому ж ци-

клі, що й індекс j , то d , очевидно, співпадає з одним із наступних мо-
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номів: ,,~, 111 ddd
(

 або 1d
)

. І як показано вище, для кожного з них на мно-

жині мономів визначника ( )..rdet ijj aA  знайдуться ще один або три такі 

йому відповідні, що сума цієї пари або четвірки мономів дорівнює нулю. 

 

Оскільки, ми розглянули всі можливі, в залежності від розміщення 

елемента i -го рядка, типи монома d  визначника ( )..rdet ijj aA  і для ко-

жного з них знайшовся один або три таких відповідних монома, що сума 

цієї пари або четвірки мономів дорівнює нулю, тоді ( ) 0=..rdet ijj aA  

для деяких nji ,1, =  таких, що ji ≠ . 

Теорему доведено. 

Аналогічно доводиться і наступна теорема: 

Теорема 2.6.4. Якщо матриця ( )ji .. aA  одержується з ермітової мат-

риці )( S,M n∈A  заміною її i -го стовпця - j -м стовпцем, тоді 

( ) 0=jii ..cdet aA  для всіх nji ,1, =  таких, що ji ≠ . 

Наслідок 2.6.1. Якщо ермітова матриця )( S,M n∈A
 
містить два 

однакові рядки (стовпці), тоді 0=Adet . 

Доведення. Нехай в ермітової матриці )( S,M n∈A  її i -й рядок спів-

падає з її j -м рядком, тобто, jkik aa =  для всіх nIk∈  та { } nIji ∈, , якщо 

ji ≠ . Тоді jkik aa = . А це означає, що kjki aa =  для всіх nIk∈  та 

{ } nIji ∈, , коли ji ≠ , оскільки матриця A  - ермітова. Тобто, якщо в ер-

мітової матриці співпадають два її рядки, тоді також співпадають два її 

відповідні, - з тими ж індексами, стовпці. Матрицю A  можна представи-

ти також як ( ).. ij aA , - матрицю, яку одержимо з матриці A
 
заміною її 

j -го рядка - i -м рядком. Тоді, в силу теореми 2.5.3 та розглядаючи ви-

значник ермітової матриці A  як рядковий по j -му рядку, одержимо 

( ) 0=== ..rdetrdetdet ijii aAAA . 



 73

Наслідок доведений. 

Теорема 2.6.5. Якщо ( ).. ji b aA ⋅  - матриця, яку одержимо з ерміто-

вої матриці )( S,M n∈A , замінивши її i -й рядок її j -м рядком помно-

женим зліва на елемент b  тіла S , тоді ( ) 0=⋅ ..rdet jii b aA  для всіх 

nji ,1, =  таких, що ji ≠ . 

Доведення. За теоремою 2.4.3 маємо ( ) ( ).... rdetrdet jiijii bb aAaA ⋅=⋅  

для всіх nji ,1, =  таких, що ji ≠ . Але за теоремою 2.6.3 ( ) 0=..rdet jii aA , 

як визначник по i -му рядку матриці ( ).. ji aA , яку одержали з ермітової, 

замінивши її i -й рядок - j -м рядком. 

Отже, ( ) 0=⋅ ..rdet jii b aA . 

Теорему доведено. 

Теорема 2.6.6. Якщо ( )bij ⋅.. aA  - матриця, яку одержимо з ерміто-

вої матриці )( S,M n∈A , замінивши її i -й стовпець її j -м стовпцем 

помноженим справа на елемент b  тіла S , тоді ( ) 0=⋅bijj ..cdet aA  для 

всіх nji ,1, =  таких, що ji ≠ . 

Доведення аналогічне доведенню теореми 2.6.5, опираючись на тео-

реми 2.4.4 та 2.6.4. 

Теорема 2.6.7. Якщо ( )bij ⋅.. aA  - матриця, яку одержимо з ерміто-

вої матриці )( S,M n∈A , замінивши її i -й стовпець її j -м стовпцем 

помноженим справа на елемент b  тіла S , тоді ( ) 0=⋅bijj ..rdet aA  для 

всіх nji ,1, =  таких, що ji ≠ . 

Доведення. Будемо вважати, що ермітова матриця A  має порядок 

вище третього. Для ермітових матриць другого та третього порядків тве-

рдження теореми легко доводиться безпосередньою перевіркою. 
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Розглянемо довільний моном d  визначника ( )bijj ⋅..rdet aA  для де-

яких nji ,1, =  таких, що ji ≠ . Нехай індекси його множників складають 

підстановку, що містить r  незалежних циклів і позначимо iis =: . Роз-

глянемо всі можливі випадки розміщення елемента si -го рядка як множ-

ника в d . 

1. Нехай елемент si -го рядка розташований у мономі d  так, що ін-

декс si  розпочинає незалежний цикл 

 

piiiijiij
rn vvaauubaad

smsssk
KKKK 11 11

1
++ρ

−−= )( ,       (2.15) 

 

де для всіх ρτ ,1=  та pt ,1=  таких, що 2−=+ rpρ , τu  та tv  - добутки 

множників, індекси яких утворюють, відповідно, ρ  і p  незалежних ци-

клів (або такі добутки можуть бути відсутні). Для d  серед мономів ви-

значника ( )..rdet ijj aA  знайдуться ще три наступні мономи 

 

piiiijiij
rn vvaauubaad

ssmssk
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

++ρ
− KKKK 111 11

1)( , 

,)( pjiiiiiij
rn vvuubaaaad

mssssk
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ

+−
++

KKKK 11
1

2 11
1  

pjiiiiiji
rn vvuubaaaad

smsssk
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ

+−
++

KKKK 11
1

3 11
1)( . 

 

Позначимо xaa jiij k
:

1
=⋅⋅K  і yaa

smsss iiii :
1

=
++

K , тоді спряжений до y  

має вигляд 
ssmss iiii aay

1++
= K . Враховуючи, що за умовою теореми 

skk iiji aa = , 
smsms iiji aa

++
= , sss iiji aa 11 ++

= , розглянемо суму цих мономів 

=+++ 321 dddd

 

−⋅⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅−= ρρρ
− uubyxyuubxyuubxrn KKK 111()1(  



 75

−+⋅⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅− ρ
−

ρ )(()1() 111 yyuubxvvuubyx rn
p KKK  

−⋅⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅− ρ
−

ρ )(()1())( 111 yuubxvvuubyyx rn
p tKKK  

0))( 11 =⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅− ρ pvvuubyx KKt . 

 

Таким чином, для монома d  серед мономів рядкового визначника 

( )bijj ⋅..rdet aA  знайшлися ще три таких, що їх сума разом із d  дорівнює 

нулю. 

У випадку, коли у формулі (2.15) 0=m  або 1=m , то відповідно оде-

ржимо мономи 

 

,1 111 piijiij
rn vvauubaad ssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ

− KKK)(~  

.1 11 111 piiiijiij
rn vvaauubaad ssssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=

++ρ
− KKK

(
)(  

 

І для них на множині мономів визначника ( )bijj ⋅..rdet aA  знайдуться 

наступні 

 

,)(~
pjiiiij

rn vvuubaaad ssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+− KKK 11

1
1 11  

,)( pjiiiiiij
rn vvuubaaaad ssssk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= ρ
+−

++
KKK

(
11

1
1 1111  

 

Враховуючи, що skk iiji aa = , ,sss iiji aa =  sss iiji aa 11 ++
= , і те, що 

F∈
ssiia , ( ) Fn ∈=

+++ 111 ssssss iiiiii aaa , одержимо 

 

−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=+ ρ
−

ssk iijiij
rn auubaadd KK 11 1
(1)(~~  

0) 111
=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅− ρ pjiiiij vvuubaaa

ssk
KKK , 
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( )−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=+
+ρ

−
11 11 (1

ssk iijiij
rn auubaadd n)( KK

((
 

( ) 0.) 1111
=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅− ρ+ piiiiij vvuubaaa

sssk
KKK n  

 

Отже, в цьому випадку відповідні пари мономів визначника 

( )bijj ⋅..rdet aA  дорівнюють нулю. 

2. Нехай тепер елемент si -го рядка розташований у мономі d  так, що 

індекс si  входить в інший незалежний цикл, ніж індекс j , але не розпо-

чинає його 

 

,)( piiiiiiiijiij
rn vvaaaauubaad

qqssssqqk
KKKKK 11 11111

1
−+−+ρ

−−=  

 

де для всіх ρτ ,1=  та pt ,1=  таких, що 2−=+ rpρ , τu  та tv  - добутки 

множників, індекси яких утворюють, відповідно, ρ  і p  незалежних ци-

клів. Або такі добутки можуть бути відсутні. Серед мономів 

( )bijj ⋅..rdet aA  знову можемо вибрати ще три наступні 

 

piiiiiiiijiij
rn vvaaaaubuaad

qqssssqqk
KKKKK

)
111 11111

1
+−+−

−−= ρ)( , 

pjiiiiiiiiiij
rn vvubuaaaaaad

sqqqqsssk
KKKKK

)
112 11111

1 ρ+−+−
⋅−= −)( , 

pjiiiiiiiiiij
rn vvuubaaaaaad

sqqqqsssk
KKKKK

)
113 11111

1 ρ+−+−
−−= )( . 

 

Позначимо xaa jiij k
:

1
=⋅⋅K , φ=⋅⋅

−+
:

11 ssqq iiii aa K , 

ϕ=⋅⋅
−+

:
11 qqss iiii aa K , тоді спряжені до них дорівнюють 

φ=⋅⋅
+− qqss iiii aa

11
K  та ϕ=⋅⋅

+− ssqq iiii aa
11

K . Враховуючи, що за умовою 

теореми 
skk iiji aa = , 

sss iiji aa
11 −−

= , 
sss iiji aa

11 ++
= , знайдемо суму цих мо-

номів 
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=+++ 321 dddd
)))

 

−φϕ+ϕφ−= ρρ
− uxbuuxburn KK 11()1(  

=ϕφ−φϕ− ρρ pvvubuxubux KKK 111 )  

=ϕφ+φϕ−φϕ+ϕφ−= ρρ
−

p
rn vvubuxuxbu KKK 111 ))()(()1(

 
p

rn vvubuxuxbu KKK 111 ))()(()1( ρρ
− φϕ−ϕφ−= tt . 

 

Оскільки, за лемою 2.5.2 маємо Ftt ∈φ⋅ϕ=ϕ⋅φ )()( , то знову одер-

жимо рівність 0321 =+++ dddd
)))

. 

в) Якщо ж у вибраному мономі d  індекс si  знаходиться в тому ж ци-

клі, що й індекс j , тоді d  представляється у вигляді 2d  або 3d , 2d
)

 або 

3d
)

, та або 1d~ , або 1d
(

. І як показано вище, для кожного з них на множині 

мономів визначника ( )bijj ⋅..rdet aA  знайдуться ще один або три такі 

йому відповідні, що сума такої пари або четвірки мономів дорівнює ну-

лю.  

Оскільки, ми розглянули всі можливі, в залежності від розміщення 

елемента i -го рядка, типи монома d  визначника ( )bijj ⋅..rdet aA  і для 

кожного з них знайшовся один або три таких відповідних монома, що 

сума цієї пари або четвірки мономів дорівнює нулю, тоді 

( ) 0=⋅bijj ..rdet aA  для всіх nji ,1, =  таких, що ji ≠ . 

Теорему доведено. 

Наслідок 2.6.2. Якщо матриця ( )ij .. aA  одержується з ермітової 

матриці )( S,M n∈A  заміною її i -го стовпця її j -м стовпцем, тоді 

( ) 0=ijj ..rdet aA  для всіх nji ,1, =  таких, що ji ≠ . 

Доведення наслідку, очевидно, випливає з теореми 2.6.7, поклавши 

1=b .  
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Теорема 2.6.8. Якщо ( ).. ji b aA ⋅  - матриця, яку одержимо з ерміто-

вої матриці A , замінивши її i -й рядок j -м рядком помноженим зліва на 

довільний елемент b  тіла S , тоді ( ) 0=⋅ ..сdet jii b aA  для всіх nji ,1, =  

таких, що ji ≠ . 

Доведення аналогічне доведенню теореми 2.6.7. 

Наслідок 2.6.3. Якщо матриця ( ).. ji aA  одержується з ермітової 

матриці )( S,M n∈A  заміною її i -го рядка j -м рядком, тоді 

( ) 0=..сdet jii aA  для всіх nji ,1, =  таких, що ji ≠ . 

Доведення наслідку, очевидно, випливає з теореми 2.6.8, поклавши 

1=b .  

Лема 2.6.1. Якщо ( )bii ⋅.. aA  - матриця, яку одержимо з ермітової 

матриці )( S,M n∈A , помноживши справа її i -й стовпець на довільний 

елемент b  тіла S , тоді для довільного ni ,1=  одержимо 

 

( ) ( ) bbb iiiiii ⋅=⋅=⋅ AaAaA detrdetrdet .... .  

 

Доведення. Розглянемо довільний моном d  рядкового визначника 

( )biii ⋅..rdet aA  для довільного ni ,1= , де ( )bii ⋅.. aA  - матриця, яку одер-

жимо з ермітової матриці помноживши її i -й стовпець справа на довіль-

ний елемент b  тіла S . Позначимо iik =:1 . 

 

×−=
++++

− KKK
222122111111

1)(
klkkkklkkk iiiiiiii

rn aabaad  

r
rn

iiii hhbhaa
rkrlrkrkrk

⋅⋅⋅⋅−=× −
++

KK 211
1

)( ,                       (2.16) 

 

де 
skslsksksk iiiis aah

++
⋅⋅= K

1
 для всіх 1,s r= .  
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Якщо 1=sl , то =⋅=
++ sksksksk iiiis aah

11
Fn ∈

+
)(

1sksk iia , а якщо 0=sl , 

тоді F∈=
sksk iis ah . Нехай хоча б при деякому s , 2≥sl .   

Індекси елементів матриці A  в мономі d  утворюють підстановку σ , 

яка згідно означення рядкового визначника в звичайній формі записана 

прямим добутком незалежних циклів, а в нормальній формі є впорядко-

ваною зліва. Позначимо через ( ) ( )
sssss lkkkks iiii ++=σ K1:  незалежний цикл, 

який утворюють індекси монома d  і якому відповідає множник sh . Тоді 

( ) ( )1
1

++
− =σ

sssss klkkks iiii Kο  - незалежний цикл, обернений до ( )sks iσ , і 

якому відповідає множник sh . На множині всіх мономів визначника 

( )biii ⋅..rdet aA , індекси яких утворюють підстановки в звичайній формі 

записані прямим добутком незалежних циклів ( )sks iσ  або ( )sks i1−σ , збе-

рігаючи їх послідовність по s  від 1 до r , а в нормальній формі - впоряд-

ковані зліва згідно (2.2)-(2.3), знайдуться ще 12 −p  таких мономів, (де 

ρ−= rp , а ρ  – кількість циклів першого та другого порядку), що їх 

сума 1C , - цих мономів разом з d , за лемою 2.5.1 дорівнює:  

 

)t()t()( phhbC rn
νν

− α⋅−= K11 , 

 

де F∈α  - добуток множників, індекси яких складають незалежні цикли 

першого та другого порядку. Оскільки Ft ∈ν )( kh  для всіх }1{ rk ,,K∈ν , 

та pk ,1= . Тоді всі множники C , крім b , є елементами поля F , а тому b  

комутує з ними. Оскільки це виконується для довільного d , то для 

( )biii ⋅..rdet aA , як для суми всіх можливих мономів виду (2.16) викону-

ється рівність ( ) AAaA detrdetrdet .. ⋅=⋅=⋅ bbb iiii .  
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  Рівність ( ) AAaA detrdetrdet .. ⋅=⋅=⋅ bbb iiii  є очевидно справед-

ливою в силу теореми 2.4.3. 

Лему доведено. 

Лема 2.6.2. Якщо ( ).. ii b aA ⋅  - матриця, яку одержимо з ермітової 

матриці )( S,M n∈A , помноживши зліва її i -й рядок на довільний еле-

мент b  тіла S , тоді ( ) ( ) AaAaA detсdetсdet .... ⋅=⋅=⋅ bbb iiiiii  для дові-

льного ni ,1= . 

Доведення аналогічне доведенню леми 2.6.1. 

Означення 2.6.1. Будемо говорити, що i -й рядок, ( )inii aa ,,. K1=a , 

матриці ( ) nmija
×

=A  над тілом S  є лівою лінійною комбінацією рядків 

.. ,, kii aa K1  із коефіцієнтами kcc ,,K1 , де mk Ii ∈  та S∈lc  для довільно-

го kl ,1= , якщо ... kikii cc aaa ⋅++⋅= K11 . 

Теорема 2.6.9. Якщо i -й рядок ермітової матриці )( S,M n∈A
 
замі-

нити лівою лінійною комбінацією її інших рядків, то рядковий визначник 

по i -му рядку та стовпцевий визначник по i -му стовпцю такої матриці 

дорівнюють нулю для довільного ni ,1= . 

Доведення. Нехай ( )... kikii cc aaA ⋅++⋅ K
11  - матриця, яку одержимо з 

ермітової матриці A , замінивши її i -й рядок лівою лінійною комбінаці-

єю її інших рядків, де {}iIi nl \∈  для всіх kl ,1=  таких, що nk < . Тоді за 

теоремою 2.4.4 для довільного ni ,1=  виконуються рівності 

 

( )=⋅++⋅ ...rdet
kikiii cc aaA K

11  

( ) ( ).... rdetrdet
kikiiiii cc aAaA ⋅++⋅= K

11 , 

а також  

( )=⋅++⋅ ...cdet
kikiii cc aaA K

11  
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( ) ( ).... cdetcdet
kikiiiii cc aAaA ⋅++⋅= K

11 . 

 

Але за теоремою 2.6.5 ( ) 0=⋅ ..rdet
lilii c aA  і за теоремою 2.6.8 

( ) 0=⋅ ..cdet
lilii c aA  для довільних ni ,1=  та {}iIi nl \∈ , і всіх kl ,1= , тоді 

( ) 0
11 =⋅++⋅ ...rdet

kikiii cc aaA K  та ( ) 0
11 =⋅++⋅ ...сdet

kikiii cc aaA K .  

Теорему доведено. 

Означення 2.6.2. Будемо говорити, що j -й стовпець 

( )Tjmjj aa ,,1 K=.a  матриці ( )
nmija

×
=A  над тілом S  є правою лінійною 

комбінацією стовпців ,. 1ja
kj.,aK  для всіх nk Jj ∈  із коефіцієнтами 

kcc ,,K1 , де S∈lc  для довільного kl ,1= , якщо виконується рівність 

kjjj cc
k
⋅++⋅= ... aaa K11

. 

Теорема 2.6.10. Якщо всі елементи j -го стовпця ермітової матриці 

)( S,M n∈A  замінити правою лінійною комбінацією її інших стовпців, 

то стовпцевий визначник по j -му стовпцю та рядковий визначник по 

j -му рядку такої матриці дорівнюють нулю для довільного nj ,1= . 

Доведення аналогічне доведенню теореми 2.6.9. 

Наслідок 2.6.4. Якщо i -й рядок (стовпець) ермітової матриці 

)( S,M n∈A
 
для довільного ni ,1=  є лівою лінійною комбінацією її інших 

рядків (є правою лінійною комбінацією її інших  стовпців), тоді 

0=Adet . 

Доведення. Згідно до умови теореми ... kikii cc aaa ⋅++⋅= K
11 , де 

S∈lc  для всіх kl ,1=  таких, що nk < . Це означає, що для всіх nIj∈  

виконується рівність jikjiij k
acaca ⋅++⋅= K

11 , тоді в силу того, що мат-

риця )( S,M n∈A  - ермітова, kjijiijji cacaaa
k
⋅++⋅== K11

, тобто, 

 



 82

kiii cc k ⋅++⋅= ... aaa K11 , 

 

де S∈lc  для всіх kl ,1=  таких, що nk < . Таким чином, якщо в ерміто-

вої матриці i -й рядок є лівою лінійною комбінацією її рядків із індекса-

ми kii ,,1 K , то тоді її i -й стовпець є правою лінійною комбінацією її ін-

ших стовпців із тими ж індексами kii ,,1 K . 

Матрицю A  можна представити також, як ( )... kikii cc aaA ⋅++⋅ K
11  - 

матрицю, яку одержимо з матриці A
 
заміною її i -го рядка - лівою ліній-

ною комбінацією її рядків з індексами kii ,,1 K , тоді за теоремою 2.6.9 

одержимо 

 

( )=⋅++⋅= ...detdet kikii cc aaAA K11  

( ) 011 =⋅++⋅= ...rdet kikii cc aaA K . 

 

Аналогічно, якщо матрицю A  розглядати, як матрицю 

( )kiii cc k ⋅++⋅ ... aaA K11 , яку одержимо з матриці A
 
заміною її i -го 

стовпця - правою лінійною комбінацією її стовпців з індексами kii ,,1 K , 

тоді за теоремою 2.6.10 одержимо 

 

( )=⋅++⋅= kiii cc k ...detdet aaAA K11  

( ) 011 =⋅++⋅= kiii cc k ...cdet aaA K . 

 

Наслідок доведений. 

Теорема 2.6.11. Якщо до i -го рядка ермітової матриці )( S,M n∈A
 

додати довільну ліву лінійну комбінацію її інших рядків, то рядковий ви-

значник по i -му рядку та стовпцевий визначник по i -му стовпцю такої 
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матриці дорівнюють визначнику ермітової матриці A  (для довільного 

ni ,1= ). 

Доведення. Нехай ( ).... kikiii cc aaaA ⋅++⋅+ K
11  - матриця, яку одер-

жимо з ермітової матриці A , додавши до її i -го рядка ліву лінійну ком-

бінацію її інших рядків, де S∈lc  для всіх kl ,1=  таких, що nk < , тоді за 

теоремою 2.4.5 для довільного ni ,1=  одержимо  

 

( )=⋅++⋅+ ....rdet kikiiii cc aaaA K11  

( )...rdetrdet kikiiii cc aaAA ⋅++⋅+= K11 , 

 

а також 

( )=⋅++⋅+ ....сdet kikiiii cc aaaA K11  

( )...сdetсdet kikiiii cc aaAA ⋅++⋅+= K11 . 

 

Оскільки, за теоремою 2.6.9 ( ) 0
11 =⋅++⋅ ...rdet

kikiii ccA aa K  та 

( ) 0
11 =⋅++⋅ ...сdet

kikiii ccA aa K , то для ермітової матриці A  одержимо 

 

( ) AAaaaA detrdetrdet .... ==⋅++⋅+ iikiiii k
cc K

11 , 

( ) AAaaA detсdetсdet ... ==⋅++⋅ iikiii k
cc K

11 . 

 

Теорему доведено. 

Теорема 2.6.12. Якщо до всіх елементів j -го стовпця ермітової ма-

триці )( S,M n∈A
 
додати довільну праву лінійну комбінацію її інших 

стовпців, то стовпцевий визначник по j -му стовпцю та рядковий ви-

значник по j -му рядку такої матриці дорівнюють визначнику ермітової 

матриці A  (для довільного nj ,1= ).  
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Доведення аналогічне доведенню теореми 2.6.11, опираючись на те-

ореми 2.4.6 та 2.6.10. 

 

2.7. Діагоналізація ермітової матриці 

 

Теорема 2.7.1. Якщо )( S,M n∈A  - ермітова матриця і ( )bijP  - еле-

ментарна унімодулярна матриця, тоді ( ) ( )( )bb ijij
∗⋅⋅= PAPA detdet  для 

всіх nji ,1, =  таких, що ji ≠ . 

Доведення. Спочатку зауважимо, що для довільної квадратної мат-

риці )( S,M n∈U  й ермітової )( S,M n∈A , матриця AUU∗  - ермітова. 

Дійсно, із властивостей спряженої матриці за лемою 2.3.2 одержимо 

( ) AUUUAUAUU ∗∗∗∗∗ == . 

Множення матриці A  зліва на елементарну унімодулярну матрицю 

( )bijP  рівносильне додаванню до i -го рядка матриці A  її j -го рядка по-

множеного зліва на S∈b . Множення матриці A  справа на матрицю 

( )bij
∗P , у свою чергу, рівносильне додаванню до i -го стовпця матриці A  

її j -го стовпця помноженого справа на b . Таким чином, 

 

( ) ( ) =⋅⋅ ∗ bb ijij PAP  

 

( )
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 i -й 

i -й 
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Тоді, в силу теорем 2.4.5 та 2.4.6, одержимо 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )=⋅⋅=⋅⋅ ∗∗ bbbb ijijiijij PAPPAP cdetdet  

 

+
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KK
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1111
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          i -й 

 

( ) =
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          i -й 

 

( ) ( ) +⋅+⋅+= bb jiijiii .... cdetcdetcdet aAaAA  

 

b
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Матриця ( )( ) ( ).... jiji

nnnjn

jnjjj

nj

b

aaa

bababa

aaa

aaA ⋅=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

KK

KKKKK

KK

KKKKK

KK

1

1

1111

 одержуєть-

ся з матриці A  послідовним застосуванням заміни її i -го стовпця її j -м 

стовпцем, а потім заміни i -го рядка отриманої матриці її j -м рядком 

помноженим зліва на елемент S∈b . Таким чином, її i -м рядком є 

.jb a⋅ , а її j -м рядком є рядок .ja , тому за теоремою 2.6.8 

( )( ) ( ) 0=⋅ ....cdet jijii b aaA . Крім того, за теоремою 2.6.4 ( ) 0=jii ..cdet aA  

та за теоремою 2.6.8 ( ) 0=⋅ ..cdet jii b aA . 

Отже, ( ) ( )( ) AAPAP detcdetdet ==⋅⋅ ∗
iijij bb . 

Теорему доведено. 

Теорема 2.7.2. Якщо )( S,M n∈A  - ермітова матриця і ( )S,SL n∈U  

- довільна унімодулярна матриця, тоді 

  

( )∗⋅⋅= UAUA detdet .    (2.17) 

 

Доведення. Відмітимо, що для довільної унімодулярної матриці 

( )SL ,Sn∈U  існує такий ряд { } ( )S,SL,, nm ⊂∃ PP K1  елементарних уні-

модулярних матриць ( )kijk bPP = , тобто існує таке натуральне число 

N∈m , що для довільного mk ,1=  існує елемент тіла S∈kb  та існують 

індекси nIi∈  і nIj∈ , при цьому ji ≠ , що 1PPU ⋅⋅= Km . Тоді 

∗∗∗ ⋅⋅= mPPU K1 . 

Доведемо формулу (2.17) методом індукції по m . 

а) Випадок 1=m  доводить теорема 2.7.1. 
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б) Нехай теорема справджується для 1−m , тобто, 11 PPU ⋅⋅= − Km  і 

 

( )∗−
∗

− ⋅⋅⋅⋅⋅⋅= 1111 mm PPAPPA KKdetdet  

 

Позначимо APPAPP ~=⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ∗
−

∗
− :1111 mm KK , як випливає з теореми 

2.7.1, матриця A~  - ермітова. 

в) Доведемо тепер рівність (2.17) для випадку m . Нехай 1PPU ⋅⋅= Km , 

тоді в силу теореми 2.7.1 

 

( ) ( ) .det~det~detdet AAPAPPPPAPPP ==⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ∗∗∗
−

∗
− mmmmmm 1111 KK  

 

Теорему доведено. 

Лема 2.7.1. Якщо ( )S,SL n∈U , тоді { } ( )S,SL, n∈∗− UU 1 . 

Доведення. Нехай довільна унімодулярна матриця факторизується 

наступним чином  

∏
=

=
m

k
k

1
PU ,                                          (2.18) 

де ( )kijk bPP =  - елементарні унімодулярні матриці. Тобто, існує таке 

m∈N , що для всіх 1k m= ,  існують елементи kb ∈S  та індекси ni I∈  і 

nj I∈  такі, що i j≠  для яких виконується рівність (2.18). Тоді 

 

( ) ( ) S),SL( nbb kijkijk ∈−== −− PPP 11  і S),SL( n
mk

k ∈=∏
=

−−1 11 UP , 

( ) ( ) S),SL( nbb kjikijk ∈== ∗∗ PPP  і S),SL( n
mk

k ∈=∏
=

∗∗1
UP . 

 

Лему доведено. 
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Означення 2.7.1. Будемо говорити, що ермітова матриця A  унімо-

дулярно подібна ермітовій матриці B , якщо існує така унімодулярна 

матриця ( )S,SL n∈U , що ∗⋅⋅= UBUA . 

Відношення “ермітова матриця A  унімодулярно подібна ермітовій 

матриці B ” позначатимемо: BA ∗~ . 

Теорема 2.7.3. Відношення унімодулярної подібності ермітових ма-

триць являється відношенням еквівалентності, а саме воно 

а) рефлексивне: AA ∗~ ; 

б) симетричне: ABBA ∗⇔∗ ~~ ; 

в) транзитивне: CACBBA ∗⇒∗∗ ~)~,~( . 

Доведення. Пункт а) теореми доведений теоремою 2.7.2. 

Доведемо пункт б). Нехай BA ∗~ . Це означає, що існує така унімо-

дулярна матриця ( )S,SL n∈U , що ∗⋅⋅= UBUA . Помноживши цю рів-

ність зліва на 1−U  і справа на 1−∗ )( U , одержимо 11 −∗− ⋅⋅= )( UAUB . 

Оскільки, в силу леми 2.7.1, ( )S,SL n∈−1U  і ( )S,SL)( n∈−∗ 1U , то твер-

дження пункту б) доведено. 

Доведемо пункт в). Оскільки, BA ∗~  означає існування унімодуляр-

ної матриці ( )S,SL n∈∃U  такої, що ∗⋅⋅= UBUA , а з CB ∗~  випливає 

існування ( )S,SL n∈∃V  такої, що ∗⋅⋅= VCVB . Тоді, помноживши 

останню рівність зліва на U  і справа на ∗U , одержимо 

 
∗∗∗∗ ⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅= )( UVCUVUVCUVUBUA ,  (2.19) 

 

Зрозуміло, що ( )S,SL n∈UV , тому рівність (2.19) доводить пункт в). 

Теорему доведено. 
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Теорема 2.7.4. Якщо )( S,M n∈A  - ермітова матриця, тоді A  уні-

модулярно подібна деякій діагональній матриці з елементами поля F  на 

головній діагоналі, тобто, існує така унімодулярна матриця 

( )S,SL n∈∃U , що 

( )nµµ ,,diag K1=⋅⋅ ∗UAU , 

 

де ( )nµµ ,,diag K1  - діагональна матриця з елементами F∈iµ для всіх 

ni ,1=  на головній діагоналі. При цьому nµµ ⋅⋅= K1Adet . 

Доведення. Розглянемо перший стовпець матриці A . Можливі на-

ступні випадки: 

1. Нехай 011 ≠a , тоді покладемо F∈= 111 aµ . Домножуючи послі-

довно матрицю A  зліва на елементарні унімодулярні матриці ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ

−
1

1
1

i
i

aP  

для всіх ni ,2=  одержимо матрицю, в якій усі елементи першого стовп-

ця, крім діагонального, нульові. 

Оскільки, 
1

1

1

1
µ

−=
µ

− ii aa , то ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗

1

1
1

1

1
1 µµ

i
i

i
i

aa PP . Домножуючи по-

слідовно матрицю A  справа на елементарні унімодулярні матриці 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ

−∗

1

1
1

i
i

aP  для всіх ni ,2=  одержимо нульовими всі елементи першого 

рядка, крім діагонального. При цьому з огляду на теорему 2.7.1 матриця 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ

−⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ

− ∗

1

1
1

1

1
1

i
i

i
i

aa PAP  залишається ермітовою. 

2. Нехай 011 =a  і такий індекс nIi∈ , що 01 ≠ia . Тоді, помноживши 

матрицю A  зліва на елементарну унімодулярну матрицю ( )ii a11P  і спра-

ва на ( )11 ii aP , одержимо матрицю A~  з елементом 

( ) F)n(~ ∈+= iii aaa 2111 . Покладемо 111 a~=µ . Тоді, знову домножуючи 
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послідовно матрицю A  зліва на елементарні унімодулярні матриці 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

1

1
1 µ

i
i

aP  і справа на матриці ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗

1

1
1 µ

i
i

aP  для всіх ni ,2= , побудуємо ма-

трицю, в якій усі елементи першого рядка і стовпця, крім діагонального, 

є нулями.  

в) Нехай 01 =ia  для всіх ni ,1= , тоді покладемо 111 a=µ . 

Провівши описану процедуру для кожного діагонального елемента 

та елементів відповідних рядків і стовпців, через скінчену кількість опе-

рацій множення ермітової матриці A  зліва на елементарні унімодулярні 

матриці ( )kijk bPP =  і справа на ( )kijk bPP =∗  побудуємо діагональну ма-

трицю з елементами головної діагоналі F∈iµ  для всіх ni ,1= . Покла-

демо ∏=
k

kPU , тоді за теоремою 2.7.2 

( ) nn µµµµ ⋅⋅==⋅⋅ ∗ KK 11 ),,(diagdet)det( UAU . 

 

Теорему доведено. 

Зауваження 2.7.1. Аксіома 2 для визначника ермітової матриці ви-

конується тільки для комутуючих ермітових матриць, оскільки добуток 

ермітових матриць є ермітовою матрицею тільки, коли множники кому-

тують. Дійсно, з того, що BAAB = , де ∗= AA  і ∗= BB  випливає 

( ) ABBAABAB === ∗∗∗ , тоді  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) =ηηµµ=⋅⋅⋅⋅= ∗∗
nn ,,diag,,diagdetdetdet KK 11VBVUAUAB  

BA detdet ⋅=η⋅⋅η⋅µ⋅⋅µ=η⋅µ⋅⋅η⋅µ= nnnn KKK 1111 . 
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2.8. Висновки.  

 

1. У першому підрозділі показано, що основним тілом над яким роз-

глядається об’єкт досліджень, – алгебра матриць, є тіло з інволю-

цією, що є асоціативною композиційною нерозщеплюваною алге-

брою над полем нульової характеристики. Єдиним прикладом 

асоціативної некомутативної композиційної нерозщеплюваної ал-

гебри є кватерніонова алгебра з діленням.  

2. У другому підрозділі вводяться нові поняття стовпцевих та ряд-

кових визначників квадратних матриць над тілом. Показано, що 

кожен з них задовольняє властивість розкладу Лапласа по відпо-

відному рядку чи стовпцю. А в цілому множина всіх рядкових та 

стовпцевих визначників дозволяє провести розклад по будь-якому 

рядку (2.5) чи стовпцю (2.10). Доведені леми, що розкривають лі-

ві та праві алгебричні доповнення. 

3. У третьому підрозділі вводяться основні поняття алгебри матриць 

над даним тілом. Розглядаються властивості спряженої та транс-

понованої матриць.  

4. У четвертому підрозділі досліджуються властивості рядкових та 

стовпцевих визначників довільної квадратної матриці над тілом з 

інволюцією. Зокрема, показано, що ці визначники, як матричні 

функціонали, є адитивними по будь-якому рядку чи стовпцю, 

тобто, задовольняють аксіому 3∗ , а також аксіому 3. В той же час, 

в цілому вони не задовольняють ні аксіому 2, ні ключову для 

означення визначника аксіому 1. Тому для довільної квадратної 

матриці над асоціативною композиційною нерозщеплюваною ал-

геброю введені матричні функціонали ще не є визначниками в 

повному сенсі. 



 92

5. У п’ятому підрозділі доведена рівність між собою всіх стовпце-

вих та рядкових визначників ермітової матриці над тілом з інво-

люцією та показано, що своє значення вони приймають в полі – 

центрі даного тіла. Це значення, в силу його однозначності, при-

ймається як визначник ермітової матриці. Показано, що для ермі-

тової матриці над тілом цей визначник співпадає з визначником 

Мура, а вся множина стовпцевих та рядкових визначників є його 

повним та природним узагальненням для довільних квадратних 

матриць над тілом з інволюцією. 

6. У шостому підрозділі досліджуються властивості визначника ер-

мітової матриці, виражені через її стовпцеві та рядкові визначни-

ки.  

7. У сьомому підрозділі вводиться поняття унімодулярної подібнос-

ті ермітових матриць над тілом. Показано, що ця подібність є від-

ношенням еквівалентності для ермітових матриць. Доведено, що 

будь-яка ермітова матриця над тілом з інволюцією унімодулярно 

подібна діагональній матриці, елементи якої належать полю. По-

казано, що при певних умовах визначник ермітової матриці задо-

вольняє аксіому 2. 

Основні результати розділу викладені в роботах [9 - 11, 14, 15]. 
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РОЗДІЛ 3 

АНАЛОГ КЛАСИЧНОЇ ПРИЄДНАНОЇ МАТРИЦІ НАД ТІЛОМ 

 

 

3.1. Класична приєднана матриця для ермітової над тілом 

 

Означення 3.1.1. Нехай ( )S,M n∈A . Матриця 1)( −AL  називається 

лівою оберненою до матриці A , якщо IAA =⋅−1)(L . 

Означення 3.1.2. Нехай ( )S,M n∈A . Матриця 1)( −AR називається 

правою оберненою до матриці A , якщо IAA =⋅ −1)(R . 

Означення 3.1.3. Ермітову матрицю над тілом S  будемо називати 

невиродженою, якщо її визначник не дорівнює нулю, і виродженою в 

протилежному випадку. 

Теорема 3.1.1. Для ермітової невиродженої матриці ( )S,M n∈A  

існує єдина права обернена матриця 1−)( AR  і єдина ліва обернена мат-

риця 1−)( AL , і вони рівні між собою, ( ) ( ) 111 : −−− == AAA LR . При цьому 
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⎟
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де ijR  та ijL  - відповідно праве та ліве алгебричні доповнення еле-

мента ija  матриці A  для всіх nji ,, 1= .  

Доведення. Нехай ( ) 1−⋅= AAB R . Знайдемо елементи матриці B , 

безпосередньо перемножуючи матриці та застосувавши формулу (2.5). 

Для всіх ni ,1=  одержимо 

 

( ) ( ) 11

1

1 ===⋅= −

=

− ∑ A
AAAA

det
detrdetdetdet i

n

j
jijiii Rab ,  

а при умові ji ≠ , 

( ) ( ) ( ),rdetdetdet .. ijj
n

s
sjsiji Rab aAAA 1

1

1 −

=

− =⋅= ∑  

 

де ( ).. ij aA  - матриця, яку одержимо з матриці A , замінивши її j -й ря-

док i -м рядком. За теоремою 2.6.3 ( ) 0=..rdet ijj aA  для всіх nji ,, 1=  

таких, що ji ≠ . 

Отже, 0=jib  для всіх nji ,, 1=  таких, що ji ≠ . 

Таким чином, IB =  - одинична матриця, а тому матриця ( ) 1−AR  є 

правою оберненою до ермітової матриці A . 

Нехай тепер ( ) AAD ⋅= −1L . Знову знайдемо елементи матриці D , 

безпосередньо перемножуючи матриці та скориставшись формулою 

(2.10). Для всіх ni ,1=  одержимо 

 

( ) ( ) ,
det
detcdetdetdet 11

1

1 ===⋅= −

=

− ∑ A
AAAA j

n

i
jijiii aLd  

а при умові ji ≠  маємо, 
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( ) ( ) ( )jii
n

s
jsisji aLd ..cdetdetdet aAAA 1

1

1 −

=

− =⋅= ∑  

 

де ( )ji .. aA  - матриця, яку одержимо з матриці A , замінивши її i -й стов-

пець j -м стовпцем. За теоремою 2.6.4 ( ) 0=jii ..cdet aA  для всіх nji ,, 1=  

таких, що ji ≠ . 

Отже, 0=ijd  для всіх nji ,, 1=  таких, що ji ≠ .  

Таким чином, ID =  - одинична матриця, а тому матриця ( ) 1−AL  є лі-

вою оберненою до матриці A . 

Рівність матриць ( ) ( ) 11 −− = AA RL  випливає (див., наприклад [27]) з 

умови єдиності оберненої матриці для оборотної матриці з кільця 

( )S,M n . Рівність матриць можна також довести, показавши рівність їх 

відповідних елементів.  

Розглянемо два відповідні елементи цих матриць, розміщених на пе-

ретині i -го рядка та j -го стовпця, ( ) jiL1−Adet  та ( ) jiR1−Adet , для де-

яких nji ,, 1= . Ліве алгебричне доповнення jiL  є сумою мономів - добу-

тків елементів матриці jiA , кожен з яких розпочинається справа елеме-

нтом i -го стовпця. Розглянемо довільний такий моном 

 

×−=
++++

−
2122221

11 kklkkrkrkrlrkrk iiiiiiii
rn aaaad KKK)(  

iiijr
rn

iiij klkklk
aahhaa

11111111 21
++++

⋅⋅⋅⋅⋅−=× − KKK )( , 
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де 
skskslsksk iiiis aah

1++
⋅⋅= K  для всіх rs ,2= . Якщо 1=sl , то 

Fn ∈=⋅=
+++

)(
111 sksksksksksk iiiiiis aaah , а якщо 0=sl , то F∈=

sksk iis ah  для 

всіх rs ,2= . Якщо ж 11 =l , тоді покладемо jik =+11
. 

Нехай τ  - кількість циклів першого та другого порядків в підстанов-

ці, що її утворюють індекси елементів монома 1d . Добуток елементів 

матриці, індекси яких утворюють цикли першого та другого порядків, є 

елементом поля. Позначимо його через F∈α . Через isi hu =:  для всіх 

pi ,1= , де τ−= rp , позначимо добутки елементів, індекси яких утво-

рюють цикли більше ніж другого порядку, тоді  

 

iiijp
rn

klk
aauud

111111 1
++

⋅⋅⋅⋅⋅α−= − KK)( . 

 

Серед доданків суми jiL  розглянемо ще 12 −p  таких, які мають од-

наковий знак і є добутками виразу ( ) iiij
n

klk
aa

1111
1

++
⋅⋅⋅α− K  зліва на кожен 

з множників виду ku  або ku  для всіх pk ,1= , зберігаючи їх спадаючу 

послідовність по k . Скориставшись лемою 2.5.2, знайдемо суму 1C , - 

цих доданків разом з 1d . 

 

( ) ( ) .tt)( iiijp
rn

klk
aauuC

111111 1
++

⋅⋅⋅⋅⋅α−= − KK

  

Розглянемо праве алгебричне доповнення jiR , що є сумою мономів - 

добутків елементів матриці jiA , кожен з яких розпочинається зліва еле-

ментом j -го рядка. Серед них можна вибрати такий 2d , що відповідає 

моному 1d , 
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=−=
++++++

−
rkrkrlrkrkkklkkklk iiiiiiiiiiij

rn aaaaaad
12122221111

12 KKKK)(  

,)( piiij
rn uuaa

klk
KK 11111

1
++

α−= −  

 

де F∈α  - добуток елементів, індекси яких утворюють цикли першого 

та другого порядків, а iu  - добутки елементів матриці, індекси яких 

утворюють цикли більше ніж другого порядку для всіх pi ,1= , де 

τ−= rp . 

Серед доданків суми jiR  знову розглянемо ще 12 −p  таких, які ма-

ють однаковий знак і є добутками виразу ( ) iiij
n

klk
aa

1111
1

++
⋅⋅⋅α− K  справа 

на кожен з множників виду ku  або ku  для всіх pk ,1= , зберігаючи їх 

упорядкованість по k . Знайдемо суму 2C , - цих доданків разом з 2d , 

скориставшись лемою 2.5.2, 

 

( ) ( ) .tt)( iiijp
rn

klk
aauuC

111112 1
++

⋅⋅⋅⋅⋅α−= − KK  

 

Очевидно, що 21 CC = . Отже, будь-якій сумі p2  відповідних мономів 

лівого алгебричного доповнення jiL  відповідає рівна їй сума p2  відпо-

відних мономів правого алгебричного доповнення jiR . Звідси, для всіх 

nji ,, 1=  одержимо рівність ( ) ( ) jiji RL 11 −− = AA detdet , що означає 

( ) ( ) .111 : −−− == AAA RL  

Теорему доведено. 

Зауваження 3.1.1. Як випливає з теореми 3.1.1, можна однозначно 

побудувати класичну приєднану [ ]AAdj  до ермітової матриці A . Тобто, 

у випадку, коли ( )S,M n∈A  - ермітова матриця, то її класичну приєдна-

ну можна представити, як матрицю, елементи якої є лівими алгебрични-
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ми доповненнями ( ) nnijL
×

=][AAdj  або правими алгебричними допов-

неннями ( ) nnijR
×

=][AAdj  матриці A . І над тілом S  для ермітової неви-

родженої матриці A  справджується формула відома з лінійної алгебри 

над полем комплексних чисел: 

 

[ ]
A
AA

det
Adj

=−1 . 

 

Теорема 3.1.2. Матриця обернена до ермітової матриці над тілом 

S  є ермітовою. 

Доведення. Твердження теореми, очевидно, випливає з властивості 

добутку спряжених матриць. А саме, для ермітової матриці ( )S,M n∈A  

за лемою 2.3.2-в) виконується наступне 

 

( ) ( ) ( ) AAAAAAAA
∗−∗∗−∗−− ==== 1111 I . 

 

Звідки, ( ) 11 −∗− = AA . А це й означає, що матриця A  є ермітовою. 

Наведемо також інше доведення теореми в рамках та засобами теорії 

стовпцевих та рядкових визначників. 

Нехай ( ) nnijd
×

− =1A  - матриця, обернена до невиродженої ермітової 

матриці ( )S,M n∈A . Розглянемо її у вигляді правої оберненої матриці 

( ) 1−AR . Елементами її головної діагоналі є ( ) iiii Rd 1−= Adet  для всіх 

ni ,1= . Згідно леми 2.2.1, ii
kiiR Ardet= , де { }{ }ilnllk ≠∈= ,,,|min K1 . 

Оскільки, для всіх ni ,1=  підматриця iiA  матриці A  також є ермітовою 

матрицею, то Fdetrdet ∈= iiii
k AA  для всіх ni ,1=  та індексу 
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{ }{ }ilnllk ≠∈= ,,,|min K1 . Звідси, ( ) Fdetdet ∈= − ii
iid AA 1  для всіх 

ni ,1= , тобто, всі елементи головної діагоналі є елементами поля F . 

Розглянемо тепер елементи матриці ( ) 1−AR  симетричні відносно го-

ловної діагоналі, ( ) jiji Rd 1−= Adet  та ( ) ijij Rd 1−= Adet , для деяких 

nji ,, 1=  таких, що ji ≠ . З теореми 3.1.1, з рівності правої та лівої обер-

нених до ермітової матриць випливає рівність їх віповідних елемнтів 

jiji LR =  для всіх nji ,, 1= . Розглянемо довільний моном g  лівого алге-

бричного доповнення jiL  

 

.iiijiiiiiiii
rn

klkkklkkrkrkrlrkrk
aaaaaag

11112122221
)1(

++++++

−−= KKKK  

 

Серед мономів правого алгебричного доповнення ijR  знайдемо відпові-

дний йому моном f  такий, що 

 

=−=

=

++++++

−
rkrlrkrkrkklkkklkk iiiiiiiijiii

rn aaaaaa

f

KKKK
12221221111

)1(
 

( ) =−=
++++++

−
rlrkrkrkrklkkkklkk iiiiiiiijiii

rn aaaaaa KKKK
12222121111

1  

=−=
++++++

−
iiijiiiiiiii

rn
klkkklkkrkrkrlrkrk

aaaaaa
11112122221

)1( KKKK  

g= . 

 

Таким чином, для кожного монома лівого алгебричного доповнення 

jiL  серед мономів правого алгебричного доповнення ijR  можемо знайти 

спряжений до нього, тому .ijjiji RLR ==  

Звідси, ijji dd =  для всіх nji ,, 1=  таких, що ji ≠ . 
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Теорему доведено.  

Теорема 3.1.3. Якщо A  - невироджена ермітова матриця над тілом 

S , тоді ( ) 11 −− = AA detdet . 

Доведення. Оскільки, матриця ( )S,M n∈A  - невироджена ермітова, 

то, як випливає з теореми 2.7.3, існують такі елементи поля 

{ } F,, ⊂λλ nK1  і така унімодулярна матриця ( )S,SL n∈U , що 

( ) ∗⋅λλ⋅= UUA n,,diag K1  і nλ⋅⋅λ= K1Adet . Тоді для ермітової матри-

ці 1−A , одержимо 

 

( )( ) ( ) ( ) 111
1

11
1

1 −−−−∗−∗− ⋅λλ⋅=⋅λλ⋅= UUUUA nn ,,diag,,diag KK  

 

За лемою 2.7.1 ( ) ( )S,SL, n⊂
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −∗− 11 UU , тоді за теоремою 2.7.3 та в силу 

симетричності унімодулярної подібності, одержимо 

 

( )( ) ( ) ( ) 11
1

11
1

11
1

1 −−−−−−− =λ⋅⋅λ=λ⋅⋅λ=λλ= AA det,,diagdetdet nnn KKK . 

 

Теорему доведено. 

Зауваження 3.1.2. Оскільки, ( ) ( ) 111 −−− =≡ AAA LR , і за теоремою 

3.1.2 матриця 1−A  - ермітова, то матриці A  і 1−A , а отже A  і [ ]AAdj  є 

ермітовими комутуючими матрицями. Тоді, згідно зауваження 2.7.1 про 

мультиплікативність визначника ермітової матриці для комутуючих ер-

мітових матриць, одержимо 

 

( ) [ ] =⋅=⋅ − AAAAA Adjdet 1 ( )AA det,,detdiag K . 
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Звідки, [ ]( ) ( ) 1−= nAA detAdjdet . 

Підсумуємо цей підрозділ критерієм оборотності ермітової матриці 

над тілом з інволюцією S : 

Теорема 3.1.4. Нехай A  - ермітова матриця над тілом S , тоді насту-

пні твердження еквівалентні: 

а) матриця A  оборотна, тобто, ( )S,GL n∈A ; 

б) 0≠Adet ; 

в) рядки матриці A  лінійно незалежні зліва; 

г) стовпці матриці A  лінійно незалежні справа. 

Доведення. Еквівалентність тверджень а) і б) випливає з теорем 3.1.1 

та 3.1.3. Еквівалентність тверджень б) і в) та б) і г) випливає, відповідно, 

із теорем 2.6.9 та 2.6.10 і з наслідку 2.6.4. 

Теорему доведено. 

Зауваження 3.1.2. З теореми 3.1.4 випливає виконання визначником 

ермітової матриці аксіоми 1 означення 1.1.1. Отже, враховуючи заува-

ження 2.4.1 та 2.5.1 визначник довільної ермітової матриці над тілом S  

задовольняє аксіоми 1 та 3 означення 1.1.1 некомутативного визначника. 

 

3.2. Властивості правої та лівої відповідних ермітових матриць над 

тілом 

 

Означення 3.2.1. Нехай ( ) nmjia
×

=A  матриця над тілом S . Будемо 

називати матрицю ( )SM ,n∈∗AA  її лівою відповідною ермітовою, а 

( )SM ,m∈∗AA  - її правою відповідною ермітовою матрицею. 

Множину nm× -матриць над тілом S  позначимо через nm×S . 

Теорема 3.2.1. Якщо j -й стовпець матриці nm×∈SA  для будь-

якого nj ,1=  помножити справа на довільний елемент S∈b , тоді ви-
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значник її лівої відповідної ермітової матриці домножується на норму 

цього елемента ( )bn . 

Доведення. Нехай ( )bjj ⋅.. aA  - матриця, яку одержимо з матриці 

nm×∈SA , помноживши справа її j -й стовпець nm×∈SA  для будь-

якого nj ,1=  на довільний елемент S∈b . Тоді для її спряженої матриці 

одержимо 

( )( ) ( ).... jjjj bb aAaA ⋅=⋅ ∗∗ , 

 

де матриця ( ).. jj b aA ⋅∗  одержується з матриці mn×∈SA , помноживши її 

j -й рядок на елемент b , спряжений до елемента b . Розглянемо добуток 

цих матриць. 

( ) ( )=⋅⋅⋅∗ bb jjjj .... aAaA  

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
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⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

⋅⋅⋅⋅

⋅

=

∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑

===

===

===

m

k
nknk

m

k
jknk

m

k
kkn

m

k
nkjk

m

k
jkjk

m

k
kjk

m

k
nkk

m

k
jkk

m

k
kk

aabaaaa

aabbaabaab

aabaaaa

111
1

111
1

1
1

1
1

1
11

KK

KKKKK

KK

KKKKK

KK

 j - й 

j - й 

 

Матриця ( ) ( )bb jjjj ⋅⋅⋅∗
.... aAaA  - ермітова, j -й стовпець якої домножу-

ється справа на b , а j -й рядок - зліва на b  .Тоді, за теоремою 2.4.3 та за 

лемою 2.6.1, одержимо 
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( ) ( )( ) ( )( )=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ ∗∗ bbbb jjjjjjj ...... rdetdet aAAaAaA  

( ) ( ) ( ) ( )AAAAAA ∗∗∗ =⋅⋅=⋅⋅= detndetrdet bbbbb j . 

 

Теорему доведено. 

Теорема 3.2.2. Якщо i -й рядок матриці nm×∈SA  для будь-якого 

ni ,1=  помножити зліва на довільний елемент S∈b , тоді визначник її 

правої відповідної ермітової матриці домножується на норму цього 

елемента ( )bn . 

Доведення аналогічне доведенню теореми 3.2.1. 

Теорема 3.2.3. Якщо матриця nm×∈SA  має два однакові стовпці, 

тоді визначник її лівої відповідної ермітової матриці AA∗  дорівнює ну-

лю. 

Доведення. Нехай у матриці nm×∈SA  її s -й та t -й стовпці є одна-

ковими, тобто tisi aa =  для всіх mIi∈  таких, що ts ≠ , де }{ nJts ⊂, . Тоді 

в спряженої матриці ∗A  будуть однаковими s -й і t -й рядки. Розглянемо 

добуток цих матриць – ермітову матрицю AA∗ . 

 

=∗AA  
 

=
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Оскільки, для довільного mIk∈  маємо рівність tksk aa = , то 

∑∑
==

⋅=⋅
m

k
tklk

m

k
sklk aaaa

11
 для всіх nl ,1= . Таким чином, в ермітової мат-

риці AA∗  s -й та t -й стовпці є також однаковими, тоді за наслідком 

2.6.1 її визначник дорівнює нулю, .det 0=∗AA  

Теорему доведено. 

Теорема 3.2.4. Якщо матриця nm×∈SA  містить два однакові ряд-

ки, тоді визначник її лівої відповідної ермітової матриці дорівнює нулю. 

Доведення теореми аналогічне доведенню теореми 3.2.3. 

Теорема 3.2.5. Якщо i -й стовпець матриці nm×∈SA  замінити її j -

м стовпцем, (при цьому ji ≠ ), помноженим справа на довільний еле-

мент S∈b , тоді визначник її лівої відповідної ермітової матриці дорів-

нює нулю. 

Доведення. Нехай ( )bji ⋅.. aA  - матриця, яку одержимо з матриці 

nm×∈SA , замінивши її i -й стовпець її j -м стовпцем помноженим  

справа на довільний елемент S∈b , при цьому ji ≠  для всіх nij ,1, = . 
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Тоді її спряженою буде матриця ( ).. ji b aA ⋅∗ , яку одержимо з матриці 

mn×∗ ∈SA , замінивши її i -й рядок її j -м рядком помноженим зліва на 

елемент b . Тоді за теоремою 3.2.1, одержимо 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )jijijiji bbb ........ detndet aAaAaAaA ⋅⋅=⋅⋅⋅ ∗∗ . 

 

Оскільки, матриця ( )ji .. aA  має два однакові стовпці, а саме jkik aa =  

для всіх mk ,1= , тоді за теоремою 3.2.3 її ліва відповідна ермітова мат-

риця дорівнює нулю, ( ) ( )( ) 0=⋅∗
jiji ....det aAaA . 

Теорему доведено. 

Теорема 3.2.6. Якщо i -й рядок матриці nm×∈SA  замінити її j -м 

рядком, (де ji ≠ ), помноженим зліва на довільний елемент S∈b  , тоді 

визначник її правої відповідної ермітової матриці дорівнює нулю. 

Доведення аналогічне доведенню теореми 3.2.5 та випливає з теорем 

3.2.2 та 3.2.4. 

Теорема 3.2.7. Якщо довільний стовпець матриці nm×∈SA  є пра-

вою лінійною комбінацією її інших стовпців, тоді визначник її лівої від-

повідної ермітової матриці дорівнює нулю. 

Доведення. Нехай j -й стовпець матриці nm×∈SA  є правою ліній-

ною комбінацією її k  інших стовпців з індексами kjj ,,1 K  та з коефіціє-

нтами ,,, kbb K1  де }{ njjjl ,,1,1,,1 KK +−∈  та S∈lb  для всіх kl ,1=  і 

nk < . 
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j - й 

 

Тоді j -й рядок матриці ∗A  є лівою лінійною комбінацією рядків 

kjj ,,1 K  з коефіцієнтами kbb ,,1 K , 
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Розглянемо праву відповідну ермітову матрицю AA∗ : 

 

=∗AA  
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Матриця ( )S,M n∈∗AA  - ермітова і її j - й стовпець є правою ліній-

ною комбінацією стовпців kjj ,,K1 , тоді за наслідком 2.6.4 одержимо 

 

( ) .cdetdet 0== ∗∗ AAAA j  

 

Теорему доведено. 
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Теорема 3.2.8. Якщо довільний рядок матриці nm×∈SA  є лівою лі-

нійною комбінацією її інших рядків, тоді визначник її відповідної правої 

ермітової матриці ∗AA  дорівнює нулю. 

Доведення аналогічне доведенню теореми 3.2.7. 

 

3.3. Критерії виродженості відповідних ермітових матриць 

 

Означення 3.3.1. Вектор – рядки 

( )

( ),,,

,,,

.

.

mnmm

n

aa

aa

K

M

K

1

1111

=

=

a

a
    (3.3) 

 

де S∈jia  для всіх mIi∈  та nJj∈ , будемо називати лінійно залежними 

зліва, якщо знайдуться такі коефіцієнти mbb ,,1 K  - елементи тіла S , не 

всі рівні нулю, що ліва лінійна комбінація цих вектор - рядків дорівнює 

нульовому вектор - рядку,  

0aa =⋅++⋅ .. mmbb K11 .   (3.4) 

 

Означення 3.3.2. Вектор - рядки (3.3) називаються лінійно незалеж-

ними зліва, якщо рівність (3.4) можлива тільки, коли всі коефіцієнти 

mbb ,,K1  дорівнюють нулю.  

Означення 3.3.3. Вектор - стовпці  
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де S∈jia  для всіх mIi∈  та nJj∈ , будемо називати лінійно залежними 

справа, якщо знайдуться такі коефіцієнти ncc ,,K1 , - елементи тіла S  не 

всі рівні нулю, що права лінійна комбінація цих вектор - стовпців дорів-

нює нульовому вектор - стовпцю, 

 

0aa =⋅++⋅ njj cc n.. K11 .    (3.6) 

 

Означення 3.3.4. Вектор - стовпці (3.5) називаються лінійно незале-

жними справа, якщо рівність (3.6) можлива тільки, коли всі коефіцієнти 

ncc ,,K1  дорівнюють нулю.  

Для вектор-стовпців та вектор-рядків над тілом S  справджуються 

(див., наприклад [34]) критерії лінійної залежності аналогічні комутати-

вному випадку: 

Теорема 3.3.1. [34] Для того, щоб вектор - рядки (3.3) були лінійно 

залежними зліва, необхідно і достатньо, щоб один з них був лівою ліній-

ною комбінацією решти. 

Теорема 3.3.2. [34] Для того, щоб вектор - стовпці (3.5) були лінійно 

залежними справа, необхідно і достатньо, щоб один з них був правою 

лінійною комбінацією решти вектор - стовпців. 

Означення 3.3.5. Головним мінором ермітової матриці )( S,M n∈A  

будемо називати визначник її головної підматриці, яка є ермітовою мат-

рицею k -го порядку, де nk ≤ , з елементами, які лежать на перетині ряд-

ків з індексами kii K,1  та відповідних їм стовпців з індексами kii K,1 , при 

цьому матрицю мінору будуємо так, що ,ks iii <<<< KK1  де ns Ii ∈  

при .,ks 1=  

Означення 3.3.6. Нехай ермітова матриця )( S,M n∈A  має головний 

мінор r -го порядку, де nr ≤ , відмінний від нуля, а всі головні мінори 

1+r -го порядку та вищих, якщо вони існують, дорівнюють нулю, тоді 
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натуральне число r  будемо називати рангом по головних мінорах ермі-

тової матриці A . Головний мінор r -го порядку, відмінний від нуля, бу-

демо називати базисним, а рядки та стовпці на перетині яких він стоїть, - 

базисними. 

Означення 3.3.7. Нехай рядки та стовпці з індексами rii ,,K1 , де 

nr ≤ , ермітової матриці AA∗  є базисними, тоді рядки з індексами 

rii ,,K1  назвемо базисними для матриці ∗A , а стовпці з індексами 

rii ,,K1 , назвемо базисними для матриці nm×∈SA . 

Теорема 3.3.3. (про базисний головний мінор лівої відповідної ермі-

тової матриці AA∗ ). Базисні стовпці матриць AA∗  та nm×∈ SA  є лі-

нійно незалежними справа, а базисні рядки матриць AA∗  та mn×∗ ∈ SA  

- лінійно незалежні зліва. 

Доведення. Якщо б базисні рядки матриці AA∗  були лінійно залеж-

ними зліва, тоді за теоремою 3.2.1 один з них являвся б лівою лінійною 

комбінацією решти. Віднявши від цього рядка вказану лінійну комбіна-

цію, одержимо рядок, який цілком складається з нулів. Тоді за теоремою 

2.4.1 базисний мінор матриці AA∗  дорівнював би нулю, що суперечило 

б його означенню.  

Аналогічно, якщо б базисні стовпці матриці AA∗  були лінійно зале-

жними справа, то за теоремою 3.2.2 один з них являвся б правою ліній-

ною комбінацією решти стовпців. Віднявши від цього стовпця вказану 

лінійну комбінацію, одержимо стовпець, який цілком складається з ну-

лів. Тоді за теоремою 2.4.1 базисний мінор матриці AA∗  дорівнював би 

нулю, що суперечило б його означенню.  

Припустивши, що базисні стовпці матриці A  будуть лінійно залеж-

ними справа, за теоремою 3.3.2 одержимо, що один з них є правою лі-

нійною комбінацією решти. Тоді за теоремою 3.2.7 визначник ермітової 
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матриці, складеної з базисних рядків та базисних стовпців матриці AA∗  

дорівнював би нулю, що суперечило би означенню базисних стовпців 

матриці A . 

Аналогічно, припустивши, що базисні рядки матриці ∗A  будуть лі-

нійно залежними зліва, за теоремою 3.3.1 одержимо, що один з них є лі-

вою лінійною комбінацією решти. Тоді за теоремою 3.2.8 визначник ер-

мітової матриці, складеної з базисних рядків та базисних стовпців мат-

риці AA∗  дорівнював би нулю, що суперечило би означенню базисних 

рядків матриці ∗A . 

Теорему доведено. 

Теорема 3.3.4. Довільний стовпець матриці nm×∈SA  є правою лі-

нійною комбінацією її базисних стовпців. 

Доведення. Нехай стовпці з індексами rii ,,K1  є базисними для мат-

риці nm×∈SA , тоді базисний головний мінор її лівої відповідної ермі-

тової матриці )( S,M n∈∗AA  міститься на перетині стовпців та рядків із 

тими ж індексами rii ,,K1 . Позначимо матрицю ( )
nnijd

×
∗ == DAA : , а 

також через M  - матрицю, що відповідає базисному головному мінорові 

матриці D . Доповнимо ермітову матрицю M  1+r -м рядком та стовп-

цем, що складаються з відповідних елементів її j -го рядка та j -го стов-

пця, при цьому }{ riij ,,K1∈ . Позначимо одержану матрицю jD , 
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Оскільки, матриця jD  - ермітова і містить два одинакові стовпці, то 

за наслідком 2.6.1 її визначник дорівнює нулю, 

 

,cdetdet 0
1

=⋅+⋅== ∑
=

jjjj
r

l
jijijjj dLdL

ll
DD  

 

де jilL  - ліве алгебричне доповнення елемента jild  матриці jD . Оскіль-

ки, Mdet=jjL , а за означенням базисного головного мінору 0≠Mdet , 

тоді для довільного }{ riij ,,K1∈  одержимо 

 

( )∑
=

− ⋅−=
r

l
jijijj ll

dLd
1

1Mdet .         (3.7) 

 

Нехай тепер }{ ,,,,,, rkk iiiij KK 11 +∉  при цьому .1+<< kk iji  Розгля-

немо матрицю jD , яку одержимо, доповнивши матрицю M  j -м рядком 

та j -м стовпцем, 
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Матриця jD  і в цьому випадку є ермітовою. Її визначником є головний 

мінор 1+r -го порядку матриці D , який за означенням базисного голо-

вного мінору дорівнює нулю, 
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0
1

=⋅+⋅== ∑
=

jjjj
r

l
jijijjj dLdL

ll
DD cdetdet . 

 

Оскільки, Mdet=jjL , а за означенням базисного головного мінору 

0≠Mdet , то для будь-якого nj ,1=  такого, що }{ riij ,,K1∉ , одержимо  

 

( )∑
=

− ⋅−=
r

l
jijijj ll
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1Mdet .                  (3.8) 

 

Об’єднавши вирази (3.7) і (3.8), для всіх nj ,1=  маємо рівність  
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Звідси, для всіх mk ,1=  одержимо ∑
=

⋅=
r

l
ikljk laa

1
µ . В свою чергу вико-

риставши властивість інволюції маємо ∑
=

µ⋅=
r

l
likjk l

aa
1

. Це означає, що 

довільний j -й стовпець матриці A  є правою лінійною комбінацією її 
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базисних стовпців з коефіцієнтами rµµ ,,K1 , тобто 

jrjj r ... aaa =µ⋅++µ⋅ K11
 для довільного nJj∈ . 

Теорему доведено. 

Теорема 3.3.5. Довільний рядок матриці nm×∈SA  є лівою лінійною 

комбінацією її базисних рядків. 

Доведення аналогічне доведенню теореми 3.3.4, розглядаючи її пра-

ву відповідну ермітову матрицю ∗AA . 

Теорема 3.3.6. (Критерій виродженості лівої відповідної ермітової 

матриці AA∗ ). Для того, щоб визначник ермітової матриці AA∗  дорів-

нював нулю, необхідно і достатньо, щоб стовпці матриці nm×∈SA  бу-

ли лінійно залежними справа. 

Доведення. (Необхідність). Якщо визначник ермітової матриці AA∗  

дорівнює нулю, тоді її базисний головний мінор має порядок nr < . Тоді 

хоча б один із стовпців матриці A  не є базисним. За теоремою 3.3.4 цей 

стовпець є правою лінійною комбінацією її базисних стовпців. В цю 

комбінацію можемо включити і решту стовпців, поставивши біля них 

справа нулі. Таким чином, один із стовпців матриці nm×∈SA  є правою 

лінійною комбінацією її решти стовпців, тоді за теоремою 3.3.2 стовпці 

матриці A  лінійно залежні. 

(Достатність). Якщо стовпці матриці nm×∈SA  лінійно залежні 

справа, тоді за теоремою 3.3.2 один з них являється правою лінійною 

комбінацією інших її стовпців. Звідси за теоремою 3.2.7 одержимо, що 

визначник лівої відповідної ермітової матриці AA∗  дорівнює нулю. 

Теорему доведено. 

Теорема 3.3.7. (Критерій виродженості правої відповідної ермітової 

матриці ∗AA ). Для того, щоб визначник ермітової матриці ∗AA  дорів-
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нював нулю, необхідно і достатньо, щоб рядки матриці nm×∈SA  були 

лінійно залежними зліва. 

Доведення аналогічне доведенню теореми 3.2.7. 

 

3.4. Ранг матриці над тілом  

 

Означення 3.4.1. Будемо говорити, що матриця nm×∈SA  має стов-

пцевий ранг r , якщо r  - максимальне число лінійно незалежних справа 

стовпців матриці A . 

Означення 3.4.2. Будемо говорити, що матриця nm×∈SA  має ряд-

ковий  ранг r , якщо r  - максимальне число лінійно незалежних зліва ря-

дків матриці A . 

Відомо (див., наприклад [34, 38]), що для довільної матриці A  над 

тілом стовпцевий ранг дорівнює її рядковому рангу, тому можемо дати 

означення рангу матриці над тілом, як максимального числа лінійно не-

залежних зліва рядків або лінійно незалежних справа стовпців. 

Теорема 3.4.1. Ранг по головних мінорах лівої відповідної ермітової 

матриці AA∗  над тілом S  дорівнює її рангу та рангу матриці 
nm×∈SA . 

Доведення. Нехай r  - ранг по головних мінорах лівої відповідної ер-

мітової матриці )( S,M n∈∗AA , тоді за теоремою 3.3.3 r  базисних m -

мірних стовпців матриці A  є лінійно незалежними справа. В правому 

векторному просторі m -мірних стовпців mR S  над тілом S  розглянемо 

лінійну оболонку L  базисних стовпців матриці A . Оскільки, за теоре-

мою 3.3.4 довільний стовпець матриці A  однозначно виражається через 

праву лінійну комбінацію її базисних стовпців, то базисні стовпці є ба-

зисом лінійної оболонки L .  
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Оскільки, в скінченновимірному просторі число елементів базису не 

залежить від базису, тому будь-які 1+r  векторів лінійної оболонки L , а 

звідси, будь-які 1+r  стовпців матриці A  - лінійно залежні справа і r  - 

максимальне число лінійно незалежних справа стовпців матриці A . А це 

означає, що ранг матриці A  дорівнює r .  

Аналогічно, за теоремою 3.3.3 r  базисних n -мірних стовпців матри-

ці AA∗  є лінійно незалежними справа. В правому векторному просторі 

n -мірних стовпців nR S  над тілом S  розглянемо лінійну оболонку 1L  

базисних стовпців матриці AA∗ . Оскільки, за теоремою 3.3.4 довільний 

стовпець матриці A  однозначно виражається через праву лінійну комбі-

націю її базисних стовпців, то, як було показано в теоремі 3.2.7, і довіль-

ний стовпець матриці AA∗  однозначно виражається через праву лінійну 

комбінацію її базисних. Звідси, базисні стовпці матриці AA∗  є базисом 

лінійної оболонки 1L , а її розмір дорівнює r . Тоді будь-які 1+r  векто-

рів лінійної оболонки 1L , а звідси будь-які 1+r  стовпців матриці AA∗  - 

лінійно залежні справа. 

Отже, r  - максимальне число лінійно незалежних справа стовпців 

матриці AA∗ . А тому ранг матриці AA∗  дорівнює r . 

Теорему доведено. 

Теорема 3.4.2. Ранг по головних мінорах правої відповідної ермітової 

матриці ∗AA  над тілом S  дорівнює її рангу та рангу матриці 
nm×∈SA . 

Доведення аналогічне доведенню теореми 3.4.1. 

Теорема 3.4.3. Для довільних матриць A  і B  над тілом S  ранг до-

бутку AB  не більший ні рангу матриці A , ні рангу матриці B . 

Доведення. Із означення добутку матриць випливає, що рядки мат-

риці AB  є лівими лінійними комбінаціями рядків матриці B  і тому мак-
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симальне число лінійно незалежних зліва рядків матриці AB  не може 

бути більшим числа лінійно незалежних зліва рядків матриці B . Отже, 

рядковий ранг матриці AB  не більший рядкового рангу матриці B . 

Аналогічно, стовпці матриці AB  є правими лінійними комбінаціями 

стовпців матриці A , і тому стовпцевий ранг матриці AB  не більший 

стовпцевого рангу матриці A . 

Теорему доведено. 

 

3.5. Властивості подвійного визначника квадратних  

матриць над тілом 

 

Лема 3.5.1. Нехай ( )S,M n∈A , тоді =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∗ 0A

AI
det ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗ IA
A0

det . 

Доведення. Очевидно, що матриці ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∗ 0A

AI
, ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗ IA
A0

 є ермітови-

ми матрицями порядку n2  над тілом S . Позначимо ( )ijb==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∗ B

0A
AI

: . 

Не втрачаючи загальності, будемо розкривати визначник ермітової мат-

риці, Bdet , як рядковий Birdet  для довільного ni 2,1= . Довільний мо-

ном d  рядкового визначника Birdet  для всіх ni 2,1=  дорівнює нулю в 

наступних трьох випадках. 

1) Серед множників монома d  є елемент 0=mjb  для довільних 

1+≥ nm  та 1+≥ nj . 

2) Серед множників монома d  є елемент 0=mjb  для всіх nm ≤  та nj ≤  

таких, що jm ≠ . 

3) Серед множників монома d  є елемент 1−=mmb  для деякого 

nm ≤≤1 . Наявність серед множників монома d  елемента 1−=mmb  

для деякого nm ≤≤1 , внаслідок упорядкованості його елементів згід-
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но означення 2.2.4 з необхідністю викликає належність йому або еле-

мента з випадків 1 чи 2, або інших елементів 1−=kkb  для всіх 

nmk ,= , а за ними з необхідністю слідує елемент 01 =+ jnb  з випадку 

1 при 1+≥ nj . 

Єдиним випадком невиродженості монома d  є випадок, коли 

він є добутком ненульових елементів виду ∗
−= lnkkl ab ,  та 

nkllk ab −= , , коли 1+≥ nk  та nl ≤ , де ∗
− lnka ,  - елемент матриці ∗A , 

а nkla −,  - елемент матриці A . При цьому внаслідок упорядкова-

ності справа ці елементи вибираються з підматриць A  і ∗A  та 

розміщуються в мономі d  так, що їх індекси утворюють підста-

новку, яка в нормальній формі записується прямим добутком 

незалежних циклів у парних степенях. Крім того, елементи під-

матриць чергуються як множники в мономі d  наступним чином:  

 а) якщо ni ≤ , то елементи розміщуються в мономі так, що 

індекс елемента підматриці A  розпочинає кожен цикл індексів 

монома, а за ним йде елемент підматриці ∗A , далі елементи під-

матриць продовжують чергуватися; 

 б) якщо 1+≥ ni , то індекс елемента підматриці ∗A  розпо-

чинає кожен цикл, за ним йде елемент підматриці A  і далі еле-

менти підматриць продовжують чергуватися. 

Розглянемо тепер матрицю ( )ijc==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗ C:

IA
A0

. Довільний моном 

d~  рядкового визначника Сirdet  для всіх ni 2,1=  дорівнює нулю в на-

ступних трьох випадках. 

1) Серед множників монома d~  є елемент 0=mjс  для деяких nm ≤  та 

nj ≤ . 
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2) Серед множників монома d~  є елемент 0=mjс  для деяких 1+≥ nm  та 

1+≥ nj  таких, що ji ≠ . 

3) Серед множників монома d~  є елемент 1−=mmc  для довільного 

{ }nnm 21 ,,K+∈ . Наявність серед множників монома d~  елемента 

1−=mmc  для довільного nnm 21,+= , внаслідок упорядкованості йо-

го елементів згідно з означенням рядкового визначника з необхідніс-

тю викликає належність йому або елемента з випадків 1 чи 2, або 

елемента 0=kkc , коли nk ≤≤1 . 

Єдиним випадком невиродженості монома d~  є випадок, коли він є 

добутком ненульових елементів виду ∗
−= lnkkl ac ,  та nkllk ac −= , , коли 

1+≥ nk  та nl ≤ , де ∗
− lnka ,  - елементи матриці ∗A , а nkla −,  - елементи 

матриці A . При цьому порядок множників у невиродженому мономі d~ , 

очевидно, є тотожним до порядку множників невиродженого монома d .  

Таким чином, рядкові визначники Birdet  та Сirdet  для довільного 

ni 2,1=  відрізняються тільки у побудові вироджених мономів з випадків 

1)-3), тому =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∗ 0A

AI
irdet ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗ IA
A0

irdet . А звідси, внаслідок ерміто-

вості даних матриць і випливає твердження леми. 

Лему доведено. 
Теорема 3.5.1. Нехай ( )S,M n∈A , тоді AAAA ∗∗ = detdet . 

Доведення. Розглянемо ермітові матриці порядку n2 : 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∗ 0A

AI
,  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗ IA
A0

. 

 

За лемою 3.5.1 визначники цих матриць рівні, 
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=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∗ 0A

AI
det ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∗ IA
A0

det . 

 

Довільну квадратну матрицю ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
I0
AI

 можна зобразити у вигляді до-

бутку 2nm ≤  елементарних унімодулярних матриць порядку n2 . Тобто, 

існують такі елементарні унімодулярні матриці порядку n2  

( )ij
k

ijk a)(PP =  для деякого mk ,1= , де 2nm ≤ , а jia  - ненульові елементи 

підматриці A  для всіх ni ,1=  та nnj 21,+= , що маємо наступну факто-

ризацію 

∏=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

k
kP

I0
AI

. 

 

Отже, S),SL( n∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
I0
AI

, тоді за теоремою 2.7.2, одержимо: 

 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=− ∗∗

∗
∗

IA
0I

IA
A0

I0
AI

I0
0AAAA detdetdet)( n1  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= ∗∗∗∗ I0
AI

0A
AI

IA
0I

0A
AI

IA
A0

detdetdet  

AA
AA0

0I ∗
∗ −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
= det)(det n1 . 

 

Теорему доведено. 

Означення 3.5.1. Для квадратної матриці A  над тілом S  визначник 

її відповідної ермітової матриці будемо називати її подвійним (double) 

визначником: ( ) ( )∗∗ == AAAAA detdet:ddet . 
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Зауваження 3.5.1. Теорема 3.5.1 узагальнює з тіла кватерніонів на 

тіло S  відповідну теорему про властивості подвійного визначника з 

[50]. Крім того, пропонується позначати подвійний визначник довільної 

матриці ( )S,M n∈A , як Addet , оскільки позначення A , яке викорис-

товує Л. Чен, прийнято застосовувати для поняття норми матриці. В те-

оремі 3.5.2 ми також слідували [50], доводячи її в рамках побудованої 

теорії стовпцевих та рядкових визначників. 

Означення 3.5.2. [2, 3] Впорядковане поле називається максималь-

ним, якщо кожне алгебричне впорядковане розширення поля F  співпа-

дає з F . 

Твердження 3.5.1. [2] Довільний додатний елемент максимального 

впорядкованого поля має в F  квадратний корінь. 

Теорема 3.5.2. Нехай тіло S  є композиційною асоціативною алгеб-

рою з діленням над максимальним впорядкованим полем F , тоді для до-

вільних квадратних матриць над тілом { } ( )S,M, n⊂BA  маємо рівність 

 

( ) BABA ddetddetddet ⋅=⋅ . 

 

Доведення. За теоремою 2.7.4 ермітова матриця AA∗  унімодулярно 

подібна діагональній матриці, тобто, для матриці AA∗  знайдеться така 

унімодулярна матриця ( )S,SL n∈U , що ( )nαα ,,diag K1=⋅⋅ ∗∗ UAAU , 

де F∈iα  для всіх ni ,1= . Тоді,  

 

( ) ( ) UAUAUAAU ⋅⋅⋅=⋅⋅= ∗∗∗
nαα ,,diag K1 . 

 

Нехай ( ) S),M( nqij ∈=⋅UA , тоді для всіх ni ,1=  
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+∈==∑ ∑ F)n(
k k

kikikii qqqα ,        (3.9) 

 

де +F  - множина невід'ємних елементів поля F . З максимальної впоря-

дкованості поля F  згідно твердження 3.5.1 випливає, що для всіх ni ,1=  

існує +∈α Fi . Крім того, оскільки ∗−−∗ = )()( 11 UU , то для ермітової 

матриці )()( BUBU 11 −∗−  в силу теореми 2.7.1, знайдеться така унімоду-

лярна матриця ( )S,SL n∈W , що  

 

),,diag()()( nββ=−∗−∗ K1
11 WBUBUW . 

 

Тоді, за теоремою 3.5.1 та за лемою 2.7.1, одержимо 

 

===⋅ −∗∗−∗∗∗∗ ))()(det())(det()ddet( BUUAAUUBBAABBA 11  

( ) ( ) =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= −∗− BUBU 1

1
1

nαα ,,diagdet K  

( ) ( )( )== −∗− ),,(diag),,(diagdet BUBU 1
1

1
1 nn αααα KK  

( ) ( )( )== ∗−− ),,)(diag,,(diagdet BUBU 1
1

1
1 nn αααα KK  

( ) ( )( )== ∗−−
nn αααα ,,diag))((,,diagdet KK 1

11
1 BUBU  

( ) ( ) ( )( )== ∗−−
nnn ααββαα ,,diag)(,,diag,,diagdet KKK 1

1
1

1
1 WW  

( ) ( ) ( )( ) =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
∗−− T

nnn
T )(,,diag,,diag,,diag)(det 1

111
1 WW ααββαα KKK  

( ) ( ) ( )( )== nnn ααββαα ,,diag,,diag,,diagdet KKK 111  

.detdetdetdet ABBA ⋅=⋅=⋅⋅⋅⋅⋅= nn ββαα KK 11  

 

Теорему доведено.  
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Зауваження 3.5.2. Як випливає з формули (3.9) і в силу теореми 

2.7.4, якщо тіло S  є композиційною асоціативною нерозщеплюваною 

алгеброю над максимальним впорядкованими полем F , то подвійний 

визначник довільної матриці ( )S,M n∈A  є невід’ємним, 0≥Addet . 

Теорема 3.5.3. Якщо ( )S,SL n∈U  - довільна унімодулярна матриця, 

тоді її подвійний визначник дорівнює одиниці, 1=Uddet . 

Доведення. За теоремою 2.7.4 для довільної унімодулярної матриці 

( )S,SL n∈U  справедливо, що 1==== ∗∗ IIUUUUU detdetdetddet . 

Теорему доведено.  
Зауваження 3.5.3. В силу теореми 3.5.3 унімодулярну матрицю над 

тілом S  можна означити як матрицю, подвійний визначник якої дорів-

нює 1. 

Зауваження 3.5.4. З теорем 3.2.7, 3.2.8, 3.5.2 та 3.5.3 випливає, якщо 

тіло S  є композиційною асоціативною нерозщеплюваною алгеброю над 

максимальним впорядкованим полем F , то подвійний визначник Addet  

довільної матриці ( )S,M n∈A  задовольняє аксіоми 1, 2, 3 означення 

1.1.1. Коли ( )H,M n∈A , то, використавши співвідношення з [45, 51], 

яке встановлює залежність між визначниками Мура, Стаді та Дьйодон-

не, а також зауваження 2.5.2, одержимо наступне співвідношення між 

подвійним визначником та некомутативними визначниками Мура, Стаді 

та Дьйодонне: ( ) AAAAA 2DdetSdetdetMddet === ∗ . 

 

3.6. Визначникове зображення оберненої матриці над тілом з інво-

люцією через аналог класичної приєднаної 

 

Означення. 3.6.1. Нехай ( )S,M n∈A . Для всіх nj ,1=  її подвійний 

визначник можна розкласти по j -му стовпцю наступним чином,  
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( ) ∑
=

∗ ==
n

i
ijijj a

1
AAA cdetddet , тоді ij  будемо називати лівим подвій-

ним алгебричним доповненням елемента ija  матриці A . 

Означення. 3.6.2. Нехай ( )S,M n∈A . Для всіх ni ,1=  її подвійний 

визначник можна розкласти по i -му рядку наступним чином, 

( ) ij
j

iji a∑== ∗AAA rdetddet , тоді ij  будемо називати правим подвій-

ним алгебричним доповненням елемента ija  матриці A . 

Теорема 3.6.1. Для того, щоб довільна матриця S),M( n∈A  була 

оборотною необхідно і достатньо, щоб 0≠Addet , тоді існують єдині 

її ліва обернена матриця ( ) 1−AL та права обернена ( ) 1−AR  такі, що 

( ) ( ) 111 −−− == AAA :RL  і 

 

( ) ( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

== ∗−∗−

nnnn

n

n

L

K

KKKK

K

K

21

22212

12111
11 1

A
AAAA

ddet
,  (3.10) 

 

( ) ( )
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==
−∗∗−

nnnn

n

n

R

K

KKKK

K

K

21

22212

12111
11 1

A
AAAA

ddet
,          (3.11) 

 

при цьому ( )∗∗= ijjij ..)(cdet aAA  та ( )∗∗= ..)(rdet jiiij aAA  для всіх 

nji ,, 1= . 

Доведення. (Необхідність). Нехай існує обернена 1−A  для довільної 

матриці S),M( n∈A . Тоді в силу теореми 3.4.3 одержимо, 
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n==≥ − IAAA rank)rank(rank 1 . 

 

Звідси, в силу того, що матриця A  n -о порядку, n=Arank . Оскільки за 

теоремою 3.4.1 AAA ∗= rankrank , то стовпці ермітової матриці AA∗  

лінійно незалежні справа. Тоді, за теоремою 3.1.4 0≠=∗ AAA ddet)(det . 

(Достатність) Оскільки, 0≠= ∗ )(detddet AAA , то за теоремою 3.1.1 

для правої відповідної ермітової AA∗  існує обернена матриця ( ) 1−∗AA . 

Помноживши її справа на матрицю ∗A , одержимо ліву обернену до A , 

( ) ( ) ∗−∗− = AAAA
11L . Дійсно, 

 

( ) ( ) IAAAAAA == ∗−∗− 11L . 

 

Розкриваючи ( ) 1−∗AA  як ліву обернену та використовуючи формулу 

(2.10), одержимо: 

( ) ( )( ) == ∗−∗− AAAA
11 LL  
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⎟
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Оскільки для всіх nj ,1=  j -й стовпець матриці AA∗  має вигляд 
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, то справедливим є співвідношення  

 

( ) ∑∑ ⋅=⋅=== ∗∗∗∗

i
ijijij

i
ijjj aa..)(cdet)(cdet)(detddet aAAAAAAA .  

           (3.12) 

Звідки й одержимо формулу (3.10). 

Доведемо тепер формулу (3.11) для визначникового зображення пра-

вої оберненої матиці над тілом S . За означенням 3.5.1 і за умовою тео-

реми 0≠= ∗ )(detddet AAA , тоді за теоремою 3.1.1 для ермітової ∗AA  

існує обернена матриця ( ) 1−∗AA . Помноживши її зліва на матрицю ∗A , 

одержимо праву обернену матрицю до матриці A , ( ) ( ) 11 −∗∗− = AAAAR . 

Дійсно, ( ) ( ) IAAAAAA ==
−∗∗− 11R .  
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Розкриваючи ( ) 1−∗AA , як праву обернену, та використовуючи фор-

мулу (2.5), одержимо: 

( ) ( )( ) ==
−∗∗− 11 AAAA RR  

 

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
∗

∗∗∗

∗∗∗

∗∗∗

nnnn

n

n

nnnn

n

n

RRR

RRR
RRR

aaa

aaa
aaa

K

KKKK

K

K

K

KKKK

K

K

21

22212

12111

21

22221

11211
1

)(det AA
 

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑

∗∗∗

∗∗∗

∗∗∗

k
nknk

k
kk

k
knk

k
nkk

k
kk

k
kk

k
nkk

k
kk

k
kk

RaRaRa

RaRaRa

RaRaRa

K

KKKK

K

K

111

22212

12111

1
Addet

= 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

......

......

......

rdetrdetrdet

rdetrdetrdet
rdetrdetrdet

ddet

nnnnn

nn

nn

aAAaAAaAA

aAAaAAaAA

aAAaAAaAA

A
)()()(

)()()(

)()()(

K

KKKK

K

K

2211

2222211

1122111

1  

 

Оскільки для всіх ni ,1=  i -й рядок матриці ∗AA  має вигляд 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑∑ ∗∗

j
jnij

j
jij aaaa K1 , то справедливим є співвідношення  

 

( ) ∑∑ ⋅=⋅=== ∗∗∗

j
ijij

j
jiiiji aa ..rdet)(rdet)(detddet aGAAAAA . 

Звідки й одержуємо формулу (3.11). 
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Рівність ( ) ( ) 11 −− = AA RL  випливає з єдиності оберненої матриці над 

тілом. 

Теорему доведено. 

Зауваження 3.6.1. В теоремі 3.6.1 пропонується класичний метод ви-

значникового зображення оберненої матриці 1−A  для довільної 

S),M( n∈A , подвійний визначник якої не дорівнює нулю, 0≠Addet , 

через матрицю, яка є аналогом класичної приєднаної. Тобто, її класичну 

приєднану можна представити, як матрицю, елементи якої є лівими по-

двійними алгебричними доповненнями ( ) nnij ×
, - формула (3.10), або 

правими подвійними алгебричними доповненнями ( ) nnij ×
, - формула 

(3.11), матриці A . Позначимо її [ ][ ]AAdj , тоді в тілі S  виконується фор-

мула: 

[ ][ ]
A
AA

ddet
Adj

=−1 . 

 

Теорема 3.6.2. Нехай S),M( n∈A  і тіло S  є композиційною асоціа-

тивною нерозщеплюваною алгеброю над максимальним впорядкованим 

полем F , тоді виконуються рівності, 

1) ( ) 11 −− = AA ddetddet ;  

2) [ ][ ]( ) ( ) 1−= nAA ddetAdjddet . 

Доведення. З теореми 3.5.2 одержимо 

 

( ) 111 =⋅== −− AAAAI ddetddetddetddet . 

 

Звідси, очевидно, випливає рівність 1) теореми. 

Доведемо тепер рівність 2). Використавши зображення оберненої 

матриці (3.10), одержимо 
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( ) [ ][ ] =⋅=⋅ − AAAAA Adjddet 1  
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.         (3.13) 

 

За співвідношенням (3.12) для всіх nj ,1=  маємо 

 

( ) AaAA ddet)(cdet .. =⋅∑ ∗∗
ij

i
ijj a . 

 

Отже, всі елементи головної діагоналі матриці (3.13) дорівнюють 

Addet . При умові kj ≠  вираз ( ) ik
i

ijj a⋅∑ ∗∗
..)(cdet aAA  відображає роз-

клад по j -у стовпцю стовпцевого визначника по j -тому стовпцю мат-

риці, яку одержимо з ермітової матриці AA∗ , замінивши її j -й стовпець 

її k -м стовпцем. За теоремою 2.6.4 такий визначник дорівнює нулю. То-

му для всіх kj ≠  маємо ( ) 0=⋅∑ ∗∗
ik

i
ijj a..)(cdet aAA .  

Таким чином, [ ][ ] ( )AAAA ddet,,ddetdiagAdj K=⋅ . Звідси, одержимо 

 

[ ][ ]( ) ( )( ) ( )nAAAAA ddetddet,,ddetdiagdetAdjddet ==⋅ K . 

 

Оскільки, тіло S  є композиційною асоціативною нерозщеплюваною 

алгеброю над максимальним впорядкованим полем F , то за теоремою 

3.5.2 маємо 
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[ ][ ]( ) [ ][ ]( ) ( )nAAAAA ddetddetAdjddetAdjddet =⋅=⋅ . 

 

Звідси, [ ][ ]( ) ( ) 1−= nAA ddetAdjddet . 

 Теорему доведено. 

Цей підрозділ підсумуємо більш загальним критерієм оборотності 

довільної квадратної матриці над тілом S : 

Теорема 3.6.3. Нехай S),M( n∈A , тоді наступні твердження еквівале-

нтні: 

а) матриця A  оборотна; 

б) 0≠Addet ; 

в) її відповідні ермітові матриці AA∗  і ∗AA  невироджені; 

г) стовпці матриці A  лінійно незалежні справа;  

д) рядки матриці A  лінійно незалежні зліва; 

е) n=Arank . 

Доведення. Еквівалентність тверджень а) і б) випливає з теореми 

3.6.1. Еквівалентність тверджень б) і в) випливає з теореми 3.5.1 та озна-

чення невиродженості ермітової матриці. З теорем 3.3.6 та 3.3.7 випли-

ває, відповідно, еквівалентність тверджень в) і г) та в) і д). З теорем 3.4.1 

та 3.4.2, очевидно, випливає еквівалентність твердження е) з тверджен-

нями д) та г). 

Теорему доведено. 

 

3.7. Правило Крамера для систем лінійних рівнянь над тілом  

 

3.7.1. Розв’язок правої системи лінійних рівнянь. Розглянемо пра-

ву систему лінійних рівнянь над тілом S   

 

,yxA =⋅      (3.14) 
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із матрицею коефіцієнтів S),M( n∈A , стовпцем вільних елементів 

( )Tnyy ,,K1=y , де S∈iy  для всіх ni ,1= , і стовпцем невідомих 

( )Tnxx ,,K1=x . Матриця A  є основною матрицею системи лінійних рі-

внянь (3.14), тоді її розширена матриця має вигляд: 
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Для систем лінійних рівнянь над тілом має місце теорема Кронекера-

Капеллі: 

Теорема 3.7.1. [34] Для того, щоб система лінійних рівнянь над тілом  

була сумісною, необхідно і достатньо, щоб ранг розширеної матриці ці-

єї системи дорівнював рангу її основної матриці.  

Теорема 3.7.2. Якщо подвійний визначник основної матриці A  пра-

вої системи лінійних рівнянь (3.14) над тілом S  не дорівнює нулю, 

0≠Addet , тоді система має і при цьому єдиний розв’язок, який зада-

ється формулою для всіх nj ,1= : 

 

( )
A

fAA
ddet

)(cdet . jj
jx

∗
= ,                (3.15) 

де yAf ∗= . 

Доведення. Доведемо існування розв’язку системи, тобто, покажемо, 

що система лінійних рівнянь (3.14) сумісна. 

Оскільки, 0≠∗AAdet , то базисний мінор матриці AA∗  має порядок 

n . Це означає, що всі n  стовпців матриці A  є базисними. В силу теоре-
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ми 3.3.3 стовпці основної матриці A  лінійно незалежні справа і ранг її 

дорівнює n . Перші n  стовпців розширеної матриці 1A  співпадають з 

відповідними стовпцями основної матриці, отже, вони також лінійно не-

залежні справа. Оскільки правий векторний простір n -мірних стовпців 
nR S  має розмір n , то 1+n  довільних n -мірних стовпців лінійно залеж-

ні справа, тоді 1+n  стовпців розширеної матриці 1A  також лінійно за-

лежні справа, а n  - максимальне число лінійно незалежних справа стов-

пців матриці 1A . Таким чином, ранг розширеної матриці системи ліній-

них рівнянь (3.14) також дорівнює n  і за теоремою 3.7.1 система ліній-

них рівнянь (3.14) є сумісною. 

Доведемо єдиність розв’язку системи (3.14). Нехай стовпець x  є 

розв’язком системи, тобто, існує такий n -мірний стовпець x  над тілом 

S , який перетворює  рівняння (3.14) в тотожність. Оскільки, 

0≠∗AAdet , то в силу теореми 3.6.1 існує матриця 1−A  - обернена до 

матриці A . Будемо розглядати її, як ліву обернену ( ) ( ) ∗−∗− = AAAA
11L . 

Помноживши тотожність (3.14) зліва на ( ) ( ) ∗−∗− = AAAA
11L , одержимо  

 

( ) ( ) yAAAyAx ⋅=⋅= ∗−∗− 11L            (3.16) 

 

Оскільки матриця ( ) 1−AL  задається однозначно, то стовпець x , що 

задається співвідношенням (3.16), є єдиним розв’язком системи лінійних 

рівнянь (3.14) над тілом S . 

Нехай yAf ⋅= ∗: , де ( )Tnfff ,,, K21=f  - n -мірний стовпець над ті-

лом S . Запишемо розв’язок системи лінійних рівнянь (3.14) покомпоне-

нтно, розглядаючи матрицю ( ) 1−∗AA  як ліву обернену, тоді з рівності 

(3.16) одержимо для всіх nj ,1=  
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( ) ∑
=

− ⋅=
n

i
iijj fLx

1

1Addet ,  

 

де jiL  - ліве алгебричне доповнення відповідного елемента матриці 

AA∗ .  

Сума записана справа, в силу леми 2.2.2, відповідає стовпцевому ви-

значнику по j -му стовпцю матриці, яку одержимо з матриці AA∗ , замі-

нивши її j -й стовпець стовпцем f , тоді для всіх nj ,1=  

 

( ) ( )fAAA jjjx .)(cdetddet ∗−= 1 ,    

де yAf ∗= . 

Теорему доведено. 

Зауваження 3.7.1. Формула (3.15) є очевидним і природним узагаль-

ненням правила Крамера для правої системи лінійних рівнянь над тілом 

S . Ще більшу аналогію правилу Крамера можна одержати в наступному 

частковому випадку.   

Теорема 3.7.3. Якщо основна матриця A  правої системи лінійних 

рівнянь (3.14) над тілом S  невироджена ермітова, тоді система має і 

при цьому єдиний розв’язок, який задається формулою для всіх nj ,1= : 

 

( )
A

yA
det

cdet . jj
jx = . 

 

Доведення. Аналогічно доведенню теореми 3.7.2, можна показати, 

що система сумісна. Знайдемо її розв’язок. 

Оскільки, ермітова матриця A  невироджена, то 0≠Adet , і в силу 

теореми 2.8.1 існує єдина матриця 1−A  - обернена до матриці A . Будемо 
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розглядати її, як ліву обернену ( ) 1−AL . Помноживши рівняння (3.14) злі-

ва на ( ) 1−AL , одержимо 

( ) yAx 1−= L .     (3.17) 

 

Стовпець x , що задається співвідношенням (3.17), в силу теореми 

3.1.1, є єдиним розв’язком системи лінійних рівнянь (3.14) над тілом S , 

коли її основна матриця є невиродженою ермітовою. Запишемо його по-

компонентно, тоді для всіх nj ,1= : 

( ) ∑
=

− ⋅=
n

i
iijj yLx

1

1Adet ,  

 

де ijL - ліве алгебричне доповнення елемента ija  матриці A .  

Оскільки, сума записана справа за лемою 2.2.2 відповідає стовпцево-

му визначнику по j -му стовпцю матриці, яку одержимо з матриці A , 

замінивши її j - й стовпець стовпцем ( )Tnyy ,,K1=y . Тоді для всіх 

nj ,1=  одержимо  

( ) ( )yAA jjjx .cdetdet 1−= .      

 

Теорему доведено. 

 

3.7.2. Розв’язок лівої системи лінійних рівнянь. Розглянемо ліву 

систему лінійних рівнянь над тілом S  

 

,yAx =⋅      (3.18) 
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із матрицею коефіцієнтів S),M( n∈A , рядком вільних елементів 

( )nyy ,,K1=y , де S∈iy  для всіх ni ,1= , і стовпцем невідомих 

( )nxx ,,K1=x . Матриця ( )
nnija

×
=A  є основною матрицею системи лі-

нійних рівнянь (3.18), тоді її розширена матриця 1A  має вигляд: 
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Теорема 3.7.4. Якщо подвійний визначник основної матриці 

S),M( n∈A  лівої системи лінійних рівнянь (3.18) над тілом S  не дорів-

нює нулю, 0≠Addet , тоді система має і при цьому єдиний розв’язок, 

який задається формулою для всіх ni ,1= : 

 

( )
A

zAA
ddet

)(rdet .ii
ix

∗
= ,                    (3.19) 

 

де ∗⋅= Ayz . 

Доведення. Показавши, аналогічно доведенню теореми 3.7.2, що сис-

тема сумісна і має єдиний розв’язок, знайдемо його представлення за 

формулою (3.19). 

Оскільки, 0≠Addet , то в силу теореми 3.6.1 існує матриця 1−A  - 

обернена до матриці A . Будемо розглядати її як праву обернену 

( ) ( ) 11 −∗∗− = AAAAR . Помноживши рівняння (3.19) справа на 

( ) ( ) 11 −∗∗− = AAAAR , одержимо  
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( ) ( ) 11 −∗∗− ⋅=⋅= AAAyAyx R .                          (3.20) 

 

Нехай ∗⋅= Ayz : , де ( )nzzz K,, 21=z  - n -мірний вектор - рядок 

над тілом S . Запишемо розв’язок, що задається формулою (3.20), поко-

мпонентно, розглядаючи матрицю ( ) 1−∗AA  як праву обернену, тоді для 

всіх ni ,1=  маємо 

( ) ∑
=

−∗ ⋅=
n

j
ijji Rzx

1

1
AAdet ,      

 

де ijR  - праве алгебричне доповнення відповідного елемента матриці 

∗AA . Оскільки, сума записана справа, за лемою 2.2.1, відповідає рядко-

вому визначнику по i -му рядку матриці, яку одержимо з матриці ∗AA  

заміною її i -го рядка рядком z , то для всіх ni ,1=  одержимо  

 

( ) ( )zAAA .)(rdetddet iiix ∗−= 1 ,  

 

де ∗⋅= Ayz . 

Теорему доведено. 

Зауваження 3.7.2. Формула (3.19) є очевидним і природним узагаль-

ненням правила Крамера для лівої системи лінійних рівнянь над тілом 

S . Ще більшу аналогію до формул Крамера можна одержати в частко-

вому випадку, коли основна матриця системи - ермітова.   

Теорема 3.7.5. Якщо основна матриця S),M( n∈A  лівої системи лі-

нійних рівнянь (3.19) над тілом S  невироджена ермітова, тоді система 
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має і при цьому єдиний розв’язок, який задається формулою для всіх 

ni ,1= : 

( )
A

yA
det

rdet .ii
ix = .   

 

Доведення. Аналогічно доведенню теореми 3.7.2, можна показати, 

що система сумісна і має єдиний розв’язок. Знайдемо його аналітичне 

представлення. 

Оскільки, ермітова матриця A  - невироджена, то 0≠Adet , і в силу 

теореми 3.1.1 існує матриця 1−A  - обернена до матриці A . Будемо роз-

глядати її, як праву обернену ( ) 1−AR . Помноживши рівняння (3.19) спра-

ва на ( ) 1−AR , одержимо 

( ) 1−⋅= Ayx R .            (3.21) 

 

Запишемо розв’язок, що задається формулою (3.21) покомпонентно 

для всіх ni ,1= : 

( ) ∑
=

− ⋅=
n

j
ijji Ryx

1

1Adet ,   

 

де ijR  - праве алгебричне доповнення елемента ijb  матриці A . 

Оскільки, сума записана справа за лемою 2.2.1 відповідає рядковому 

визначнику по i -му рядку матриці, який одержимо з матриці A  заміною 

її i -го рядка рядком y , то для всіх ni ,1=  маємо 

( ) ( )yAA .rdetdet iiix 1−= . 

Теорему доведено. 
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3.8. Висновки 

 

1. У першому підрозділі одержано визначникове зображення матри-

ці оберненої до ермітової над тілом з інволюцією через класичну 

приєднану. Доведена теорема про визначник матриці оберненої 

до ермітової. Показано, що визначник ермітової матриці задово-

льняє ключову аксіому 1 означення 1.1.1. 

2. В другому підрозділі вводяться поняття лівої та правої відповід-

них ермітових матриць для довільної матриці над тілом. Дослі-

джені властивості, що встановлюють залежність між довільною 

матрицею над тілом та відповідними їй ермітовими матрицями. 

3. В третьому підрозділі доведені теореми про базисні мінори відпо-

відних ермітових матриць над тілом з інволюцією та встановлені 

критерії виродженості цих матриць в залежності від вихідної до-

вільної матриці. Вводиться поняття рангу по головних мінорах 

для ермітової матриці. Залежність між цим рангом для відповід-

них ермітових матриць та рангом вихідної матриці встановлена в 

четвертому підрозділі. 

4. В п’ятому підрозділі доведена теорема про рівність визначників 

лівої та правої відповідних ермітових матриць для довільної квад-

ратної матриці над тілом з інволюцією, на основі якої вводиться 

поняття подвійного визначника квадратної матриці над тілом. 

Показано, що цей визначник задовольняє аксіоми 1 і 3 означення 

1.1.1 некомутативного визначника, а також властивість розкладу 

Лапласа визначника по будь-якому рядку чи стовпцю. А якщо ті-

ло S  є асоціативною композиційною нерозщеплюваною алгеб-

рою над максимальним впорядкованим полем F , зокрема є тілом 

кватерніонів, то подвійний визначник також задовольняє ще й ак-

сіому 2. Над тілом кватерніонів встановлена залежність між по-
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двійним визначником та іншими відомими не комутативними ви-

значниками. 

5. В шостому підрозділі встановлені критерії оборотності квадратної 

матриці над тілом в рамках теорії стовпцевих та рядкових визнач-

ників. Вперше для квадратної матриці з некомутуючими елемен-

тами одержано визначникове зображення оберненої матриці через 

матрицю, яка є аналогом класичної приєднаної. Доведено теорему 

про подвійні визначники оберненої та аналога класичної приєд-

наної матриць. 

6. В сьомому підрозділі вперше розв’язки правої та лівої систем лі-

нійних рівнянь над тілом знаходяться за формулами, що узагаль-

нюють правило Крамера.  

Основні результати розділу викладені в роботах [8 -11, 14-25, 27-29]. 
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ВИСНОВКИ 

 

1. Введені нові поняття стовпцевих та рядкових визначників квадра-

тних матриць над тілом, яке є асоціативною композиційною неро-

зщеплюваною алгеброю над своїм центром – полем нульової ха-

рактеристики. На основі досліджених властивостей цих визнач-

ників показано, що для довільних квадратних матриць над тілом з 

інволюцією вони є повним та природним узагальненням визнач-

ника Мура, що розглядався тільки для ермітових матриць.  

2. Для довільної квадратної матриці над даним тілом ці визначники, 

як матричні функціонали, не задовольняють аксіоми некомутати-

вного визначника, а тому є пре-визначниками. Але, введений в 

рамках теорії стовпцевих та рядкових визначників, визначник ер-

мітової матриці задовольняє ключову аксіому некомутативного 

визначника, а також властивість розкладу Лапласа по будь-якому 

рядку чи стовпцю матриці. Це дозволяє ввести поняття правого 

чи лівого алгебричного доповнення довільного елемента ерміто-

вої матриці та одержати визначникове зображення матриці обер-

неної до ермітової через класичну приєднану. 

3. На основі теорії стовпцевих та рядкових визначників для довіль-

ної квадратної матриці над тілом вводиться поняття подвійного 

визначника. Подвійний визначник представлений як визначник, 

що задовольняє як аксіоми некомутативного визначника, так і 

властивість розкладу Лапласа по будь-якому стовпцю чи рядку 

матриці над тілом, яке є кватерніоновою алгеброю з діленням над 

своїм центром – полем нульової характеристики. 

4. Встановлено критерій оборотності довільної квадратної матриці 

над тілом з інволюцією в термінах теорії стовпцевих та рядкових 
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визначників. Одержано визначникове зображення оберненої мат-

риці над тілом з інволюцією через аналог класичної приєднаної. 

5. Одержано узагальнення правила Крамера для правих і лівих сис-

тем лінійних рівнянь над тілом з інволюцією. 
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