
Приклад контрольного (індивідуального) завдання з навчальної дисципліни 
«Методи розв’язування нелінійних крайових задач» з відповіддю аспіранта 

 
                                    
Побудувати методику розв’язування зв’язаної задачі про індукційне нагрівання 

довгого циліндра радіусу R: 
 

 𝑐 𝜆𝑟 𝑄    (𝑄 𝛾𝐸 )  (1) 

 𝑟 𝜇 0 (2) 

за початкових  
 𝑇 𝑟, 0 𝑇 𝑟 ,   (3) 
 𝐻 𝑟, 0 0, 𝑟 ∈ 𝑅 ,𝑅 , (4) 
крайових умов 

 0 при 𝑟 0,     (5) 

 𝜆 𝛽 𝑇 𝑇  при 𝑟 𝑅 (6) 

 0 при 𝑟 0  (7) 

та заданих на поверхні циліндра значень напруженості магнітного поля 
 𝐻  𝐻 𝑠𝑖𝑛 2𝜋𝜈 𝑡  при 𝑟 𝑅  (8)  
Напруженість електричного поля у циліндрі за відомої напруженості магнітного поля 
визначаємо за формулою 

 𝐸   (9) 

(інші компоненти напруженості електричного поля рівні 0). 
 

 

  



Етап 1. Домножимо рівняння (1) на довільну ненульову на проміжку [0, R] 

вагову функцію 𝑤 і проінтегруємо отриману рівність по області визначення. Тоді 

отримаємо 

𝑐 𝜆𝑟 𝑄 𝑤𝒓𝑑𝑟 0     (10) 

Зауважимо, що 𝜆𝑟 𝑤 𝜆𝑟 𝑤 𝜆𝒓 . Підставимо цю тотожність у 

(10), маємо 
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𝑑𝑟 𝑟𝑄𝑤𝑑𝑟 𝑅 ∙ 𝛽 𝑅 𝑇 𝑅 𝑇 𝑤 𝑅 .      11  

Домножимо рівняння (2) на довільну ненульову на проміжку [0, R] вагову 

функцію 𝑤 і проінтегруємо отриману рівність по області визначення. Тоді 

отримаємо 
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𝑤𝒓𝑑𝑟 0.                         12  

Зауважимо, що 𝑟 𝑤 𝑟 𝑤
𝒓

. Підставимо цю тотожність у 

(12), маємо 
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Замість рівнянь (1) та (2), які містилипохідну другого порядку від шуканої функції, 

отримали рівності (11) і (13), які містять похідну лише першого порядку. При 

виведенні цихрівностей також вже враховано крайові умови (5), (6) і (7).  

Застосовану на цьому етапі побудови розв’язку процедуру в науковій літературі 

називають методом зважених залишків (домножили вихідне рівняння на довільну 

вагову функцію, проінтегрували, тобто зважили з вагою 𝑤, отримане співвідношення і 

понизили порядок підінтегрального виразу).  

Етап 2. Подамо інтервал [0, R], на якому шукатимемо розв’язок, у вигляді 

об’єднання множини n скінченних проміжків [𝑟 , 𝑟 ], де  

0 𝑟 𝑟 . . . 𝑟 𝑅, 𝑟 𝑟 𝑖 ⋅ 𝑅/𝑛;𝑖 1,2,  . . . ,  𝑛. Будемо називати ці 

проміжки надалі скінченними елементами. Тоді рівняння (11) можна записати так:  
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де 𝑇 𝑇 𝑟 ,  𝑡 , 𝑤 𝑤 𝑟 . 
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Рівняння (13) можна записати так:  
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𝑤 , 

де 𝑇 𝑇 𝑟 ,  𝑡  , 𝑤 𝑤 𝑟 , 𝐻 𝐻 𝑟 ,  𝑡 . 



Введемо апроксимацію як шуканої, так і вагової функції на кожному із скінчених 

елементів у вигляді  

 𝑇 𝑟 𝑁 𝑟 ⋅ 𝑇 𝑁 𝑟 ⋅ 𝑇 , (14) 

 𝑤 𝑟 𝑁 𝑟 ⋅ 𝑤 𝑁 𝑟 ⋅ 𝑤 , (15) 

 𝐻 𝑟 𝑁 𝑟 ⋅ 𝐻 𝑁 𝑟 ⋅ 𝐻 , (16) 

де функції розкладу приймемо такими  

 𝑁 , 𝑁 . (17) 

 , . 

Підставимо подання (14), (15) та (16) у рівняння. Тоді для довільного скінченного 

елемента 𝑖 1,  2,  . . . ,𝑛матимемо  
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де 𝑚 𝑟 𝑟 ,   𝑛 𝑟 𝑟 . 

Отримаємо поелементнотакі диференціальні рівняння на шукані значення 

температури у вузлах скінченно-елементного поділу, записані в матрично-векторному 

вигляді: 
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∀𝑖: 𝑖 2, … ,𝑛 1, 𝑤
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𝑤
𝑤

0
0

; 

i=n, 𝑤
𝑤 𝐾

𝑇
𝑇

𝑤
𝑤 𝐿

𝑇
•

𝑇
•  

𝑤
𝑤 𝑀

    𝐻
𝐻 𝐻

𝐻

𝑤
𝑤

0   0
0   𝑟 𝛽

𝑇
𝑇  

𝑤
𝑤

0
𝑟 𝛽𝑇 ; 

Для першогоелемента: 

𝑤
𝑤

𝑧 𝜆
2 𝑙

  1   1
1     1

𝑇
𝑇

𝑤
𝑤

𝑐
12

3𝑟 2𝑟 𝑟 𝑟  𝑟 𝑟
 𝑟 𝑟           𝑟 2𝑟 𝑟 3𝑟

𝑇
•

𝑇
•  

𝑤
𝑤

0.5       1        0.5   
0.5  1   0.5

    𝐻
𝐻 𝐻

𝐻

𝑤
𝑤

0
0

; 

Для і-гоелемента: 

𝑤
𝑤

𝑧 𝜆
2 𝑙

  1   1
1     1

𝑇
𝑇

𝑤
𝑤

𝑐
12

3𝑟 2𝑟 𝑟 𝑟  𝑟 𝑟
 𝑟 𝑟        𝑟 2𝑟 𝑟 3𝑟

𝑇
•

𝑇
•

𝑤
𝑤

𝑚
𝛾 𝑛

0.5       1        0.5   
0.5  1   0.5

    𝐻
𝐻 𝐻

𝐻

𝑤
𝑤

0
0

 

Для останнього елемента: 



𝑤
𝑤

𝑧 𝜆
2 𝑙

  1 1
1   1 𝑟 𝛽

𝑇
𝑇  

𝑤
𝑤

𝑐
12

3𝑟 2𝑟 𝑟 𝑟  𝑟 𝑟
 𝑟 𝑟   𝑟 2𝑟 𝑟 3𝑟

𝑇
•

𝑇
•  

𝑤
𝑤

𝑚
𝛾 𝑛

0.5       1        0.5   
0.5  1   0.5

    𝐻
𝐻 𝐻

𝐻

𝑤
𝑤

0
𝑟 𝛽𝑇 ; 

Якщо просумувати по усіх елементах рівнянь, отримаємо  

 𝑤 𝐾 𝑇ℎ 𝑤 𝐿 𝑇
•

ℎ 𝑤 𝑀 𝐻ℎ 𝑤 𝑓 , .  

Де  

𝐾

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝑧 𝜆
2 𝑙
𝑧 𝜆
2 𝑙 
0
…
0
0

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙
…
0
0

0
𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

…
0
0

…
…
…
…
…
…

0
 0
0
…

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

0
 0
0
…
𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

𝐿  

1
12

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝑐1 3𝑟0
2 2𝑟0𝑟1 𝑟1

2

𝑐1 𝑟0
2 𝑟1

2

 

0

…

0

0

𝑐1  𝑟0
2 𝑟1

2

𝑐1 𝑟0
2 2𝑟0𝑟1 3𝑟1

2

𝑐2 3𝑟1
2 2𝑟1𝑟2 𝑟2

2

𝑐2  𝑟1
2 𝑟2

2

…

0

0

0

𝑐2  𝑟1
2 𝑟2

2

𝑐2 𝑟1
2 2𝑟1𝑟2 2𝑟2

2

𝑐3 3𝑟2
2 2𝑟2𝑟3 𝑟3

2

…

0

0

…

…

…

…

…

…

0

 0
0

…

𝑐𝑛 1 𝑟𝑛 2
2 2𝑟𝑛 2𝑟𝑛 1 3𝑟𝑛 1

2

𝑐𝑛 3𝑟𝑛 1
2 2𝑟𝑛 1𝑟𝑛 𝑟𝑛

2

𝑐𝑛 𝑟𝑛 1
2 𝑟𝑛

2

0

 0
0

…

𝑐𝑛 𝑟𝑛 1
2 𝑟𝑛

2

𝑐𝑛 𝑟𝑛 1
2 2𝑟𝑛 1𝑟𝑛 3𝑟𝑛

2

⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 

𝑀  

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛

0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛 

0
…
0
0

𝑚
𝛾 𝑛

𝑚
𝛾 𝑛

0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛

0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛

…
0
0

0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛

0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛

𝑚
𝛾 𝑛

𝑚
𝛾 𝑛

0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛

…
0
0

0
0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛 

0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛

𝑚
𝛾 𝑛

…
0
0

…
…
…
…
…
…

0
 0
0
…

𝑚
𝛾 𝑛

0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛

0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛

0
 0
0
…

0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛

𝑚
𝛾 𝑛

𝑚
𝛾 𝑛

0
 0
0
…

0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛

0.5 ∗ 𝑚
𝛾 𝑛 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

 

𝑓

⎝

⎜⎜
⎛

0
0
0
…

     0
𝑟 𝛽𝑇 ⎠

⎟⎟
⎞

, 𝑤

⎝

⎜
⎛

𝑤
𝑤
𝑤
…
𝑤 ⎠

⎟
⎞

, 𝑇ℎ

⎝

⎜
⎛

𝑇
𝑇
𝑇
…
𝑇 ⎠

⎟
⎞

, 𝑇
•

ℎ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛
𝑇
•

𝑇
•

𝑇
•

…

𝑇
•
⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

, 𝐻

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

    𝐻
𝐻 𝐻

𝐻
𝐻 𝐻

𝐻
…

    𝐻
𝐻 𝐻

𝐻 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

Внаслідок довільності вагової функції 𝑤 отримуємо систему звичайних 

диференціальних рівнянь  



 𝐾 𝑇ℎ 𝐿 𝑇
•

ℎ 𝑀 𝐻 ℎ 𝑓 , 

Підставимо подання (15) та (16) у рівняння. Тоді для довільного скінченного 

елемента 𝑖 1,  2,  . . . ,𝑛 матимемо  

𝒓
𝜸
𝝏𝑯𝒛

𝝏𝒓
𝝏𝒘
𝝏𝒓

𝒅𝒓

𝒓𝒊 𝟏

𝒓𝒊

𝜆
𝑑𝑁
𝑑𝑟

𝐻
𝑑𝑁
𝑑𝑟

𝐻
𝑑𝑁
𝑑𝑟

𝑤
𝑑𝑁
𝑑𝑟

𝑤 𝑟𝑑𝑟  

𝜆
𝑑𝑁
𝑑𝑟

𝐻
𝑑𝑁
𝑑𝑟 

𝑑𝑁
𝑑𝑟

𝐻 𝑤
𝑑𝑁
𝑑𝑟

𝑑𝑁
𝑑𝑟

𝐻
𝑑𝑁
𝑑𝑟

𝐻 𝑤 𝑟𝑑𝑟  

=𝑤 𝜆 𝐻
 

𝐻 𝑟𝑑𝑟 𝑤 𝐻 𝐻 𝑟𝑑𝑟  

𝑤
𝑤 𝜆   

 

𝑟𝑑𝑟 
𝐻
𝐻

𝒘𝟏𝒊 𝟏
𝒘𝟏𝒊

𝑻

𝑲 𝒊
𝑯𝒛𝒊 𝟏
𝑯𝒛𝒊

. 

𝝁
𝝏𝑯𝒛

𝝏𝒕
𝒘𝒅𝒓

𝒓𝒊 𝟏

𝒓𝒊

𝜇 𝑁 𝑥 𝐻
•

𝑁 𝑥 𝐻
•

𝑁 𝑥 𝑤 𝑁 𝑥 𝑤 𝑑𝑥  

𝜇 𝑁 𝑥 𝐻
•

𝑁 𝑥 𝑁 𝑥 𝐻
•

𝑤 𝑁 𝑥 𝑁 𝑥 𝐻
•

𝑁 𝑥 𝐻
•

𝑤 𝑑𝑥  

𝑤
𝑤 𝑐

𝑁 𝑁 𝑁
𝑁 𝑁 𝑁

𝑟𝑑𝑟 
𝐻

•

𝐻
•  

𝑤
𝑤

𝑐
12

3𝑟 2𝑟 𝑟 𝑟  𝑟 𝑟
 𝑟 𝑟                𝑟 2𝑟 𝑟 3𝑟

𝐻
•

𝐻
•  

𝒘𝒊 𝟏
𝒘𝒊

𝑻

𝑳 𝒊
𝑯𝒛

•

𝒊 𝟏

𝑯𝒛

•

𝒊

. 

𝑟
𝜸𝒏

𝝏𝑯𝒛

𝝏𝒓 𝒏
𝒘𝒏

𝑤
𝑤

𝑟
𝜸𝒏

    0         0
𝑑𝑁
𝑑𝑟

  
𝑑𝑁
𝑑𝑟

𝐻
𝐻

𝑤
𝑤

𝑟
𝛾  𝑙

1  1
0  0

𝐻
𝐻  

i=1,    
𝑤
𝑤 𝐾

𝐻
𝐻

𝑤
𝑤 𝐿

𝐻
•

𝐻
•

𝑤
𝑤

0   0
0   0

𝐻
𝐻  

𝑤
𝑤

0
0

; 

∀𝑖: 𝑖 2, … ,𝑛 1, 
𝑤
𝑤 𝐾

𝐻
𝐻

𝑤
𝑤 𝐿

𝐻
•

𝐻
•

0
0

; 

i=n, 
𝑤
𝑤 𝐾

𝐻
𝐻

𝑤
𝑤 𝐿

𝐻
•

𝐻
•

𝑤
𝑤

1  1
   0  0

𝐻
𝐻

𝑤
𝑤

0
0

; 

Якщо просумувати по усіх елементах рівнянь, отримаємо  



𝑤 𝐾 𝐻ℎ 𝑤 𝐿 𝐻
•

ℎ 𝑤 𝑓 , 

де 

𝐾

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝑧 𝜆
2 𝑙
𝑧 𝜆
2 𝑙 
0
…
0
0

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙
…
0
0

0
𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

…
0
0

…
…
…
…
…
…

0
 0
0
…

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑟
𝛾  𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙

0
 0
0
…

𝑧 𝜆
2 𝑙

𝑟
𝛾  𝑙

𝑧 𝜆
2 𝑙 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

𝐻ℎ

⎝

⎜⎜
⎛

𝐻
𝐻
𝐻
…
𝐻 ⎠

⎟⎟
⎞

, 𝐻
•

ℎ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛
𝐻

•

𝐻
•

𝐻
•

…

𝐻
•

⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 

Внаслідок довільності вагової функції 𝑤: 

 𝐾 𝐻ℎ 𝐿 𝐻
•

ℎ 𝑓 . 

n2!,м3Gм% “,“2ем3 ƒ",ч=L…,. д,-е!е…цS=ль…,. !S"… …ь: 

𝐾 𝐻ℎ 𝐿 𝐻
•

ℎ 𝑓 . 

𝐾 𝑇ℎ 𝐿 𝑇
•

ℎ 𝑀 𝐻 ℎ 𝑓 , 

"Sд…%“…% ƒ…=че…ь 2емCе!=23!,  {Th}S …=C!3›е…%“2S м=г…S2…%г% C%л  {Hh} 3 

"3ƒл=. C%дSл3.  

g=д=ч3 j%шS !%ƒ"’ ƒ3Gм% ƒ ",*%!,“2=…… м “Sм’_ C!%“2,.  %д…%*!%*%",.  

K=г=2%C=!=ме2!,ч…,.  =лг%!, 2мS", "Sд%м, .   * ме2%д gе…*е", ч=-b3д=. o!,  

ць%м3 ƒ=ле›…%“2S еле*2!%- Sƒ, ч…, .  S 2еCл%- Sƒ, ч…, .  . =!=*2е!, “2, * "Sд 

2емCе!=23!, , = 2=*%› ƒ=ле›…%“2S S…д3*цS_ м=г…S2…%г% C%л  "Sд …=C!3›е…%“2S 

=C!%*“, м3Gм% S…2е!C%л цSL…, м,  “Cл=L…=м, , C%K3д%"=…, м,  …= %“…%"S 

!е=ль…, .  *!, ", . ,  *S %C, “3ю2ь C%"едS…*3 2Sл= " еле*2!%м=г…S2…%м3 C%лS. 

 


