
Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ � 1

Êëàñèôiêàöiÿ i çâåäåííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ìàéæå ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü ó çàãàëüíîìó âèïàäêó

Íåõàé n > 2 � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, x = (x1, ..., xn) � òî÷êà ïðîñòîðó Rn. Ðîçãëÿ-
íåìî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó

n∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

ai
∂u

∂xi
+ a0u = f(x), (1)

äå a0, ai, aij = aji, i, j = 1, n, � ñòàëi êîåôiöi¹íòè, à f � âiëüíèé ÷ëåí ðiâíÿííÿ, ÿêèé çàäàíèé
â Rn, à u � íåâiäîìà ôóíêöiÿ.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÿê çíàéòè òàêó (íåâèðîäæåíó) çàìiíó íåçàëåæíèõ çìiííèõ, ïðè ÿêié
ðiâíÿííÿ (1) ìàòèìå íàéïðîñòiøèé (êàíîíi÷íèé) âèãëÿä? Âiäïîâiäü îòðèìà¹ìî â äâà åòàïè.

1 åòàï. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿäà¹ìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

S(t) :=
n∑

i,j=1

aijtitj, t = (t1, ..., tn)> ∈ Rn. (2)

Íåõàé ñòàëà ìàòðèöÿ P :=

p11 ... p1n
... ... ...
pn1 ... pnn

 òàêà, ùî ïðè çàìiíi çìiííèõ

ti =
n∑
k=1

pikτk, i = 1, n, ⇐⇒

t1...
tn

 =

p11 ... p1n
... ... ...
pn1 ... pnn

τ1...
τn

 ⇐⇒ t = Pτ,

t = (t1, ..., tn)> ∈ Rn, τ = (τ1, ..., τn)> ∈ Rn, (3)

ôîðìà S(t) ïåðåõîäèòü ó ôîðìó S̃(τ) êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

S̃(τ) :=
n∑
k=1

γkτ
2
k , τ = (τ1, . . . , τn)> ∈ Rn, (4)

äå γk ∈ {−1, 0, 1} (ÿê âèïëèâà¹ iç çàêîíó iíåðöi¨ äëÿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, êiëüêiñòü
êîåôiöi¹íòiâ γk, ÿêi äîðiâíþþòü 1, i êiëüêiñòü êîåôiöi¹íòiâ γk, ÿêi äîðiâíþþòü −1, íå
çàëåæàòü âiä ïåðåòâîðåííÿ).

2 åòàï. Ðîáèìî â ðiâíÿííi (1) çàìiíó çìiííèõ

ξk =
n∑
i=1

pikxi, k = 1, n, ⇐⇒

ξ1...
ξn

 =

p11 ... pn1
... ... ...
p1n ... pnn

x1...
xn

 ⇐⇒ ξ = P>x, (5)

äå P> � òðàíñïîíîâàíà ïî âiäíîøåííþ äî P ìàòðèöÿ. Ó ðåçóëüòàòi öüîãî ðiâíÿííÿ (1)
ïåðåõîäèòü â ðiâíÿííÿ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

n∑
k=1

γk
∂2ũ

∂ξk∂ξk
+

n∑
i=1

âi
∂ũ

∂xi
+ â0ũ = f̂(ξ), (6)

äå γk òi æ ñàìi, ùî â (4).
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Çàëåæíî âiä çíà÷åíü γk ó ðiâíÿííi (6) àáî, ùî òå ñàìå, ó ôîðìi (4) êàæóòü, ùî ðiâíÿííÿ
(1) â òî÷öi x0 ¹
à) åëiïòè÷íèì, ÿêùî âñi êîåôiöi¹íòè γk âiäìiííi âiä íóëÿ i îäíàêîâîãî çíàêó, òîáòî γk =
1, k = 1, n, àáî γk = −1, k = 1, n.
á) ãiïåðáîëi÷íèì, ÿêùî âñi êîåôiöi¹íòè γk âiäìiííi âiä íóëÿ i îäèí ç íèõ ìà¹ ïðîòèëåæíèé
çíàê äî âñiõ iíøèõ, òîáòî (ç òî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨ çìiííèõ τk) ìà¹ìî γ1 = 1, γk = −1, k =
2, n, àáî γ1 = −1, γk = 1, k = 2, n;
â) ïàðàáîëi÷íèì, ÿêùî îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ γk äîðiâíþ¹ íóëåâi, à ðåøòà � âiäìiííi âiä íóëÿ
i îäíîãî çíàêó, òîáòî (ç òî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨ çìiííèõ τk) ìà¹ìî γ1 = 0, γk = 1, k = 2, n,
àáî γ1 = 0, γk = −1, k = 2, n;
ã) áåçòèïíèì â iíøèõ âèïàäêàõ.

ßêùî ðiâíÿííÿ (1) ¹ åëiïòè÷íèì, àáî ãiïåðáîëi÷íèì, àáî ïàðàáîëi÷íèì, àáî áåçòèïíèì
â êîæíié òî÷öi îáëàñòi Ω, òî éîãî íàçèâàþòü âiäïîâiäíî åëiïòè÷íèì, ãiïåðáîëi÷íèì, ïàðà-
áîëi÷íèì àáî áåçòèïíèì ðiâíÿííÿì â îáëàñòi Ω.

Óâàãà! Äëÿ çâåäåííÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó âèêîðèñòîâóþòü
ðiçíi ìåòîäè, àëå íàéïîøèðåíiøèì ç íèõ ¹ ìåòîä âèäiëåííÿ ïîâíèõ êâàäðàòiâ. Îïèøåìî
éîãî.

Íåõàé

S(t) :=
n∑

i,j=1

aijtitj, t = (t1, . . . , tn)> ∈ Rn,

� äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà, aij = aji = const, i, j = 1, n. Ìîæëèâi òàêi äâà âèïàäêè:
1) aii = 0 äëÿ âñiõ i ∈ {1, ..., n}.
2) aii 6= 0 õî÷à á îäíîãî çíà÷åííÿ i ∈ {1, . . . , n};

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê. Âií ëåãêî çâîäèòüñÿ äî äðóãîãî òàê. Îñêiëüêè êâàäðàòè-
÷íà ôîðìà íåíóëüîâà, òî iñíó¹ õî÷à áè îäèí ç ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ âiäìiííèé âiä íóëÿ. Ïðèïó-
ñòèìî, íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ùî a12 6= 0. Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ

t1 = α1 − α2, t2 = α1 + α1, ti = αi, i = 3, ..., n.

Ó ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî äî êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, â ÿêié ¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ êîåôiöi¹íò
ïðè êâàäðàòi çìiííî¨. À äàëi ðîáèìî òàê, ÿê â äðóãîìó âèïàäêó.

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî a11 6= 0. Âè-
ïèøåìî âñi ÷ëåíè íàøî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, ÿêi ìiñòÿòü çìiííó t1, i âèäiëèìî ïîâíèé
êâàäðàò çà ïðàâèëîì

a11t
2
1 + 2a12t1t2 + ...+ 2a1nt1tn =

=
1

a11
[a11t1 + a12t2 + ...+ a1ntn]2 −

n∑
i,j=2

a′ijtitj.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíèé âèðàç ó âèõiäíó ôîðìó i ñïðîñòèâøè ïîäiáíi ÷ëåíè, ïðèéäåìî äî
çîáðàæåííÿ âèõiäíî¨ ôîðìè ó âèãëÿäi

S(t) =
1

a11
[a11t1 + a12t2 + ...+ a1ntn]2 +

n∑
i,j=2

a′′ijtitj.

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî âèðàç
n∑

i,j=2

a′′ijtitj ÿâëÿ¹ ñîáîþ êâàäðàòè÷íó ôîðìó âiä n − 1 (àáî

ìåíøå) çìiííèõ. Ïåðåòâîðèâøè öþ ôîðìó àíàëîãi÷íî âèõiäíié, îòðèìà¹ìî çîáðàæåííÿ
âèõiäíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ êâàäðàòiâ ëiíiéíèõ âèðàçiâ âiä çìiííèõ
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t1, ..., tn i êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiä n − 2 (àáî ìåíøå) çìiííèõ. Ïðîäîâæóþ÷è äiÿòè àíà-
ëîãi÷íî, ÷åðåç ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ ïðèéäåìî äî çîáðàæåííÿ âèõiäíî¨ êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè ó âèãëÿäi ñóìè êâàäðàòiâ ëiíiéíèõ âèðàçiâ âiä çìiííèõ t1, ..., tn:

S(t) =
n∑
k=1

λk[bk1t1 + bk2t2 + ...+ bkntn]2,

äå äëÿ äåÿêèõ k ìîæå áóòè λk = 0, àëå ÿêùî λk 6= 0, òî õî÷à áè äëÿ îäíîãî çíà÷åííÿ j
êîåôiöi¹íò bkj 6= 0. Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ

τk =

{√
|λk|(bk1t1 + bk2t2 + ...+ bkntn), ÿêùî λk 6= 0,

tk, ÿêùî λk = 0,
k = 1, ..., n.

Ó ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó (4), äå γk = 1, ÿêùî λk > 0, γk = −1,
ÿêùî λk < 0, i γk = 0, ÿêùî λk = 0.

Ïðèêëàä 1.

Âèçíà÷èòè òèï i çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ

4uxx + 4uxy + 2uyz − uzz + uz − u = y.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1 åòàï. Âèïèøåìî âiäïîâiäíó äàíîìó ðiâíÿííþ êâàäðàòè÷íó ôîðìó

S(t) := 4t21 + 4t1t2 + 2t2t3 − t23, t := (t1, t2, t3)
> ∈ R3.

Çâåäåìî ¨¨ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ìåòîäîì âèäiëåííÿ ïîâíèõ êâàäðàòiâ. Îñêiëüêè êîåôi-
öi¹íò ïðè t21 âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî âèïèøåìî âñi ÷ëåíè, ÿêi ìiñòÿòü çìiííó t1, i âèäiëèìî
ïîâíèé êâàäðàò çà âêàçàíèì âèùå ïðàâèëîì

4t21 + 4t1t2 =
1

4
(4t1 + 2t2)

2 − t22.

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíèé âèðàç ó âèõiäíó ôîðìó:

S(t) =
1

4
(4t1 + 2t2)

2 − t22 + 2t2t3 − t23.

Òåïåð ïåðåòâîðèìî àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ñóìó ÷ëåíiâ äàíî¨ ôîðìè, ÿêi ìiñòÿòü çìiííó t2:

−t22 + 2t2t3 = −(−t2 + t3)
2 + t23.

Ó ðåçóëüòàòi âêàçàíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî âèðàç âèõiäíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ó âè-
ãëÿäi

S(t) =
1

4
(4t1 + 2t2)

2 − (−t2 + t3)
2 = (2t1 + t2)

2 − (t2 − t3)2.

Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ 
τ1 = 2t1 + t2

τ2 = t2 − t3
τ3 = t3

.
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Òîäi S(t) = S̃(τ), τ := (τ1, τ2, τ3)
> ∈ R3, äå

S̃(τ) := τ 21 − τ 22 .

Ôîðìà S̃(τ) ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì âèõiäíî¨ ôîðìè S(t). Îòæå, äàíå ðiâíÿííÿ ¹ áåçòèïíèì.
Ïðèâåäåìî éîãî äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíî¨ çàìiíè âèðàçèìî
"ñòàði"çìiííi t ÷åðåç "íîâi"çìiííi τ :

t1 = 1
2
τ1 − 1

2
τ2 − 1

2
τ3

t2 = τ2 + τ3

t3 = τ3

⇐⇒

t1t2
t3

 =

1
2
−1

2
−1

2

0 1 1
0 0 1

τ1τ2
τ3

 .

Îòæå,

P =

1
2
−1

2
−1

2

0 1 1
0 0 1

 ⇒ P> =

 1
2

0 0
−1

2
1 0

−1
2

1 1

 ,

2 åòàï. Ïîòðiáíó çàìiíó çìiííèõ ó âèõiäíîìó ðiâíÿííi ("íîâi"çìiííi (ξ, η, ζ)> âèðàæàþ-
òüñÿ ÷åðåç "ñòàði"çìiííi (x, y, z)>)) ìà¹ìî ó âèãëÿäiξη

ζ

 = P>

xy
z

 ≡
 1/2 0 0
−1/2 1 0
−1/2 1 1

xy
z

 ⇐⇒


ξ = 1/2x

η = −1/2x+ y

ζ = −1/2x+ y + z

.

Äàëi âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ

∂ξ :=
∂

∂ξ
, ∂η :=

∂

∂η
, ∂ζ :=

∂

∂ζ
,

∂2ξξ := ∂ξ∂ξ =
∂2

∂ξ∂ξ
, ∂2ηη := ∂η∂η =

∂2

∂η∂η
, ∂2ζζ := ∂ζ∂ζ =

∂2

∂ζ∂ζ
,

∂2ξη := ∂ξ∂η =
∂2

∂ξ∂η
, ∂2ξζ := ∂ξ∂ζ =

∂2

∂ξ∂ζ
, ∂2ηζ := ∂η∂ζ =

∂2

∂η∂ζ
,

à òàêîæ ôîðìóëó

(a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc, a, b, c ∈ R.

Òîäi

− 1
∣∣u(x, y, z) = ũ(ξ, η, ζ),

+ 0
∣∣ux = ũξ ·

1

2
+ ũη · (−

1

2
) + ũζ · (−

1

2
) =

(1

2
∂ξ −

1

2
∂η −

1

2
∂ζ
)
ũ,

+ 0
∣∣uy = ũη + ũζ =

(
∂η + ∂ζ)ũ,

+ 1
∣∣uz = ∂ζ ũ,

+ 4
∣∣uxx =

(1

2
∂ξ −

1

2
∂η −

1

2
∂ζ
)2
ũ =

1

4
ũξξ +

1

4
ũηη +

1

4
ũζζ −

1

2
ũξη −

1

2
ũξζ +

1

2
ũηζ ,

− 1
∣∣uzz = ∂ζ∂ζ ũ = ũζζ ,

+ 4
∣∣uxy =

(1

2
∂ξ −

1

2
∂η −

1

2
∂ζ
)(
∂η + ∂ζ)ũ =

1

2
ũξη −

1

2
ũηη −

1

2
ũηζ +

1

2
ũξζ −

1

2
ũηζ −

1

2
ũζζ ,

+ 2
∣∣uyz =

(
∂η + ∂ζ)∂ζ ũ = ũηζ + ũζζ .
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Ïiäñòàâèìî âèðàçè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ u ó âèõiäíå ðiâíÿííÿ:

ũξξ · [4 ·
1

4
] + ũηη · [4 ·

1

4
+ 4(−1

2
)] + ũζζ · [4 ·

1

4
+ 4 · (−1

2
) + 2 · 1 + (−1) · 1] + ũξη · [4(−1

2
) + 4 · 1

2
]+

+ũξζ · [4 · (−
1

2
) + 4 · 1

2
] + ũηζ · [4 ·

1

2
+ 4 · (−1

2
)] + ũξ · [0] + ũξ · [0] + ũζ · [1 · 1] + ũ · [−1 · 1] = ξ+ η.

Ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ïðèéäåìî äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó çàäàíîãî ðiâíÿííÿ:

ũξξ − ũηη + ũζ − ũ = ξ + η.

�

Ïðèêëàä 2.

Âèçíà÷èòè òèï i çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ

uxx + uyy + 2uzz − 2uxz − 2uyz + ux − 2uz = 0.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1 åòàï. Âèïèøåìî âiäïîâiäíó äàíîìó ðiâíÿííþ êâàäðàòè÷íó ôîðìó

S(t) = t21 + t22 + 2t23 − 2t1t3 − 2t2t3, t = (t1, t2, t3) ∈ R3.

i çâåäåìî ¨¨ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ìåòîäîì âèäiëåííÿ ïîâíèõ êâàäðàòiâ.
Âðàõóâàâøè, ùî êîåôiöi¹íò ïðè t21 âiäìiííèé âiä íóëÿ, âèïèøåìî âñi ÷ëåíè, ÿêi ìiñòÿòü

çìiííó t1, i âèäiëèìî ïîâíèé êâàäðàò çà âêàçàíèì âèùå ïðàâèëîì:

t21 − 2t1t3 = (t1 − t3)2 − t23.

Îòðèìàíèé âèðàç ïiäñòàâèìî ó âèõiäíó ôîðìó:

S(t) = (t1 − t3)2 + t22 + t23 − 2t2t3.

Òåïåð, îñêiëüêè êîåôiöi¹íò ïðè t22 âiäìiííèé âiä íóëÿ, ïåðåòâîðèìî àíàëîãi÷íèì ÷èíîì
ñóìó ÷ëåíiâ äàíî¨ ôîðìè, ÿêi ìiñòÿòü çìiííó t2:

t22 − 2t2t3 = (t2 − t3)2 − t23.

Ó ðåçóëüòàòi âêàçàíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî âèðàç ôîðìè S(t) âèãëÿäi

S(t) = (t1 − t3)2 + (t2 − t3)2.

Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ: 
τ1 = t1 − t3,
τ2 = t2 − t3,
τ3 = t3.

Òîäi S(t) = S̃(τ), äå

S̃(τ) = τ 21 + τ 22 , τ = (τ1, τ2, τ3) ∈ R3.

Öå îçíà÷à¹, ùî äàíå ðiâíÿííÿ ¹ ïàðàáîëi÷íèì. Âèðàçèìî "ñòàði"çìiííi t ÷åðåç "íîâi"τ :
t1 = τ1 + τ3,

t2 = τ2 + τ3,

t3 = τ3.
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Îòæå, ìà¹ìî

P =

1 0 1
0 1 1
0 0 1

 ⇒ P> =

 1 0 0
0 1 0
1 1 1

 .

2 åòàï. Îòîæ, â ðiâíÿííi ðîáèìî çàìiíó çìiííèõξη
ζ

 =

 1 0 0
0 1 0
1 1 1

xy
z

 ⇐⇒


ξ = x

η = y

ζ = x+ y + z

.

Òîäi, îñêiëüêè u(x, y, z) = ũ(ξ, η, ζ), òî

+ 1| ux = ũξ · 1 + ũζ · 1,
+ 0| uy = ũη · 1 + ũζ · 1,
− 2| uz = ũζ · 1,
+ 1| uxx = ũξξ + 2ũξζ + ũζζ ,

+ 1| uyy = ũηη + 2ũηζ + ũζζ ,

+ 2| uzz = ũζζ ,

− 2| uxz = ũξζ + ũζζ ,

− 2| uyz = ũηζ + ũζζ .

Ïiäñòàâèâøè öi âèðàçè â ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî

ũξξ · [1] + ũηη · [1] + ũζζ · [1 + 1 + 2− 2− 2] + ũξη · [0] + ũξζ · [2− 2] + ũηζ · [2− 2]+

+ũξ · [1] + ũη · [0] + ũζ · [1− 2] = 0,

çâiäêè ìà¹ìî
ũξξ + ũηη + ũξ − ũζ = 0−

êàíîíi÷íèé âèãëÿä çàäàíîãî ðiâíÿííÿ. �

Ïðèêëàä 3.

Âèçíà÷èòè òèï i çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ

uxy + 2uyz + uz − u = x+ y.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1 åòàï. Âèïèøåìî âiäïîâiäíó äàíîìó ðiâíÿííþ êâàäðàòè÷íó ôîðìó

S(t) := t1t2 + 2t2t3, t := (t1, t2, t3)
> ∈ R3.

Ïåðø íiæ âèäiëÿòè ïîâíi êâàäðàòè, çðîáèìî â öié ôîðìi çàìiíó çìiííèõ
t1 = α1 − α2,

t2 = α1 + α2,

t3 = α3.
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Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî S(t) = Ŝ(α), äå

Ŝ(α) := α2
1 − α2

2 + 2α1α3 + 2α2α3, α := (α1, α2, α3)
> ∈ R3.

Îñêiëüêè êîåôiöi¹íò ïðè α2
1 âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî âèïèøåìî âñi ÷ëåíè, ÿêi ìiñòÿòü çìiííó

α1, i âèäiëèìî ïîâíèé êâàäðàò çà âêàçàíèì ó çàóâàæåííi 1.3 ïðàâèëîì:

α2
1 + 2α1α3 = (α1 + α3)

2 − α2
3.

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíèé âèðàç ó ôîðìó Ŝ(α):

Ŝ(α) = (α1 + α3)
2 − α2

2 + 2α2α3 − α2
3.

Òåïåð ïåðåòâîðèìî àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ñóìó ÷ëåíiâ äàíî¨ ôîðìè, ÿêi ìiñòÿòü çìiííó α2:

−α2
2 + 2α2α3 = −(−α2 + α3)

2 + α2
3.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî
Ŝ(α) = (α1 + α3)− (−α2 + α3)

2.

Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ


τ1 = α1 + α3,

τ2 = −α2 + α3,

τ3 = α3.

Òîäi S(t) = S̃(τ), äå

S̃(τ) = τ 21 − τ 22 , τ := (τ1, τ2, τ3)
> ∈ R3.

Ôîðìà S̃(τ) ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì ôîðìè S(t). Îòæå, äàíå ðiâíÿííÿ ¹ áåçòèïíèì. Ïðè-
âåäåìî éîãî äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíî¨ çàìiíè âèðàçèìî "ñòà-
ði"çìiííi t ÷åðåç "íîâi"τ (âèðàçèâøè ñïî÷àòêó çìiííi α ÷åðåç çìiííi τ i ïiäñòàâèâøè ¨õ ó
ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ çìiííèìè α i t):

t1 = τ1 + τ2 − 2τ3

t2 = τ1 − τ2
t3 = τ3,

⇐⇒

t1t2
t3

 =

1 1 −2
1 −1 0
0 0 1

τ1τ2
τ3

 .

Îòæå, ìà¹ìî

P =

1 1 −2
1 −1 0
0 0 1

⇒ P> =

 1 1 0
1 −1 0
−2 0 1

 .

2 åòàï. Ïîòðiáíà çàìiíà çìiííèõ ó âèõiäíîìó ðiâíÿííi ("íîâi"çìiííi (ξ, η, ζ)> âèðàæàþ-
òüñÿ ÷åðåç "ñòàði"(x, y, z)>) ìà¹ âèãëÿäξη

ζ

 = P>

xy
z

 ≡
 1 1 0
−1 1 0
−2 0 1

xy
z

 ⇐⇒


ξ = x+ y

η = −x+ y

ζ = −2x+ z

.

Îá÷èñëèâøè ïîõiäíi i ïiäñòàâèâøè ¨õ âèðàçè ó âèõiäíå ðiâíÿííÿ, ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ïðè-
éäåìî äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

uξξ − uηη + uζ − u = ξ.

�
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Âèçíà÷èòè òèï i çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ (çàãàëüíèé âèïàäîê):

a) uxx + 2uxy + 2uyy + 4uyz + 5uzz = 0;

á) uxy + uxz + uyz − ux + uy = 0;

â) uxx − 2uxy − 2uxz + 3uyy − 2uyz + 3uzz − 8u = 0;

ã) uxx + 4uxy + 2uxz + 4uyy + 4uyz + uzz + 2u = 0;

Âiäïîâiäi:

1. a) ũξξ + ũηη + ũζζ = 0; ξ = x, η = −x+ y, ζ = 2x− 2y + z;
á) ũξξ − ũηη − uζζ + 2ũη = 0; ξ = x+ y, η = −x+ y, ζ = −x− y + z;
â) ũηη + uζζ − 8ũ = 0; ξ = x+ 1

2
y + 1

2
z, η = −1

2
(y + z), ζ = 1

2
√
2
(y − z);

ã) ũξξ + 2ũ = 0; ξ = x, η = −2x+ y, ζ = −x+ z.
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ � 2

Êëàñèôiêàöiÿ i çâåäåííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ìàéæå ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè. Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê

çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç äâîìà

íåçàëåæíèìè çìiííèìè.

1.1.2. Êëàñèôiêàöiÿ i çâåäåííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ìàéæå ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè

Ðîçãëÿíåìî ìàéæå ëiíiéíå ðiâíÿííÿ ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + Φ(x, y, u, ux, uy) = 0, (x, y) ∈ Ω. (1)

Ââàæàòèìåìî, ùî Ω � îáëàñòü â R2, a, b, c ∈ C1(Ω), |a|+ |b|+ |c| > 0 íà Ω.
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1) çà òèïîì çàëåæèòü âiä çíà÷åííÿ

âèðàçó
∆(x, y) = b2(x, y)− a(x, y) c(x, y), (x, y) ∈ Ω,

ÿêèé íàçèâàþòü äèñêðèìiíàíòîì ðiâíÿííÿ (1).
ßêùî àáî ∆(x, y) > 0, àáî ∆(x, y) = 0, àáî ∆(x, y) < 0 ó âñiõ òî÷êàõ (x, y) ìíîæèíè

Ω0 ⊂ Ω, òî ðiâíÿííÿ (1) ¹ âiäïîâiäíî ãiïåðáîëi÷íèì àáî ïàðàáîëi÷íèì, àáî åëiïòè÷íèì íà
Ω0.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî òèïó ðiâíÿííÿ (1) ìîæíà çíàéòè òàêå ïåðåòâîðåííÿ íå-
çàëåæíèõ çìiííèõ, ÿêå ïðèâîäèòü éîãî äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó íå òiëüêè â îêðåìî âçÿòié
òî÷öi îáëàñòi Ω, àëå i çðàçó â äåÿêié ïiäîáëàñòi Ω0 îáëàñòi Ω, äå ðiâíÿííÿ çáåðiãà¹ òèï.

Ïîêàæåìî öå. Ñïî÷àòêó çðîáèìî òàêå çàãàëüíå çàóâàæåííÿ. Íåõàé (ξ, η) � íîâi íåçàëå-
æíi çìiííi, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç (x, y) ñïiââiäíîøåííÿìè

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), (x, y) ∈ Ω0, (ξ, η) ∈ Ω̃0, (2)

äå ξ, η ∈ C2(Ω0),

∣∣∣∣ξx ηx
ξy ηy

∣∣∣∣ 6= 0 íà Ω0.

Âèêîíà¹ìî çàìiíó çìiííèõ çìiííèõ (2) â ðiâíÿííi (1). Ìà¹ìî

u(x, y) = u(x(ξ, η), y(ξ, η)) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), (x, y) ∈ Ω0, (ξ, η) ∈ Ω̃0.

Òîäi

ux = ũξ ξx + ũη ηx,

uy = ũξ ξy + ũη ηy,

uxx = ũξξ (ξx)
2 + 2uξη ξxηx + ũηη (ηx)

2 + ũξ ξxx + ũη ηxx,

uxy = ũξξ ξxξy + ũξη (ξxηy + ξyηx) + ũηη ηxηy + ũξ ξxy + ũη ηxy,

uyy = ũξξ (ξy)
2 + 2ũξη ξyηy + ũηη (ηy)

2 + ũξ ξyy + ũη ηyy.

Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíi âèðàçè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ u â ðiâíÿííÿ (1), îòðèìà¹ìî

ã(ξ, η) ũξξ + 2b̃(ξ, η) ũξη + c̃(ξ, η) ũηη + Φ̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0, (3)

äå

ã = a (ξx)
2 + 2 b ξx ξy + c (ξy)

2,

b̃ = a ξx ηx + b (ξx ηy + ξy ηx) + c ξy ηy,

c̃ = a (ηx)
2 + 2 b ηx ηy + c (ηy)

2,

1



à Φ(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) � îá'¹äíàííÿ âñiõ ÷ëåíiâ, ÿêi íå ìiñòÿòü ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó âiä ũ.
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìîæíà âèáðàòè çàìiíó çìiííèõ (9) çàëåæíî âiä çíàêó ∆ òàêó, ïðè

ÿêié ðiâíÿííÿ (3) ìàòèìå êàíîíi÷íèé âèãëÿä â Ω0. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíÿííÿ

a(x, y)dy2 − 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0, (4)

ÿêå íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì äëÿ ðiâíÿííÿ (1), à ëiíiþ, çàäàíó ðiâíÿííÿì

ω(x, y) = C, (5)

äå C � äîâiëüíà ñòàëà, à ω(x, y), (x, y) ∈ Ω0, � ïåðøèé iíòåãðàë ðiâíÿííÿ (4), íàçèâàþòü
õàðàêòåðèñòèêîþ àáî õàðàêòåðèñòè÷íîþ ëiíi¹þ.

Òåïåð âêàæåìî çàìiíó íåçàëåæíèõ çìiííèõ â ðiâíÿííi (1), ïðè ÿêié âîíî ìàòèìå êàíî-
íi÷íèé âèãëÿä â óñié îáëàñòi Ω0.

1) Íåõàé ðiâíÿííÿ (1) ãiïåðáîëi÷íå, òîáòî ∆(x, y) > 0, (x, y) ∈ Ω0, i àáî a(x, y) 6= 0, (x, y) ∈
Ω0, àáî c(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ Ω0. ßêùî a(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ Ω0, òî ðiâíÿííÿ (4) ðîçâ'ÿçó¹ìî
ÿê "êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ ùîäî dy" i îòðèìó¹ìî ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü

dy =
b±
√

∆

a
dx,

ÿêà ðiâíîñèëüíà ðiâíÿííþ (4). Öþ ñóêóïíiñòü ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi[
a dy − (b+

√
∆)dx = 0,

a dy − (b−
√

∆)dx = 0.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî c(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ Ω0, òî ðiâíÿííÿ (4) ðîçâ'ÿçó¹ìî ÿê "êâàäðàòíå
ðiâíÿííÿ âiäíîñíî dx" i îòðèìó¹ìî ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü[

c dx− (b+
√

∆)dy = 0,

c dx− (b−
√

∆)dy = 0.

Íåõàé, äëÿ âèçíà÷åíîñòi, a(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ Ω0, i ìà¹ìî ïåðøó ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü. Çíà-
éäåìî ïåðøi iíòåãðàëè êîæíîãî ç öèõ ðiâíÿíü:

ω1(x, y) = C, ω2(x, y) = C

i çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ
ξ = ω1(x, y), η = ω2(x, y).

Òîäi â ðiâíÿííi (3) ìà¹ìî ã(ξ, η) = 0, c̃(ξ, η) = 0, b̃(ξ, η) 6= 0 äëÿ âñiõ (ξ, η) ∈ Ω̃0. Îòæå,
ïîäiëèâøè ðiâíÿííÿ (3) íà b̃, ïðèéäåìî äî ðiâíÿííÿ

ũξη + Φ̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0. (6)

Äîäàòêîâà çàìiíà ξ = α− β, η = α + β çâîäèòü îòðèìàíå ðiâíÿííÿ äî ðiâíÿííÿ

ûαα − ûββ + Φ̂(α, β, û, ûα, ûβ) = 0.

Öå ¹ êàíîíi÷íèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó çãiäíî ç êëàñèôiêàöi¹þ, äàíîþ ó
ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi. Àëå ó âèïàäêó äâîõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì ðiâ-

íÿííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó ÷àñòiøå íàçèâàþòü ðiâíÿííÿ (6).
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2) Íåõàé ðiâíÿííÿ (1) ïàðàáîëi÷íå, òîáòî ∆(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ω0, i àáî a(x, y) 6= 0, (x, y) ∈
Ω0, àáî c(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ Ω0. Òîäi, ÿêùî a(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ Ω0, òî ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ
(4) ÿê "êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî dy"îòðèìà¹ìî ðiâíîñèëüíå éîìó ðiâíÿííÿ

a dy − b dx = 0.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî c(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ Ω0, òî, ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (4) ÿê "êâàäðàòíå
ðiâíÿííÿ âiäíîñíî dx" , îòðèìó¹ìî ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííþ (4) ðiâíÿííÿ

c dx− b dy = 0.

Íåõàé (äëÿ âèçíà÷åíîñòi) a(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ Ω0, i ìà¹ìî ïåðøå ðiâíÿííÿ. Çíàéäåìî ïåð-
øèé iíòåãðàë öüîãî ðiâíÿííÿ

ω(x, y) = C.

Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ
ξ = ω(x, y), η = η(x, y),

äå η � äîâiëüíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî

∣∣∣∣ωx ηx
ωy ηy

∣∣∣∣ 6= 0 íà Ω0, òîáòî

ôóíêöi¨ η i ω ¹ íåçàëåæíèìè. Òîäi ìà¹ìî ã(ξ, η) = 0, b̃(ξ, η) = 0 i c̃(ξ, η) 6= 0 äëÿ âñiõ
(ξ, η) ∈ Ω̃0. Îòæå, ïîäiëèâøè ðiâíÿííÿ (3) íà c̃, ïðèéäåìî äî ðiâíÿííÿ

ũηη + Φ̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0.

Öå ¹ êàíîíi÷íèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.

3) Íåõàé ðiâíÿííÿ (1) åëiïòè÷íå, òîáòî ∆(x, y) < 0, (x, y) ∈ Ω0. Òîäi ðiâíÿííÿ (4) ðiâíî-
ñèëüíå ñóêóïíîñòi êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ ðiâíÿíü

a dy − (b± i
√
−∆) dx = 0,

ÿêùî a(x, y) 6= 0 (ðiâíÿííÿ (4) ðîçâ'ÿçó¹ìî ÿê "êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ ùîäî dy 
"), àáî

c dx− (b± i
√
−∆) dy = 0,

ÿêùî c(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ Ω0, (ðiâíÿííÿ (4) ðîçâ'ÿçó¹ìî ÿê "êâàäðàòíå âiäíîñíî dx").
Íåõàé, äëÿ âèçíà÷åíîñòi, a(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ Ω0, i ìà¹ìî ïåðøó ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü.

Çíàéäåìî ¨õ ïåðøi iíòåãðàëè:

ω1(x, y)± iω2(x, y) = C

(âîíè ¹ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè). Òîäi âèáåðåìî çàìiíó çìiííèõ

ξ = ω1(x, y), η = ω2(x, y) (àáî η = −ω2(x, y)).

Ó ðåçóëüòàòi â ðiâíÿííi (4) ìàòèìåìî ã(ξ, η) = c̃(ξ, η) 6= 0 i b̃(ξ, η) = 0 äëÿ âñiõ (ξ, η) ∈ Ω̃0.
Îòæå, ïîäiëèâøè ðiâíÿííÿ (3) íà ã(ξ, η) = c̃(ξ, η), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

ũξξ + ũηη + Φ̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0.

Öå ¹ êàíîíi÷íèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî òèïó.
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Âèñíîâîê. Ùîá çâåñòè ðiâíÿííÿ (1) äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó, ïîòðiáíî âèêîíàòè òàêi
îïåðàöi¨:
• ñêëàñòè äèñêðèìiíàíò ∆ i âèçíà÷èòè òèï ðiâíÿííÿ;
• ñêëàñòè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ i çíàéòè éîãî ïåðøi iíòåãðàëè;
• âèêîíàòè âiäïîâiäíå ïåðåòâîðåííÿ íåçàëåæíèõ çìiííèõ.

Ïðèêëàä 1.

Âèçíà÷èòè òèï i çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ

uxx − 5uxy + 6uyy + ux − 2uy = x sin y.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Îá÷èñëèìî äèñêðèìiíàíò ðiâíÿííÿ

∆ =
25

4
− 6 =

1

4
.

Îñêiëüêè ∆ > 0, òî äàíå ðiâíÿííÿ ¹ ãiïåðáîëi÷íèì. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ õàðàêòåðèñòèê

dy2 + 5 dx dy + 6 dx2 = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è éîãî ÿê "êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ ùîäî dy" , îòðèìà¹ìî ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü

dy = −3 dx, dy = −2 dx.

Ïåðøi iíòåãðàëè öèõ ðiâíÿíü

y + 3x = C, y + 2x = C.

Îòæå, äëÿ çâåäåííÿ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ïîòðiáíî çðîáèòè çàìiíó
çìiííèõ

ξ = y + 3x, η = y + 2x.

Îñêiëüêè u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), òî

1| ux = ũξ · 3 + ũη · 2,
− 2| uy = ũξ · 1 + ũη · 1,

1| uxx = ũξξ · 9 + ũξη · 12 + ũηη · 4,
− 5| uxy = ũξξ · 3 + ũξη · 5 + ũηη · 2,

6| uyy = ũξξ · 1 + ũξη · 2 + ũηη · 1.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi âèðàçè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ u ÷åðåç ïîõiäíi ôóíêöi¨ ũ ó âèõiäíå ðiâíÿííÿ:

ũξξ · [9− 15 + 6] + ũξη · [12− 25 + 12] + ũηη · [4− 10 + 6] + ũξ · [3− 2] + ũη · [2− 2] = x sin y.

Çâiäñè, âðàõóâàâøè, ùî çãiäíî ç íàøîþ çàìiíîþ

y = 3η − 2ξ, x = ξ − η,

îäåðæèìî
ũξη − ũξ = (η − ξ) · sin(3η − 2ξ)

� êàíîíi÷íèé âèãëÿä äàíîãî ðiâíÿííÿ. �
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Ïðèêëàä 2.

Âèçíà÷èòè òèï i çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ

uxx + 2xuxy − 3x2uyy + 4xux + 12x2uy = 0, x > 0.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî äèñêðèìiíàíò ðiâíÿííÿ

∆(x, y) = x2 + 3x2 = 4x2, x > 0.

Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî äàíå ðiâíÿííÿ ¹ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó. Çâåäåìî éîãî äî êà-
íîíi÷íîãî âèãëÿäó. Äëÿ öüîãî çàïèøåìî ðiâíÿííÿ õàðàêòåðèñòèê

dy2 − 2x dxdy − 3x2dx2 = 0.

Ðîçâ'ÿæåìî éîãî ÿê "êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî dy ":

dy = (x± 2x)dx ⇔ dy + xdx = 0 àáî dy − 3xdx = 0.

Çíàõîäèìî ïåðøi iíòåãðàëè îòðèìàíèõ ðiâíÿíü:

x2

2
+ y = C,

3

2
x2 − y = C.

Îòæå, çàìiíà çìiííèõ ìà¹ âèãëÿä

ξ =
x2

2
+ y, η =

3x2

2
− y.

Òîäi u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), i ïîõiäíi ôóíêöi¨ u âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ïîõiäíi
ôóíêöi¨ ũ òàê:

4x | ux = ũξ · x+ ũη · 3x,
12x2 | uy = ũξ · 1 + ũη · (−1),

1 | uxx = ũξξ · x2 + ũξη · 6x2 + ũηη · 9x2 + ũξ · 1 + ·ũη · 3,
2x | uxy = ũξξ · x+ ũξη · 2x+ ũηη · (−3x),

− 3x2| uyy = ũξξ · 1 + ũξη · (−2) + ũηη · 1.

Ïiäñòàâëÿ¹ìî âèðàçè ïîõiäíèõ â çàäàíå ðiâíÿííÿ:

ũξξ · [x2 + 2x2 − 3x2] + ũξη · [6x2 + 4x2 + 6x2] + ũηη · [9x2 − 6x2 − 3x2]+

+ũξ · [4x2 + 12x2] + ũη · [12x2 − 12x2] = 0 ⇔

16x2 ũξη + (16x2 + 1) ũξ + 3 ũη = 0.

Çâiäñè, îñêiëüêè 2x2 = ξ + η, ìà¹ìî

ũξη +
8(ξ + η) + 1

8(ξ + η)
ũξ +

3

8(ξ + η)
ũη = 0

� ðiâíÿííÿ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
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Ïðèêëàä 3.

Âèçíà÷èòè òèï i çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ

e2yuxx − 2xeyuxy + x2uyy − x2uy = x, (x, y) ∈ R2.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Îá÷èñëèìî äèñêðèìiíàíò

∆ = x2e2y − x2e2y = 0.

Îñêiëüêè ∆ = 0, òî äàíå ðiâíÿííÿ ¹ ïàðàáîëi÷íèì. Çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

e2ydy2 + 2xeydx dy + x2dx2 = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è éîãî ÿê "êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ ùîäî dy" , îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

dy = −x · e−ydx ⇐⇒ eydy + x dx = 0.

Çâiäñè îòðèìà¹ìî ïåðøèé iíòåãðàë

2ey + x2 = C.

Îòæå, äëÿ çâåäåííÿ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ïîòðiáíî çðîáèòè çàìiíó
çìiííèõ

ξ = 2ey + x2, η = x.

Îñêiëüêè u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), òî ìà¹ìî

0
∣∣ ux = ũξ · 2x+ ũη · 1,

− x2
∣∣ uy = ũξ · 2ey,

e2y
∣∣ uxx = ũξξ · 4x2 + ũξη · 4x+ ũηη · 1 + ũξ, ·2

− 2xey
∣∣ uxy = ũξξ · 4xey + ũξη · 2ey,

x2
∣∣ uyy = ũξξ · 4e2y + ũξ · 2ey.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi âèðàçè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ u ÷åðåç ïîõiäíi ôóíêöi¨ ũ ó âèõiäíå ðiâíÿííÿ:

ũξξ · [4x2e2y − 8x2e2y + 4x2e2y] + ũξη · [4xe2y − 4xe2y] + ũηη · [e2y]+

+ũξ · [−2x2ey + 2e2y + 2x2ey] + ũη · 0 = 0.

Âðàõóâàâøè, ùî çãiäíî ç íàøîþ çàìiíîþ x = η, îäåðæèìî

ũηη + 2ũξ = η.

Öå ¹ êàíîíi÷íèé âèãëÿä äàíîãî ðiâíÿííÿ. �
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Ïðèêëàä 4.

Âèçíà÷èòè òèï i çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ

y2uxx + 2yuxy + uyy + yuy = 0.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Çíàéäåìî äèñêðèìiíàíò ðiâíÿííÿ

∆(x, y) = y2 − y2 = 0.

Îòæå, äàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ïàðàáîëi÷íèé òèï. Çàïèøåìî éîãî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

y2dy2 − 2ydxdy + dx2 = 0⇔ (ydy − dx)2 = 0⇔

ydy − dx = 0.

Çíàõîäèìî ïåðøèé iíòåãðàë:
y2

2
− x = C

i â äàíîìó ðiâíÿííÿ ðîáèìî çàìiíó çìiííèõ:

ξ =
y2

2
, η = y,

îñêiëüêè ∣∣∣∣ξx ηx
ξy ηy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−1 0
y 1

∣∣∣∣ = 1 6= 0.

Ìà¹ìî u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ
(
ξ(x, y), η(x, y)

)
. Âèðàçèìî ïîõiäíi ôóíêöié u ÷åðåç ïîõiäíi

ôóíêöié ũ:

0 ·
∣∣ux = ũξ · (−1),

y ·
∣∣uy = ũξ · y + ũη · 1,

y2 ·
∣∣uxx = ũξξ · (−1)2,

2y ·
∣∣uxy = ũξξ · (−y) + ũξη · (−1),

1 ·
∣∣uyy = ũξξ · y2 + ũξη · 2y + ũηη · 1 + ũξ · 1.

Ïiäñòàâèìî öi âèðàçè ó âèõiäíå ðiâíÿííÿ:

ũξξ ·
[
− 2y2 + y2 + y2

]
+ ũξη ·

[
− 2y + 2y

]
+ ũηη ·

[
1
]

+ ũξ ·
[
y2 + 1

]
+ ũη ·

[
y
]

= 0 .

Çâiäñè îòðèìó¹ìî
ũηη + (η2 + 1)ũξ + ηũη = 0

� êàíîíi÷íèé âèãëÿä çàäàíîãî ðiâíÿííÿ. �
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Ïðèêëàä 5.

Çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ

uxx + 2xuxy + (x2 + 1)uyy + xuy = 0, (x, y) ∈ R2. (7)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî äèñêðèìiíàíò ðiâíÿííÿ

∆(x, y) = x2 − 1 · (x2 + 1) = −1.

Îñêiëüêè ∆(x, y) < 0, (x, y) ∈ R2, òî ðiâíÿííÿ (7) ìà¹ åëiïòè÷íèé òèï. Çàïèøåìî éîãî
õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

dy2 − 2xdxdy + (x2 + 1)dx2 = 0 .

Ðîçâ'ÿçóþ÷è éîãî ÿê "êâàäðàòè÷íå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî dy " , îòðèìà¹ìî

dy = (x± i)dx,

çâiäêè

y − x2

2
∓ i x = C.

Îòæå, çàìiíó çìiííèõ â ðiâíÿííi (7) áåðåìî ó âèãëÿäi

ξ = y − x2

2
, η = x.

Îñêiëüêè u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), òî i ìà¹ìî

0| ux = ũξ · (−x) + ũη · 1 ,
0| uy = ũξ · 1,
x| uxx = ũξξ · (−x2) + ũξη · (−2x) + ũηη · 1 + ũη · (−1) ,

2x| uxy = ũξξ · (−x) + ũξη · 1 ,
(x2 + 1)| uyy = ũηη · 1 .

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi âèðàçè ïîõiäíèõ ó ðiâíÿííÿ (7). Îòðèìà¹ìî

ũξξ[x
2 − 2x2 + x2 + 1] + ũξη[−2x+ 2x] + ũηη · [1] + ũξ · [x− 1] + ũη · [0] = 0⇔

ũξξ + ũηη + (η − 1)ũξ = 0

� êàíîíi÷íèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ (7). �
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Ïðèêëàä 6.

Âèçíà÷èòè òèï i çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ

y2uxx + 2xyuxy + 2x2uyy + yuy = 0, x > 0, y > 0.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Îá÷èñëèìî äèñêðèìiíàíò ðiâíÿííÿ

∆ = x2y2 − 2x2y2 = −x2y2.

Îñêiëüêè ∆ < 0, òî äàíå ðiâíÿííÿ ¹ åëiïòè÷íèì. Çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

y2dy2 − 2xy dx dy + 2x2dx2 = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è éîãî ùîäî dy, îòðèìà¹ìî ñóêóïíiñòü äâîõ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ ðiâíÿíü

dy =
xy ± ixy

y2
dx.

Ïiñëÿ ñïðîùåííÿ îòðèìà¹ìî
ydy = xdx± ixdx.

Ïåðøèé iíòåãðàë öüîãî ðiâíÿííÿ

x2 − y2 ± ix2 = C.

Îòæå, äëÿ çâåäåííÿ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ïîòðiáíî çðîáèòè çàìiíó
çìiííèõ

ξ = x2, η = x2 − y2.

Îá÷èñëèìî ïîõiäíi

0 | ux = ũξ · 2x+ ũη · 2x,
y | uy = ũη · (−2y),

y2 | uxx = ũξξ · 4x2 + ũξη · 8x2 + ũηη · 4x2 + ũξ · 2 + ũη · 2,
2xy | uxy = ũξη · (−4xy) + ũηη · (−4xy),

2x2 | uyy = ũξξ · 4y2 + ũη · (−2).

Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíi âèðàçè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ u ó âèõiäíå ðiâíÿííÿ i âðàõóâàâøè, ùî
çãiäíî ç íàøîþ çàìiíîþ x2 = ξ, y2 = ξ − η, îäåðæèìî

ũξξ + ũηη +
1

2ξ
ũξ +

1

2(η − ξ)
ũη = 0.

Öå ¹ êàíîíi÷íèé âèãëÿä äàíîãî ðiâíÿííÿ. �

Ïðèêëàä 7.

Âèçíà÷èòè òèï i çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ

xuxx + 2xuxy + (x− 1)uyy = 0, (x, y) ∈ R2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî äèñêðèìiíàíò öüîãî ðiâíÿííÿ:

∆(x, y) = x2 − x(x− 1) = x.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äàíå ðiâíÿííÿ, çàëåæíî âiä çíà÷åííÿ x, ¹ òàêèõ òèïiâ:
1) ÿêùî x = 0, òîáòî ∆ = 0, òî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó,
2) ÿêùî x > 0, òîáòî ∆ > 0, òî ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó,
3) ÿêùî x < 0, òîáòî ∆ < 0, òî ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî òèïó.

Ðîçãëÿíåìî êîæíèé âèïàäîê îêðåìî. Ó âèïàäêó 1), òîáòî íà ìíîæèíi {(0, y) | y ∈ R},
ðiâíÿííÿ ìà¹ òàêèé êàíîíi÷íèé âèãëÿä:

uyy = 0.

Ó âèïàäêó 2), òîáòî íà ìíîæèíi {(x, y) |x > 0}, ðiâíÿííÿ õàðàêòåðèñòèê ìà¹ âèãëÿä

xdy2 − 2xdxdy + (x− 1)dx2 = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è éîãî ÿê "êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî dy":

dy =
x±
√
x

x
dx ⇔ dy = (1− 1√

x
)dx ∨ dy = (1 +

1√
x

)dx.

Çíàõîäèìî ïåðøi iíòåãðàëè

y − x− 2
√
x = C1, y − x+ 2

√
x = C2.

Îòæå, â íàøîìó ðiâíÿííi òðåáà çðîáèòè çàìiíó çìiííèõ:

ξ = y − x− 2
√
x, η = y − x+ 2

√
x.

Òîäi u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)) i

0 | ux = ũξ(−1− 1√
x

) + ũη(−1 +
1√
x

),

0 | uy = ũξ1 + ũη1,

x | uxx = ũξξ(−1− 1√
x

)2 + 2ũξη(−1− 1√
x

)(−1 +
1√
x

) + ũηη(−1 +
1√
x

)2+

+
1

2x
√
x
ũξ −

1

2x
√
x
ũη,

2x | uxx = ũξξ(−1− 1√
x

) + ũξη(−1− 1√
x
− 1 +

1√
x

) + ũηη(−1 +
1√
x

) ≡

≡ ũξξ(−1− 1√
x

) + ũξη(−2) + ũηη(−1 +
1√
x

),

(x− 1) | uyy = ũξξ + 2ũξη + ũηη.

Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíi âèðàçè â ðiâíÿííÿ (2), îòðèìà¹ìî

ũξξ ·
[
x(1− 1

x
)2 + 2x(−1− 1√

x
) + x− 1

]
+ ũξη ·

[
x(1− 1

x
) + (−2)2x+ 2(x− 1)

]
+

+ũηη ·
[
x(−1 +

1√
x

)2 + 2x(−1 +
1√
x

) + (x− 1)1
]
+

+ũξ ·
[
x

1

2x
√
x

]
+ ũη ·

[
x(− 1

2x
√
x

)
]

= 0⇐⇒ ũξ ·
[
− x− 3

]
+ ũξ ·

1

2
√
x
− ũη ·

1

2
√
x

= 0.
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Îñêiëüêè x = (η−ξ
2

)2 , òî ìà¹ìî êàíîíi÷íèé âèãëÿä íàøîãî ðiâíÿííÿ:

ũξη −
2

η − ξ
16

(η − ξ)2 + 8
(ũξ − ũη) = 0

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê 3), òîáòî êîëè x < 0. Òîäi õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïè-
ñàòè ó âèãëÿäi ñóêóïíîñòi ðiâíÿíü

dy =
x± i

√
−x

x
dx ⇔ dy =

(
1± i 1√

−x

)
dx ,

i îòðèìàòè òàêi ïåðøi iíòåãðàëè:

y − x± i · 2
√
−x = C.

Îòæå, äëÿ çâåäåííÿ ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ïîòðiáíî çðîáèòè çàìiíó çìiííèõ{
ξ = y − x,
η = 2

√
−x.

Îñêiëüêè u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), òî

0 | ux = ũξ · (−1) + ũη ·
(
− 1√
−x

)
,

0 | uy = ũξ · 1 ,

x | uxx = ũξξ · (−1)2 + 2ũξη ·
1√
−x

+ ũηη ·
(
−1√
−x

)2

+ ũη ·
1

2x
√
−x

,

2x | uxy = ũξξ · (−1) + ũξη ·
(
− 1√
−x

)
,

(x− 1) | uyy = ũξξ · 12 .

Ïiäñòàâèìî âèðàçè ïîõiäíèõ u ÷åðåç ïîõiäíi ũ â ðiâíÿííÿ:

ũξξ · [x− 2x+ x− 1] + ũξη ·
[
2x

1√
−x
− 2x

1√
−x

]
+

+ũηη

[
1

−x
· x
]

+ ũξ · [0] + ũη

[
x

1

2x
√
−x

]
= 0⇔ −ũξξ − ũηη +

1

2
√
−x

ũη = 0⇔

ũξξ + ũηη −
1

η
ũη = 0

� êàíîíi÷íèé âèãëÿä äàíîãî ðiâíÿííÿ.

1.2. Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ ãiïåð-

áîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè

1.2.1. Çíàõîäæåííÿ çàãàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

Çíàõîäæåííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äîâiëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî
ïîðÿäêó, âçàãàëi êàæó÷è, íåìîæëèâå. Àëå â äåÿêèõ ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ öå ëåãêî çðîáèòè.
Íàâåäåìî ÷àñòèíó öèõ âèïàäêiâ.
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Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ãiïåðáîëi÷íå ðiâíÿííÿ ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + a1(x, y)ux + b1(x, y)uy + c1(x, y)u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,
(8)

äå Ω � îáëàñòü â R2, i íåõàé

ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y), (x, y) ∈ Ω, (ξ, η) ∈ Ω̃, (9)

íåâèðîäæåíà çàìiíà çìiííèõ, ïðè ÿêié äàíå ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

ũξη + ã1(ξ, η)ũξ + b̃1(ξ, η)ũη + c̃1(ξ, η)ũ = f̃(ξ, η), (ξ, η) ∈ Ω̃. (10)

Ðîçãëÿíåìî êiëüêà íàéïðîñòiøèõ âèïàäêiâ âèêîíàííÿ îäíi¹¨ ç óìîâ à) àáî á) i çíàõî-
äæåííÿ ïðè öüîìó çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ. Ïðè öüîìó äëÿ ñïðîùåííÿ
âèêëàäåííÿ, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî Ω̃ = I × J, I, J � âiäïîâiäíi
÷èñëîâi iíòåðâàëè, òîáòî Ω̃ � âiäêðèòèé ïðÿìîêóòíèê çi ñòîðîíàìè, ïàðàëåëüíèìè îñÿì
êîîðäèíàò.

Âèïàäîê 1. Íåõàé â ðiâíÿííi (10): ã1 = 0, b̃1 = 0, c̃1 = 0, òîáòî âîíî ìà¹ âèãëÿä

ũξη = f̃(ξ, η). (11)

Çíàõîäæåííÿ éîãî ðîçâ'ÿçêó çâîäèòüñÿ äî iíòåãðóâàííÿ îäíi¹¨ ç ñèñòåì ðiâíÿíü:

vη = f̃(ξ, η), ũξ = v (12)

àáî
vξ = f̃(ξ, η), ũη = v. (13)

Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó (12). Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî ðiâíÿííÿ, iíòåãðóþ÷è
éîãî ïî η i ïðè öüîìó ââàæàþ÷è ξ ïàðàìåòðîì. Ó ðåçóëüòàòi çäîáóâà¹ìî

v(ξ, η) =

η∫
η0

f̃(ξ, r) dr + F1(ξ),

äå η0 � ôiêñîâàíå ÷èñëî, F1 � äîâiëüíà ôóíêöiÿ. Ïiäñòàâèìî îòðèìàíèé âèðàç v ó äðóãå
ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (13). Ïðîiíòåãðóâàâøè îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ïî ξ, ââàæàþ÷è ïðè öüîìó η
ïàðàìåòðîì, îòðèìà¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (11):

ũ(ξ, η) =

ξ∫
ξ0

η∫
η0

f̃(t, r) drdt+ F (ξ) +G(η),

äå F (ξ), ξ ∈ I, G(η), η ∈ J, � äîâiëüíi íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ (òóò F �
ïåðâiñíà âiä F1).

Îòîæ, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8) â äàíîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

u(x, y) =

ϕ(x,y)∫
ξ0

ψ(x,y)∫
η0

f̃(t, r) drdt+ F (ϕ(x, y)) +G(ψ(x, y)),

äå F, G � äîâiëüíi äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi íà âiäïîâiäíèõ
÷èñëîâèõ ïðîìiæêàõ.
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Âèïàäîê 2. Íåõàé â ðiâíÿííi (10): ã = p(η), b̃1 = 0, c̃1 = 0, òîáòî âîíî ìà¹ âèãëÿä

ũξη + p(η)ũξ = f̃(ξ, η). (14)

Çíàõîäæåííÿ éîãî ðîçâ'ÿçêó çâîäèòüñÿ äî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü

vη + p(η)v = f̃(ξ, η), ũξ = v. (15)

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî ðiâíÿííÿ, òîáòî ðiâíÿííÿ

vη + p(η)v = f̃(ξ, η).

Éîãî ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê çâè÷àéíå ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó
ùîäî çìiííî¨ η, ââàæàþ÷è çìiííó ξ ïàðàìåòðîì.

Ðîçâ'ÿæåìî éîãî, ïîìíîæèâøè ïîïåðåäíüî íà e

η∫
η0

p(s) ds

. Îòðèìà¹ìî

e

η∫
η0

p(s) ds

vη + p(η)e

η∫
η0

p(s) ds

v = e

η∫
η0

p(s) ds

f̃(ξ, η) ⇔
(
e

η∫
η0

p(s) ds

v)η = e

η∫
η0

p(s) ds

f̃(ξ, η) ⇔

e

η∫
η0

p(s) ds

v =

η∫
η0

e

r∫
η0

p(s) ds

f̃(ξ, r) dr + F1(ξ) ⇔

v = e
−

η∫
η0

p(s) ds
η∫

η0

e

r∫
η0

p(s) ds

f̃(ξ, r) dr + e
−

η∫
η0

p(s) ds

F1(ξ).

äå η0 � ôiêñîâàíå ÷èñëî, F1 � äîâiëüíà ôóíêöiÿ. Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíèé âèðàç v(·) â äðóãå
ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (15) i iíòåãðóþ÷è éîãî ïî ξ, ââàæàþ÷è ïðè öüîìó çìiííó η ïàðàìåòðîì,
îòðèìà¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (10):

ũ(ξ, η) = e
−

η∫
η0

p(s) ds
ξ∫

ξ0

η∫
η0

e

r∫
η0

p(s) ds

f̃(t, r) drdt+ e
−

η∫
η0

p(s) ds

F (ξ) +G(η),

äå F (ξ), ξ ∈ I, G(η), η ∈ J, � äîâiëüíi íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨, ÿêi âèçíà÷åíi
íà âiäïîâiäíèõ ÷èñëîâèõ iíòåðâàëàõ (òóò F � ïåðâiñíà âiä F1).

Çâiäñè çäîáóâà¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8) ó âèãëÿäi

u(x, y) = e
−
ψ(x,y)∫
η0

p(s) ds
ϕ(x,y)∫
ξ0

ψ(x,y)∫
η0

e

r∫
η0

p(s) ds

f̃(q, r) drdq + e
−
ψ(x,y)∫
η0

p(s) ds

F (ϕ(x, y)) +G(ψ(x, y)),

äå F, G � äîâiëüíi äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨, ÿêi âèçíà÷åíi íà âiäïîâiäíèõ
÷èñëîâèõ ïðîìiæêàõ.

Âèïàäîê 3. Íåõàé â ðiâíÿííi (10): ã1 = 0, b̃1 = q(ξ), c̃1 = 0, òîáòî âîíî ìà¹ âèãëÿä

ũξη + q(ξ)ũη = f̃(ξ, η). (16)

Éîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çâîäèòüñÿ äî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü

vξ + q(ξ)v = f̃(ξ, η), ũη = v. (17)

Öÿ ñèñòåìà iíòåãðó¹òüñÿ öiëêîì àíàëîãi÷íî, ÿê ñèñòåìà (15), iç çàìiíîþ η íà ξ.
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Ïðèêëàä 8.

Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

4y2uxx + 2(1− y2)uxy − uyy −
2y

1 + y2
(2ux − uy) = 0.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ñïî÷àòêó çâåäåìî äàíå ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Îá÷èñëèâøè
äèñêðèìiíàíò ðiâíÿííÿ

∆ = (1− y2)2 + y2 = 1 + 2y2 + y4 = (1 + y2)2,

ïåðåêîíó¹ìîñÿ (îñêiëüêè ∆ > 0), ùî äàíå ðiâíÿííÿ ¹ ãiïåðáîëi÷íèì. Çàïèøåìî éîãî ðiâ-
íÿííÿ õàðàêòåðèñòèê

4y2dy2 − 2(1− y2)dx dy − dx2 = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è éîãî ÿê êâàäðàòíå âiäíîñíî dy, îòðèìà¹ìî ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü

dy = −1

2
dx, dy =

1

2y2
dx.

Ïåðøi iíòåãðàëè öèõ ðiâíÿíü

2y + x = C,
2

3
y3 − x = C.

Îòæå, äëÿ çâåäåííÿ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ïîòðiáíî çðîáèòè çàìiíó
çìiííèõ

ξ = 2y + x, η =
2

3
y3 − x.

Âèðàçèìî ïîõiäíi ôóíêöi¨ u ÷åðåç ïîõiäíi ôóíêöi¨ ũ:

−4y

1 + y2

∣∣∣ ux = ũξ − ũη,

2y

1 + y2

∣∣∣ uy = 2ũ + 2y2ũη,

4y2| uxx = ũξξ − 2ũξη + ũηη,

2(1− y2)| uxy = 2ũξξ + (−2 + 2y2)ũξη − 2y2ũηη,

− 1| uyy = 4ũξξ + 8y2ũξη + 4y4ũηη + 4yũη.

Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíi âèðàçè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ u ó âèõiäíå ðiâíÿííÿ, îäåðæèìî êàíîíi-
÷íèé âèãëÿä äàíîãî ðiâíÿííÿ

ũξη = 0. (18)

Iíòåãðóþ÷è ðiâíÿííÿ (18) ñïî÷àòêó ïî ξ, ââàæàþ÷è ïðè öüîìó η ïàðàìåòðîì, à ïîòiì � ïî
η, ââàæàþ÷è ïðè öüîìó ξ ïàðàìåòðîì, îäåðæèìî

ũ(ξ, η) = F (ξ) +G(η).

äå F (·) i G(·) � äîâiëüíi íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨.
Çâiäñè, âåðíóâøèñü äî ñòàðèõ çìiííèõ, îòðèìó¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíîãî ðiâ-

íÿííÿ:
u(x, y) = F (2y + x) +G(2y3/3− x),

äå F (·) i G(·) � äîâiëüíi äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨. �
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Ïðèêëàä 9.

Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

uxx + 2uxy + (1− e2x)uyy − ux − uy = 0, (x, y) ∈ R2. (19)

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ñïî÷àòêó çâåäåìî äàíå ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Çíàéäåìî äèñ-
êðèìiíàíò ðiâíÿííÿ:

∆(x, y) = 1− 1 + e2x = e2x.

Îñêiëüêè ∆(x, y) > 0 äëÿ âñiõ (x, y) ∈ R2, òî ðiâíÿííÿ (19) ìà¹ ãiïåðáîëi÷íèé òèï. Çàïè-
øåìî âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ õàðàêòåðèñòèê:

dy2 − 2 dxdy + (1− e2x)dx2 = 0.

Ðîçâ'ÿçàâøè éîãî ÿê "êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî dy" , îòðèìà¹ìî ñóêóïíiñòü äâîõ ðiâ-
íÿíü:

dy = (1± ex) dx,

i çíàéäåìî ¨õ ïåðøi iíòåãðàëè:

y − x− ex = C, y − x+ ex = C.

Îòæå, ðiâíÿííÿ (19) çâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó çàìiíîþ çìiííèõ:

ξ = y − x− ex, η = y − x+ ex.

Îñêiëüêè
u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ

(
ξ(x, y), η(x, y)

)
,

òî

− 1
∣∣ux = ũξ · (−1− ex) + ũη · (−1 + ex),

− 1
∣∣ uy = ũξ · 1 + ũη · 1,

1
∣∣ uxx = ũξξ · (−1− ex)2 + 2ũξη · (−1− ex)(−1 + ex) + ũηη · (−1 + ex)2+

+ ũξ · (−ex) + ũη · ex,
2
∣∣ uxy = ũξξ · (−1− ex) + ũξη · (−1− ex − 1 + ex) + ũηη · (−1 + ex),

(1− e2x)
∣∣ uyy = ũξξ · 1 + 2ũξη · 1 + ũηη · 1.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi âèðàçè u ÷åðåç ïîõiäíi ũ â çàäàíå ðiâíÿííÿ. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

ũξξ

[
(−1− ex)2 + 2(−1− ex) + 1− e2x

]
+ ũξη

[
2(1− e2x) + (−4) + 2(1− e2x)

]
+

+ũηη

[
(−1 + ex)2 + 2(−1 + ex) + (1− e2x)

]
+ ũξ

[
(−1) · (−1− ex)− ex − 1

]
+

+ũη

[
(−1) · (−1 + ex) + ex − 1

]
= 0⇐⇒ −4e2xũξη = 0⇐⇒ ũξη = 0. (20)

Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ (20), à òî÷íiøå, çíàéäåìî éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî,
ùî ðiâíÿííÿ (20) ðiâíîñèëüíå ñèñòåìi ðiâíÿíü

vξ = 0, ũη = v. (21)
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Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî ðiâíÿííÿ, iíòåãðóþ÷è éîãî çà çìiííîþ η, ââàæàþ÷è çìiíó
ξ äîâiëüíîþ i ôiêñîâàíîþ. Òîäi

v = F1(ξ), (22)

äå F1 � äîâiëüíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ.
Ïiäñòàâèìî âèðàç (22) â äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè :

ũξ = f1(ξ).

Iíòåãðóþ÷è öå ðiâíÿííÿ çà çìiííîþ ξ, ââàæàþ÷è çìiííó η äîâiëüíî çàäàíîþ, îòðèìà¹ìî

ũξη = F (ξ) +G(η), (23)

äå F i G�äîâiëüíi äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi íà îñi R ôóíêöi¨ (òóò F � ïåðâiñíà âiä
F1), òîáòî âèðàç (23) ¹ çîáðàæåííÿì çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (20).

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çìiííèõ x i y, çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (19):

u(x, y) = F (y − x− ex) +G(y − x+ ex), (x, y) ∈ G,

äå F i G�äîâiëüíi äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨.

Ïðèêëàä 10.

Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ:

uxx + 4uxy − 5uyy + ux − uy = 0. (24)

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ñïî÷àòêó çâåäåìî ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Çíàéäåìî äèñêðè-
ìiíàíò ðiâíÿííÿ

∆(x, y) = 4 + 5 = 9 > 0.

Îòæå, ðiâíÿííÿ (24) ìà¹ ãiïåðáîëi÷íèé òèï. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ õàðàêòåðèñòèê:

dy2 − 4dxdy + 5dx2 = 0, (25)

çâiäñè
dy = (2± 3) dx⇐⇒ dy − 5dy = 0 àáî dy + dx = 0.

Îòæå, ïåðøèé iíòåãðàë ðiâíÿííÿ (25) ìàþòü âèãëÿä,

y − 5x = C1 àáî y + x = C2,

i â ðiâíÿííi (24) ðîáèìî çàìiíó çìiííèõ

ξ = y − 5x, η = y + x.

Âðàõóâàâøè, ùî
u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ

(
ξ(x, y), η(x, y)

)
,

çíàõîäèìî

− 1 ·
∣∣ux = ũξ · (−5) + ũη · 1,

− 1 ·
∣∣uy = ũξ · 1 + ũη · 1,

1 ·
∣∣uxx = ũξξ · (−5)2 + 2ũξη · (−5) · 1 + ũηη · 12,

4 ·
∣∣uxy = ũξξ · (−5) · 1 + ũξη · (−5 · 1 + 1 · 1) + ũηη · 12,

− 5 ·
∣∣uyy = ũξξ · 12 + 2ũξη · 1 · 1 + ũηη · 12.
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Ïiäñòàâèâøè öi âèðàçè ó ðiâíÿííÿ (24) îäåðæèìî

ũξξ · [15− 5 · 4− 5] + ũξη · [−10− 16− 10] + ũηη · [1 + 4− 5]+

+ũξ[−5− 1] + ũη[1− 1] = 0⇐⇒ −36ũξη − 6ũξ = 0 ⇐⇒

ũξη +
1

6
ũη = 0. (26)

Ðiâíÿííÿ (26) ðiâíîñèëüíå ñèñòåìi ðiâíÿíü

vξ +
1

6
v = 0, ũη = v. (27)

Ñïî÷àòêó ðîçâ'ÿæåìî ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (27). Äëÿ öüîãî ïîìíîæèâøè éîãî íà eξ/6 i
ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi (

veξ/6
)
ξ

= 0.

Çâiäñè iíòåãðóþ÷è çà çìiííîþ ξ, ââàæàþ÷è çìiííó η äîâiëüíîþ i ôiêñîâàíîþ, çíàõîäèìî

veξ/6 = G1(η),

äå G1�äîâiëüíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ.
Îòæå, ìà¹ìî

v(ξ, η) = G1(η) · e−ξ/6.
Ïiäñòàâëÿþ÷è öåé âèðàç â äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (27), îäåðæèìî

ũη = G1(η) · e−ξ/6,

Çâiäñè ìà¹ìî çàãàëüíèé ðîç`ÿçîê ðiâíÿííÿ (26):

ũξη = F (ξ) +G(η)e−ξ/6,

äå F i G�äîâiëüíi äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨. Âåðòàþ÷èñü äî çìiííèõ x i y,
çíàõîäèìî

u(x, y) = F (y − 5x) +G(y + x) e(−y+5x)/6

� çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíîãî ðiâíÿííÿ.

1.2.2. Çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi

Íåõàé Ω � îáëàñòü â R2. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç äâîìà
íåçàëåæíèìè çìiííèìè

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + a1(x, y)ux + b1(x, y)uy + c1(x, y)u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,
(28)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè àáî âèãëÿäó

u
∣∣
y=µ1(x)

= ϕ(x),
∂u

∂y

∣∣∣
y=µ1(x)

= ψ(x), (29)

àáî âèãëÿäó

u
∣∣
x=µ2(y)

= ϕ(y),
∂u

∂x

∣∣∣
x=µ2(y)

= ψ(y). (30)

Ââàæàòèìåìî, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ (28) âèêîíóþòüñÿ òàêi æ óìîâè, ÿê ó ïóíêòi , òîáòî
óìîâè, ÿêi ãàðàíòóþòü ìîæëèâiñòü çíàõîäæåííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (28). Òîäi,
çíàéøîâøè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (28), ÿêèé ìiñòèòü äâi äîâiëüíi ôóíêöi¨, ïiäñòà-
âèìî éîãî âèðàç ó ïî÷àòêîâi óìîâè ((29) ÷è (30)) i âèçíà÷èìî öi ôóíêöi¨. Òàêèé ìåòîä çíà-
õîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Ïðîäåìîíñòðó¹ìî
éîãî íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi.
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Ïðèêëàä 11.

Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

uxx + 2 sinxuxy − cos2 xuyy + cosxuy = −4. (31)

u
∣∣
y=− cosx+2x+1

= 1 + 2 sinx, uy
∣∣
y=− cosx+2x+1

= 2− 2x. (32)

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ñïî÷àòêó çâåäåìî äàíå ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Çíàéøîâøè
äèñêðèìiíàíò ðiâíÿííÿ

∆ = sin2 x+ cos2 x = 1,

ïåðåêîíó¹ìîñÿ (îñêiëüêè ∆ > 0), ùî äàíå ðiâíÿííÿ ¹ ãiïåðáîëi÷íèì. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ
õàðàêòåðèñòèê

dy2 − 2 sinx dx dy − cos2 x dx2 = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è éîãî ùîäî dy, îòðèìà¹ìî ñóêóïíiñòü äâîõ ðiâíÿíü

dy = (sinx+ 1)dx, dy = (sinx− 1)dx.

Çàãàëüíi iíòåãðàëè öèõ ðiâíÿíü

y + cosx− x = C1, y + cosx+ x = C2.

Îòæå, äëÿ çâåäåííÿ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ñëiä çðîáèòè çàìiíó

ξ = y + cosx− x, η = y + cosx+ x.

Âèðàçèìî ïîõiäíi ôóíêöi¨ u ÷åðåç ïîõiäíi ôóíêöi¨ ũ:

0| ux = ũξ · (− sinx− 1) + ũη · (− sinx+ 1),

cosx | uy = ũξ · 1 + ũη · 1,
1 | uxx = ũξξ · (sin2 x+ 2 sinx+ 1) + ũξη · (2 sin2 x− 2) + ũηη · (sin2 x− 2 sinx+ 1)+

+ ũξ · (− cosx) + ũη · (− cosx),

2 sinx | uxy = ũξξ · (− sinx− 1) + ũξη · (−2 sinx) + ũηη · (− sinx+ 1),

− cos2 x | uyy = ũξξ · 1 + ũξη · 2 + ũηη · 1.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi âèðàçè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ u ÷åðåç ïîõiäíi ôóíêöi¨ ũ ó âèõiäíå ðiâíÿííÿ:

ũξξ ·[sin2 x+2 sinx+1+2 sin x(− sinx−1)−cos2 x]+ũξη ·[2 sin2 x−2+2 sin x(−2 sinx)−2 cos2 x]+

+ũηη ·[sin2 x−2 sinx+1+2 sinx(− sinx+1)−cos2 x]+ũξ ·[cosx−cosx]+ũη ·[cosx−cosx] = −4.

Ïiñëÿ âiäïîâiäíèõ ñïðîùåíü îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

ũξη = 1. (33)

Iíòåãðóþ÷è öå ðiâíÿííÿ ñïî÷àòêó ïî ξ, ââàæàþ÷è ïðè öüîìó η ïàðàìåòðîì, à ïîòiì � ïî
η, ââàæàþ÷è ïðè öüîìó ξ ïàðàìåòðîì, îäåðæèìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (33):

ũ(ξ, η) = ηξ + F (ξ) +G(η),

äå F i G � äîâiëüíi äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨.
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Ïîâåðíóâøèñü äî çìiííèõ x òà y, çäîáóâà¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ

u(x, y) = (y + cosx− x)(y + cosx+ x) + F (y + cosx− x) +G(y + cosx+ x), (34)

äå F (·) i G(·) � äîâiëüíi äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨.
Çíàéäåìî ÷àñòèííó ïîõiäíó

uy(x, y) = (y + cosx− x) + (y + cosx+ x) + F ′(y + cosx− x) +G′(y + cosx+ x).

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíi âèðàçè u, uy â ïî÷àòêîâi óìîâè:

u
∣∣
y=− cosx+2x+1

= (x+ 1)(3x+ 1) + F (x+ 1) +G(3x+ 1) = 1 + 2 sinx, (35)

uy
∣∣
y=− cosx+2x+1

= 4x+ 2 + F ′(x+ 1) +G′(3x+ 1) = 2− 2x. (36)

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ðiâíiñòü (36) ïî x:

6x+ 4 + F ′(x+ 1) + 3G′(3x+ 1) = 2 cos x. (37)

Âiäíÿâøè âiä ðiâíîñòi (37) ðiâíiñòü (36), îòðèìà¹ìî

G′(3x+ 1) = cosx− 2. (38)

Çðîáèìî â (38) çàìiíó çìiííèõ z = 3x + 1, òîáòî x = z−1
3
. Òîäi G′(z) = cos z−1

3
− 2. Çâiäñè

G(z) = 3 sin z−1
3
− 2z + C, äå C � äîâiëüíà ñòàëà. Òîäi ç (35) ìàòèìåìî

F (x+ 1) = 1 + 2 sinx− (x+ 1)(3x+ 1)− 3 sinx+ 2(3x+ 1)− C,

òîáòî F (x + 1) = −3x2 + 2x + 2 − sinx − C. Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ x + 1 = s, çâiäêè
x = s− 1 i

F (s) = −3(s− 1)2 + 2(s− 1) + 2− sin(s− 1).

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i Êîøi âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

u(x, y) = (y + cosx− x)(y + cosx+ x)− 3(y + cosx− x− 1)2 + 2(y + cosx− x− 1)+

+2− sin(y + cosx− x− 1) + 3 sin
y + cosx+ x− 1

3
− 2(y + cosx+ x).

�

Ïðèêëàä 12.

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ

uxx − 3uxy + 2uyy + ux − uy = 0 (39)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u|y=x+1 = e5x+2, uy|y=x+1 = 2e5x+2. (40)

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äàíîãî ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî çâî-
äèìî íàøå ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Çíàõîäèìî äèñêðèìiíàíò ðiâíÿííÿ.

∆(x, y) =
(
− 3

2

)2
− 2 =

1

4
> 0.
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Çâiäñè, çîêðåìà, îòðèìó¹ìî âèñíîâîê, ùî äàíå ðiâíÿííÿ ¹ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó. Çàïèøåìî
ðiâíÿííÿ õàðàêòåðèñòèê:

dy2 + 3dxdy + 2dx2 = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è éîãî ÿê "êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî dy" , çíàõîäèìî

dy =
(
− 3

2
± 1

2

)
dx ⇔ dy + dx = 0 àáî dy + 2dx = 0.

Çíàõîäèìî ïåðøi iíòåãðàëè
x+ y = C, 2x+ y = C.

Îòæå, â íàøîìó ðiâíÿííi òðåáà çðîáèòè çàìiíó çìiííèõ

ξ = x+ y, η = 2x+ y.

Òîäi
u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y))

i ìà¹ìî

1 | ux = ũξ · 1 + ũη · 2,
−1 | uy = ũξ · 1 + ũη · 1,

1 | uxx = ũξξ · 1 + 2 · ũξη · 2 + ũηη · 4,
−3 | uxy = ũξξ + ũξη · 3 + ũηη · 4,

2 | uyy = ũξξ · 1 + ũξη · 2 + ũηη · 1.

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíi âèðàçè â íàøå ðiâíÿííÿ.

ũξξ · [1−3+2]+ ũξη · [4−9+4]+ ũηη · [4−6+2]+ ũξ · [1−1]+ ũη · [2−1] = 0⇔ −ũξη + ũη = 0⇔

ũξη − ũη = 0 (41)

� ðiâíÿííÿ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ðiâíÿííÿ (41) ¹ åêâiâàëåíòíèì ñèñòåìi ðiâíÿíü

vξ − v = 0, ũη = v. (42)

Ðîçâ'ÿæåìî ïåðøå ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ïîìíîæèìî éîãî íà e−ξ i ïåðåòâîðèìî òàê:

(ve−ξ)ξ = 0.

Çâiäñè îòðèìà¹ìî
ve−ξ = G1(η) ⇔ v = eξG1(η),

äå G1 � äîâiëüíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ.
Ïiäñòàâèìî âèðàç v â äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (42):

ũη = eξG1(η).

Iíòåãðóþ÷è öå ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (41):

ũ(ξ, η) = F (ξ) + eξG(η),

äå F i G � äîâiëüíi íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ (G � ïåðâiñíà âiä G1).

20



Ïîâåðòàþ÷èñü äî çìiííèõ x i y , îòðèìà¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äàíîãî ðiâíÿííÿ:

u(x, y) = F (x, y) + ex+yG(2x+ y), (43)

äå F , G � äîâiëüíi íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíi íà R ôóíêöi¨.
Ïiäñòàâèìî âèðàç çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (43) â ïî÷àòêîâi óìîâè (40), àëå ñïî÷àòêó îá-

÷èñëèìî ïîõiäíó çíàéäåíîãî ðîçâ'ÿçêó

uy(x, y) = F ′(x+ y) + ex+yG(2x+ y) + ex+yG′(2x+ y).

Òîäi ç ïî÷àòêîâèõ (40) óìîâ ìà¹ìî

u|y=x+1 = F (2x+ 1) + e2x+1G(3x+ 1) = e5x+2 + 1, (44)

u|y=x+1 = F ′(2x+ 1) + e2x+1G(3x+ 1) + e2x+1G′(2x+ 1) = 2e5x+2. (45)

Çíàéäåìî ôóíêöi¨ F, G. Äëÿ öüîãî ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ðiâíiñòü (44):

2F ′(2x+ 1) + 2e2x+1G(3x+ 1) + 3e2x+1G′(3x+ 1) = 5e5x+2. (46)

Ïîìíîæèìî ðiâíiñòü (45) íà 2 i âiäíiìåìî îòðèìàíó ðiâíiñòü âiä ðiâíîñòi (46):

e2x+1G′(3x+ 1) = e5x+2 ⇐⇒ G′(3x+ 1) = e3x+1. (47)

Çðîáèìî â (47) çàìiíó çìiííèõ
p = 3x+ 1.

Òîäi G′(p) = ep , çâiäêè ìà¹ìî

G(p) = ep + C, C − äîâiëüíà ñòàëà. (48)

Ç ðiâíîñòi (44), âðàõóâàâøè (48), çíàõîäèìî

F (2x+ 1) = e5x+2 + 1− e2x+1(e3x+1 + C) ≡ 1− Ce2x+1.

Çðîáèìî òóò çàìiíó çìiííèõ
q = 2x+ 1.

Òîäi
F (q) = 1− Ceq, (49)

äå C � òà æ ñàìà äîâiëüíà ñòàëà, ùî â (48).
Ç âèðàçó çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (43) i (48) òà (49) ìà¹ìî

u(x, y) = 1− Cex+y + ex+y(e2x+y + C) ≡ e3x+2y + 1

ðîçâ'ÿçîê íàøî¨ çàäà÷i.
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Ïðèêëàä 13.

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi :

uxx + uxy + yux = 0, (x, y) ∈ R2, (50)

u|y=2x = ϕ(x), uy|y=2x = ψ(x), x ∈ R, (51)

äå ϕ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R).

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (9), à äëÿ öüîãî çâå-
äåìî éîãî äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Îá÷èñëèìî äèñêðèìiíàíò ðiâíÿííÿ (9) :

∆(x, y) =
1

4
> 0.

Îòæå, ðiâíÿííÿ (50) ìà¹ ãiïåðáîëi÷íèé òèï. Çàïèøåìî äëÿ íüîãî ðiâíÿííÿ õàðàêòåðèñòèê:

dy2 − dxdy = 0 ⇔ (dy − dx)dy = 0 ⇔ dy = 0 àáî dy − dx = 0.

Çíàéäåìî ïåðøi iíòåãðàëè öèõ ðiâíÿíü :

y = C, y − x = C.

Îòæå, äëÿ çâåäåííÿ ðiâíÿííÿ (50) äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ïîòðiáíî çðîáèòè â íüîìó çàìiíó
çìiííèõ:

ξ = y, η = y − x. (52)

Âðàõîâóþ÷è, ùî u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), çíàõîäèìî:

y | ux = ũη · (−1),

0 | uy = ũξ · 1 + ũη · 1,
1 | uxx = ũηη · (−1)2,

1 | uxy = ũξη · (−1) + ũηη · (−1),

0 | uyy = ũξξ · 1 + ũξη · 2 + ũηη · 1.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi âèðàçè â ðiâíÿííÿ (50):

ũξξ · [1 · 0] + ũξη · [1 · (−1)] + ũηη · [1 · 1 + 1 · (−1)] + (−y) · ũη = 0 ⇔ −ũξη − ξũη = 0 ⇔

ũξη + ξũη = 0. (53)

Ðiâíÿííÿ (53) ðiâíîñèëüíå ñèñòåìi ðiâíÿíü:

vξ + ξv = 0, ũη = v. (54)

Ðîçâ'ÿæåìî ïåðøå ç ðiâíÿíü ñèñòåìè (54):

∂v

∂ξ
= −ξv ⇔ 1

v

∂v

∂ξ
= −ξ àáî v = 0.

Ìà¹ìî
1

v

∂v

∂ξ
= −ξ ⇔ ∂ ln |v|

∂ξ
= −ξ ⇔ ln |v| = −ξ2/2 + ln |G1(η)| ⇔

v(ξ, η) = G1(η)e−ξ
2/2,
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äå G1 � äîâiëüíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ.
Ïiäñòàâèìî îòðèìàíèé âèðàç ó äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (54):

ũη = G1(η)e−ξ
2/2.

Çâiäñè ìà¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (53):

ũ(ξ, η) = F (ξ) +G(η)e−ξ
2/2,

äå F i G � äîâiëüíi äâi÷i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨. Ïîâåðíåìîñÿ äî çìiííèõ x i
y (äèâ.(53)) :

u(x, y) = F (y) +G(y − x)e−y
2/2, (x, y) ∈ R2, (55)

� çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (50).
Ïiäñòàâèìî çíàéäåíèé âèðàç çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â óìîâè (51), àëå ñïî÷àòêó çíàéäåìî

ïîõiäíó :
uy(x, y) = F ′(y) +G′(y − x) · e−y2/2 −G(y − x) · y · e−y2/2.

Òîäi ç óìîâ (51) ìà¹ìî
u|y=2x = F (2x) +G(x)e−2x

2

= ϕ(x), (56)

uy|y=2x = F ′(2x) +G′(x)e−2x
2 − 2xG(x)e−2x

2

= ψ(x). (57)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ F i G ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ðiâíiñòü (55):

2F ′(2x) +G′(x)e−2x
2 − 4xG(x)e−2x

2

= ϕ′(x), (58)

Ïîìíîæèìî ðiâíiñòü (56) íà 2 i âiä îòðèìàíî¨ ðiâíîñòi âiäíiìåìî ðiâíiñòü (57):

G′(x)e−2x
2

= 2ψ(x)− ϕ′(x),

Çâiäñè
G′(x) = [2ψ(x)− ϕ′(x)]e2x

2

.

Îòæå, ìà¹ìî

G(x) =

x∫
0

[2ψ(t)− ϕ′(t)]e2t2dt+ C. (59)

Òîäi ç (59) íà ïiäñòàâi (58) ìà¹ìî

F (2x) = ϕ(x)−

 x∫
0

[2ψ(t)− ϕ′(t)]e2t2dt+ C

 e−2x
2

.

Çðîáèâøè çàìiíó çìiííèõ 2x = s ⇔ x = s
2
, îòðèìà¹ìî :

F (s) = ϕ
(s

2

)
−


s
2∫

0

[2ψ(t)− ϕ′(t)]e2t2dt+ C

 e−s
2/2. (60)

Îòæå, ç (55) íà ïiäñòàâi (59), (60) îòðèìó¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (50), (51):

u(x, y) = ϕ (y/2)−


y
2∫

0

[2ψ(t)− ϕ′(t)]e2t2dt+ C

 e−y
2/2+

+

 y−x∫
0

[2ψ(t)− ϕ′(t)]e2t2dt+ C

 e−
y2

2 ≡ ϕ (y/2) +

y−x∫
y/2

[2ψ(t)− ϕ′(t)]e2t2dt.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Âèçíà÷èòè òèï i çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ (âèïàäîê äâîõ íåçàëåæíèõ
çìiííèõ):

a) uxx + 2uxy + 5uyy − 32u = 0;

á) uxx − 2uxy + uyy + 9ux + 9uy − 9u = 0;

â) 2uxx + 3uxy + uyy + 7ux + 4uy − 2u = 0;

ã) (1 + x2)2uxx + uyy + 2x(1 + x2)ux = 0;

ä) y2uxx + 2xyuxy + x2uyy = 0;

å) uxx − (1 + y2)2uyy − 2y(1 + y2)uy = 0.

2. Çíàéòè çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè òàêèõ ðiâíÿíü:

a) 2uxx − 5uxy + 3uyy = 0;

á) 2uxx + 6uxy + 4uyy + ux + uy = 0;

â) uyy − 2uxy + 2ux − uy = 4ex.

3. Çíàéòè ðîçâ'ÿçêè òàêèõ çàäà÷ Êîøi:
à) 4y2uxx + 2(1− y2)uxy − uyy − 2y

1+y2
(2ux − uy) = 0,

u
∣∣
y=0

= sinx, uy
∣∣
y=0

= 1;

á) uxx − 2uxy = −4ey,
u
∣∣
x=0

= ey, ux
∣∣
x=0

= y;

â) uxx + 2 cosxuxy − sin2 xuyy − sinxuy = 0,
u
∣∣
y=sinx

= x+ cosx, uy
∣∣
y=sinx

= sinx;

ã) 3uxx − 4uxy + uyy − 3ux + uy = 0,
u
∣∣
y=0

= ϕ(x), uy
∣∣
y=0

= ψ(x);

ä) uxx − 2 sinxuxy − (3 + cos2 x)uyy + ux + (2− sinx− cosx)uy = 0,
u
∣∣
y=cosx

= 0, uy
∣∣
y=cosx

= e−x/2 cosx.

å) uxx + 5uxy + 6uyy = 0; u|y=x = 3x+ 2, uy|y=x = x+ 1.

Âiäïîâiäi:

2. a) åëiïòè÷íå âñþäè, ũξξ + ũηη − 8ũ = 0, ξ = y − x, η = 2x;
á) ïàðàáîëi÷íå âñþäè, ũηη + 18ũξ + 9ũη − 9ũ = 0, ξ = x+ y, η = x;
â) ãiïåðáîëi÷íå âñþäè, ũηξ + 3ũξ − ũη + 2ũ = 0, ξ = y − x, η = 2y − x;
ã) åëiïòè÷íå âñþäè, ũξξ + ũηη = 0, ξ = y, η = arctgx;
ä) ïàðàáîëi÷íå âñþäè, êðiì ïî÷àòêó êîîðäèíàò (ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ðiâíÿííÿ âèðîäæó-
¹òüñÿ)

ũηη −
ξ

2η(ξ + η)
ũξ +

1

2η
ũξ = 0, ξ = y2 − x2, η = x2;

å) ãiïåðáîëi÷íå âñþäè, ũηξ = 0, ξ = x+ arctg y, η = x− arctg y.

1. à) çàìiíà ξ = x+ y, η = 3x+ 2y çâîäèòü äî ðiâíÿííÿ ũξη(ξ, η) = 0, iíòåãðóþ÷è ÿêå, çíà-
õîäèìî u(x, y) = F (x+y) +G(3x+ 2y), äå F,G � äîâiëüíi äâi÷i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíi
ôóíêöi¨;
á) u(x, y) = F (y − x) + e(x−y)/2G(y − 2x);
â) u(x, y) = 2ex + e(x+2y)/2F (x) +G(x+ 2y).

3. a) u(x, y) = sin(x− 2
3
y3)+y+ 1

3
y3; â íîâèõ çìiííèõ ξ = x− 2

3
y3, η = x+2y âèõiäíå ðiâíÿííÿ

íàáóâà¹ âèãëÿäó ũξη = 0, iíòåãðóþ÷è ÿêå i âèêîðèñòîâóþ÷è ïî÷àòêîâi óìîâè, ïðèõîäèìî
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äî âiäïîâiäi.
á) u(x, y) = (2 + 2x− e2x)ey + x2 + xy; âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çàìiíà çìiííèõ ξ = y, η = y + 2x.
â) u(x, y) = x+cos(x−y+sinx); âèêîðèñòàòè çàìiíó çìiííèõ ξ = y−x−sinx, η = y+x−sinx.

ã) u(x, y) = 3
2
e−yϕ(x + y) − 1

2
ϕ(x + 3y) + 1

4
e−

1
2
(x+3y)

x+3y∫
x+y

ez/2[3ϕ(z) + 2ψ(z)]dz; ñïî÷àòêó çà

äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ ξ = x + 3y, η = y + x çâåñòè âèõiäíå ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî
âèãëÿäó ũξη + 1

2
ũη = 0, iíòåãðóþ÷è ÿêå, ìîæíà îòðèìàòè éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

ä) u(x, y) = 2e−
1
4
(2x−y+cosx) cosx sin 1

2
(y − cosx); çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ ξ = 2x− y +

cosx, η = 2x+y−cosx âèõiäíå ðiâíÿííÿ çàäà÷i çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ũξη+ 1
4
ũη = 0,

çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä ũ(ξ, η) = F (ξ) + e−ξ/4G(η), äå F i G � äîâiëüíi äâi÷i
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨; ïîâåðòàþ÷èñü äî ñòàðèõ çìiííèõ, îòðèìàòè çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ

u(x, y) = F (2x− y + cosx) + e−
1
4
(2x−y+cosx)G(2x+ y − cosx);

äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ïî÷àòêîâi óìîâè, âèçíà÷èòè âèãëÿä ôóíêöié F i G.
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Практичне заняття № 3
Задача Кошi для рiвняння коливань

Нехай n ∈ N, Rn – лiнiйний простiр, складений з впорядкованих наборiв n-ок
x = (x1, ..., xn) дiйсних чисел, з нормою |x| :=

√
x21 + . . .+ x2n, T – довiльне додатне число

або +∞. Позначимо

Q := {(x, t) | x ∈ Rn, 0 < t 6 T} = Rn×(0, T ], Q := {(x, t) |x ∈ Rn, 0 6 t 6 T} = Rn×[0, T ].

Розглянемо рiвняння

utt − a2
n∑

i=1

uxixi
= f(x, t) ⇔ utt − a2∆u = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

де a > 0, f – заданi, вiдповiдно, стала i неперервна функцiя, u – невiдома функцiя i

∆ :=
n∑

i=1

∂2

∂x2i
– лапласiан , ∆u :=

n∑
i=1

uxixi
≡

n∑
i=1

∂2u

∂x2i
.

Зауважимо, що коли n = 1, то рiвняння (1) є рiвнянням поперечних коливань стру-
ни, коли n = 2 – рiвнянням поперечних коливань мембрани, а коли n = 3 – рiвнянням
поширення звукових хвиль. Тому рiвняння (1) називаємо рiвнянням коливань.

Задача Кошi для рiвняння коливань (1): знайти функцiю u ∈ C2(Q) ∩ C1(Q), яка
поточково задовольняє рiвняння (1) в Q i початковi умови

u
∣∣
t=0

= φ(x), ut
∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Rn, (2)

де φ, ψ – заданi неперервнi функцiї.
Далi цю задачу коротко будемо називати задачею (1), (2).
Нагадаємо, що належнiсть функцiї u до простору C2(Q) ∩ C1(Q) означає, що функцiя

u є двiчi неперервно диференцiйовною по x1, ..., xn i t в Q та неперервною на Q разом
з похiдними ut, ux1 , ..., uxn . Крiм того, вiдмiтимо, що через C1,0(Q) позначають простiр,
складений з функцiй f(x, t), (x, t) ∈ Q, якi є неперервними на Q разом з похiдними fxi

, i =
1, n, а через C2,0(Q) – пiдпростiр простору C1,0(Q), складений з тих функцiй f ∈ C1,0(Q),
для яких fxixj

∈ C(Q), i, j = 1, n.

Розглянемо iснування розв’язку задачi (1), (2) у випадках n = 1, n = 2 та n = 3.

Теорема 1. Розв’язок задачi (1), (2)

1) у випадку n = 3 iснує при умовi, що φ ∈ C3(R3), ψ ∈ C2(R3), f ∈ C2,0(Q) i виражається
формулою Кiрхгофа

u(x, t) =
∂

∂t

 1

4πa2t

∫
|y−x|=at

φ(y) dSy

+
1

4πa2t

∫
|y−x|=at

ψ(y) dSy+

+
1

4πa2

t∫
0

dτ

t− τ

∫
|y−x|=a(t−τ)

f(y, τ) dSy , (x, t) ∈ Q; (3)
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2) у випадку n = 2 iснує при умовi, що φ ∈ C3(R2), ψ ∈ C2(R2), f ∈ C2,0(Q), i виражає-
ться формулою Пуассона

u(x, t) =
∂

∂t

 1

2πa

∫
|y−x|6at

φ(y)√
(at)2 − |y − x|2

dy

+
1

2πa

∫
|y−x|6at

ψ(y)√
(at)2 − |y − x|2

dy+

+
1

2πa

t∫
0

dτ

∫
|y−x|6a(t−τ)

f(y, τ)√
(a(t− τ))2 − |y − x|2

dy , (x, t) ∈ Q ; (4)

3) у випадку n = 1 iснує при умовi, що φ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R), f ∈ C1,0(Q), i виражається
формулою Д’Аламбера

u(x, t) =
φ(x+ at) + φ(x− at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(y) dy +
1

2a

t∫
0

dτ

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(y, τ) dy , (x, t) ∈ Q.

(5)

Тут прийнято такi позначення. У формулi (3) x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) – точки
простору R3, |y − x| =

√
(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + (y3 − x3)2 – вiдстань мiж точками y i x в

R3, а iнтеграл береться по сферi {y | |y − x| = at} з центром в точцi x i радiусом at > 0,
dSy – елемент площi цiєї сфери. У формулi (4) x = (x1, x2), y = (y1, y2) – точки площини
R2, |y − x| =

√
(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 – вiдстань мiж точками y i x, а iнтеграл береться по

кругу {y | |y − x| 6 at} з центром в точцi x i радiусом at > 0, dy = dy1dy2 – елемент площi
круга. У формулi (5) x i y є точки прямої R, а iнтеграл береться по вiдрiзку [x−at, x+at].

Приклади розв’язування задачi Кошi для рiвняння коливань

Приклад 1. Знайти розв’язок задачi Кошi

utt − a2uxx = 0, (x, t) ∈ R× (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x, ut
∣∣
t=0

= x2, x ∈ R.

Розв’язування. Згiдно з формулою (5) маємо

u(x, t) =
(x+ at) + (x− at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

y2 dy.

Обчислимо
(x+ at) + (x− at)

2
= x,

1

2a

x+at∫
x−at

y2 dy =
1

2a

y3

3

∣∣∣x+at

x−at
=

1

2a

(x+ at)3 − (x− at)3

3
=

=
1

2a

2at((x+ at)2 + (x2 − a2t2) + (x− at)2)

3
=

(3x2 + a2t2)t

3
. (6)

Отож, розв’язком вихiдної задачi є функцiя

u(x, t) = x+
(3x2 + a2t2)t

3
, (x, t) ∈ R× [0,+∞).
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Приклад 2. Знайти розв’язок задачi Кошi

utt − a2
2∑

i=1

uxixi
= 0, (x, t) = (x1, x2, t) ∈ R2 × (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= 0, ut
∣∣
t=0

= x1x2, x = (x1, x2) ∈ R2.

Розв’язування. Згiдно з формулою (4) маємо

u(x, t) =
1

2πa

∫∫
|y−x|6at

y1y2√
(at)2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

dy1dy2, (x, t) ∈ R2 × (0,+∞). (7)

Для обчислення iнтегралу використаємо узагальнену полярну систему координат:

y1 = x1 + atr cosα, y2 = x2 + atr sinα, 0 6 α < 2π, 0 < r ≤ 1.

Легко переконатися, що dy1dy2 = a2t2r dαdr. Отож, маємо

J(x, t) :=

∫∫
|y−x|6at

y1y2√
(at)2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

dy1dy2 =

= a2t2
1∫

0

2π∫
0

(x1 + atr cosα)(x2 + atr sinα)√
(at)2 − (atr cosα)2 − (atr sinα)2

r dαdr =

= a2t2
1∫

0

2π∫
0

(x1 + atr cosα)(x2 + atr sinα)√
(at)2(1− (cos2 α + sin2 α)r2)

r dαdr =

= at

1∫
0

r√
1− r2

dr

2π∫
0

(x1x2 + atr(x1 sinα + x2 cosα) + a2t2r2 cosα sinα) dα.

Звiдси, врахувавши, що
2π∫
0

cosα dα = 0,
2π∫
0

sinα dα = 0,
π∫
0

sin 2α dα = 0, отримаємо

J(x, t) =

∫∫
|y−x|6at

y1y2√
(at)2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

dy1dy2 = at

1∫
0

r√
1− r2

dr

2π∫
0

x1x2 dα =

= −2πatx1x2
√
1− r2

∣∣1
0
= 2πatx1x2.

Отож, розв’язком вихiдної задачi є функцiя

u(x, t) =
1

2πa
J(x, t) =

1

2πa
2πatx1x2 = tx1x2, (x, t) ∈ R2 × [0,+∞).

Приклад 3. Знайти розв’язок задачi Кошi

utt − a2
3∑

i=1

uxixi
= 0, (x, t) = (x1, x2, x3, t) ∈ R3 × (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x1x2x3, ut
∣∣
t=0

= 0, x = (x1, x2, x3) ∈ R3.
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Розв’язування. Згiдно з формулою (3) маємо

u(x, t) =
∂

∂t

( 1

4πa2t

∫
|y−x|=at

y1y2y3 dSy

)
, (x, t) ∈ R3 × (0,+∞). (8)

Для обчислення iнтегралiв використаємо параметризацiю сфери {y ∈ R3
∣∣ |y− x| = at}

на основi сферичної системи координат:

y1 = x1 + at sin θ cosα, y2 = x2 + at sin θ sinα, y3 = x3 + at cos θ, 0 6 α < 2π, 0 6 θ 6 π.

Легко переконатися, що dSy = a2t2 sin θ dθdα. Отож, маємо

∫
|y−x|=at

y1y2y3 dSy = a2t2
2π∫
0

π∫
0

(x1 + at cosα sin θ)(x2 + at sin θ sinα)(x3 + at cos θ) sin θ dθdα =

= a2t2
2π∫
0

π∫
0

(
x1x2x3 + at(x2x3 cosα sin θ + x1x3 sin θ sinα+ x1x2 cos θ)+

+a2t2(x1 sin θ sinα cos θ + x2 cosα sin θ cos θ + x3 cosα sin2 θ sinα)+

+a3t3 cosα sin2 θ sinα cos θ
)
sin θ dθdα =

= a2t2
2π∫
0

dα

π∫
0

x1x2x3 sin θ dθ + a3t3
2π∫
0

cosαdα

π∫
0

x2x3 sin
2 θ dθ+

+a3t3
2π∫
0

sinαdα

π∫
0

x1x3 sin
2 θ dθ + a3t3

2π∫
0

dα

π∫
0

x1x2 cos θ sin θ dθ+

+a4t4
2π∫
0

sinαdα

π∫
0

x1 cos θ sin
2 θ dθ + a4t4

2π∫
0

cosαdα

π∫
0

x2 cos θ sin
2 θ dθ+

+a4t4
2π∫
0

sinα cosαdα

π∫
0

x3 sin
3 θ dθ + a5t5

2π∫
0

cosα cosαdα

π∫
0

cos θ sin3 θ dθ.

Врахувавши, що
2π∫
0

cosαdα = 0,
2π∫
0

sinαdα = 0,
2π∫
0

sin 2αdα = 0,
π∫
0

sin 2θ dθ = 0, отримаємо

∫
|y−x|=at

y1y2y3 dSy = 4πa2t2x1x2x3.

Отож, розв’язком вихiдної задачi є функцiя

u(x, t) =
∂

∂t

( 1

4πa2t
4πa2t2x1x2x3

)
=

∂

∂t

(
tx1x2x3

)
= x1x2x3, (x, t) ∈ R3 × [0,+∞).
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Приклад 4. Знайти розв’язок задачi Кошi

utt − a2
3∑

i=1

uxixi
= 3t2, (x, t) = (x1, x2, x3, t) ∈ R3 × (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x1, ut
∣∣
t=0

= x2 + 2x3, x = (x1, x2, x3) ∈ R3.

Розв’язування. Розв’язок шукаємо за формулою (3)

u(x, t) =
∂

∂t

( 1

4πa2t

∫
|y−x|=at

y1 dSy

)
+

1

4πa2t

∫
|y−x|=at

(y2 + 2y3) dSy+

+
1

4πa2

t∫
0

dτ

t− τ

∫
|y−x|=a(t−τ)

3τ 2dSy. (9)

Для обчислення перших двох iнтегралiв використаємо параметризацiю сфери
{
y ∈

R3
∣∣ |y−x| = at

}
з центром в точцi x i радiусом at на основi сферичної системи координат:

y1 = x1+at sin θ cosα, y2 = x2+at sin θ sinα, y3 = x3+at cos θ, 0 6 α < 2π, 0 6 θ 6 π.

Легко переконатися, що dSy = a2t2 sin θ dθdα. Отож, знаходимо

∫
|y−x|=at

y1 dSy = a2t2
2π∫
0

π∫
0

(x1 + at cosα sin θ) sin θ dθdα =

= a2t2
2π∫
0

dα

π∫
0

x1 sin θ dθ + a3t3
2π∫
0

cosα dα sin θ dθ = 4πa2t2x1;

∫
|y−x|=at

(y2 + 2y3)dSy = a2t2
2π∫
0

π∫
0

(x2 + at cosα sin θ + 2x3 + 2at cos θ) sin θ dθdα =

= a2t2(x2 + 2x3)

2π∫
0

dα

π∫
0

sin θ dθ + a3t3
2π∫
0

sinα dα

π∫
0

sin2 θ dθ+

+a3t3
2π∫
0

dα

π∫
0

sin θ cos θ dθ = 4πa2t2(x2 + 2x3);

t∫
0

dτ

t− τ

∫
|y−x|=a(t−τ)

3τ 2dSy =

t∫
0

3τ 2dτ

t− τ

∫
|y−x|=a(t−τ)

dSy =

= 4πa2
t∫

0

3τ 2(t− τ) dτ = 4πa2(t4 − 3

4
t4) = 4πa2 · 1

4
t4 = πa2t4.

Тут ми врахували, що iнтеграл
∫

|y−x|=a(t−τ)

dSy виражає площу сфери радiуса a(t − τ) i

дорiвнює 4πa2(t − τ)2. Вiдмiтимо, що в загальному випадку для обчислення iнтеграла
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∫
|y−x|=a(t−τ)

f(y, τ) dSy можна використати параметризацiю сфери {y ∈ R3
∣∣ |y−x| = a(t−τ)}

(з центром x i радiусом at) вигляду

y1 = x1 + a(t− τ) sin θ cosα, y2 = x2 + a(t− τ) sin θ sinα, y3 = x3 + a(t− τ) cos θ,

0 6 α < 2π, 0 6 θ 6 π.

Отож, розв’язком вихiдної задачi є функцiя

u(x, t) =
∂

∂t

( 1

4πa2t
· 4πa2t2x1

)
+

1

4πa2t
· 4πa2t2(x2 + 2x3) +

1

4πa2
· πa2t4 =

=
∂

∂t

(
tx1

)
+ t(x2 + 2x3) +

1

4
t4 = x1 + (x2 + 2x3)t+

1

4
t4, (x, t) ∈ R3 × [0,+∞).

Вправи для самостiйної роботи

1. Знайти розв’язки таких задач Кошi

а) utt − a2
2∑

i=1

uxixi
= 0, x = (x1, x2) ∈ R2, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x21 + x22, ut
∣∣
t=0

= 1, x ∈ R3;

б) utt − a2
3∑

i=1

uxixi
= ax1 + bt, x = (x1, x2, x3) ∈ R3, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x2x3, ut
∣∣
t=0

= x1x2 + x3, x ∈ R3;

в) utt − a2
3∑

i=1

uxixi
= 2x1x3t, x = (x1, x2, x3) ∈ R3, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x1 + x2x3, ut
∣∣
t=0

= x1x2 + x3, x ∈ R3;

г) utt −
2∑

i=1

uxixi
= (x1 + x2)t, x = (x1, x2) ∈ R2, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x1x2, ut
∣∣
t=0

= 2x1 + x2, x ∈ R3;

д) utt − a2
3∑

i=1

uxixi
= x3t

2 + 1, x = (x1, x2, x3) ∈ R3, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= 0, ut
∣∣
t=0

= x1 + x2 + 7, x ∈ R3;

е) utt − a2uxx = x3t2 + 1, x ∈ R, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= 4, ut
∣∣
t=0

= sin x, x ∈ R;
є) utt − a2(ux1x1 + ux2x2 + ux3x3) = x1x3t

2 + 1, x ∈ R3, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= 4x2, ut
∣∣
t=0

= sin x3, x ∈ R.
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2. Розв’язками яких задач є функцiї

а) u(x, t) =
1

4πt

∫
|y−x|=t

(3y1 + y2 + 2y3)dSy ?

б) u(x, t) =
∂

∂t

( 1

4πa2t

∫
|y−x|=at

(y1 + y2 − y3)dSy

)
?

в) u(x, t) =
1

4πa2

t∫
0

dτ

t− τ

∫
|y−x|=a(t−τ)

(y21 + y2 − 2y3) cos τ dSy , ?

Потрiбно сформулювати задачi i переконатися, що цi функцiї є їх розв’язками.

Вiдповiдi:

1. а) u = x21 + x22 + t+ 2t2;
б) u = x2x3 + (x1x2 + x3)t+ axt2/2 + bt3/6.
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Практичне заняття № 4
Задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi

Нехай n – довiльне натуральне число, T – будь-яке додатне число або +∞,

Q := {(x, t) |x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, 0 < t 6 T} ≡ Rn × (0, T ]− напiввiдкритий шар,

Q := {(x, t) |x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, 0 6 t 6 T} ≡ Rn × [0, T ]− замикання Q.

Припустимо, що
f ∈ C(Q), φ ∈ Cb(Rn)

– довiльнi функцiї.
Задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi

ut − a2∆u = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

полягає у знаходженнi функцiї u ∈ C2,1(Q) ∩ Cb(Q) (тобто u – функцiя, яка двiчi непе-
рервно диференцiйовна за змiнними x1, ..., xn i неперервно диференцiйовна за змiнною t
в Q та неперервна i обмежена на Q), яка задовольняє поточково це рiвняння i початкову
умову

u|t=0 = φ(x), x ∈ Rn. (2)

Функцiю u називають класичним розв’язком задачi (1), (2).
Нагадаємо, що тут використано позначення

∆u :=
n∑

i=1

∂2u

∂x2i
, де ∆ :=

n∑
i=1

∂2

∂x2i
− лапласiан.

1



Зауважимо, що коли f = 0, то рiвняння (1) називають однорiдним, а якщо f ̸= 0, то –
неоднорiдним.

Теорема 1. Якщо φ – неперервна i обмежена на Rn функцiя, а f – неперервна i обмежена
разом зi своїми похiдними за змiнними x1, . . . , xn до другого порядку включно на Q, то
iснує обмежений класичний розв’язок задачi (1), (2) i вiн виражається формулою

u(x, t) =
1

(2a
√
πt)n

∫
Rn

e−
|x−y|2

4a2t φ(y) dy +
1

(2a
√
π)n

t∫
0

ds

(t− s)n/2

∫
Rn

e
− |x−y|2

4a2(t−s)f(y, s) dy, (3)

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, |x− y| =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2, t ∈ (0, T ].

Формулу (3) називають формулою Пуассона.
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Приклади розв’язування задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi

Приклад 1. Знайти розв’язок задачi Кошi

ut − a2uxx = 2t, (x, t) ∈ R× (0,+∞), (4)
u
∣∣
t=0

= sinx, x ∈ R. (5)

Розв’язування. В нашому випадку n = 1 i тому розв’язок даної задачi будемо шукати
за формулою (3) у виглядi

u(x, t) =
1

2a
√
πt

+∞∫
−∞

e−
(x−y)2

4a2t sin y dy +
1

2a
√
π

t∫
0

ds√
t− s

+∞∫
−∞

e
− (x−y)2

4a2(t−s) (2s) dy, (6)

(x, t) ∈ R× (0,+∞).
Для обчислення першого iнтеграла зробимо в ньому замiну

y = x+ 2a
√
tz ⇒ dy = 2a

√
t dz .

Тодi

v(x, t) :=
1√
π

+∞∫
−∞

e−z2 sin(x+ 2a
√
tz) dz =

1√
π

+∞∫
−∞

e−z2 sinx cos(2a
√
tz) dz+

+
1√
π

+∞∫
−∞

e−z2 cos x sin(2a
√
tz) dz =

1√
π
sinx

+∞∫
−∞

e−z2 cos(2a
√
tz) dz+
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+
1√
π
cos x

+∞∫
−∞

e−z2 sin(2a
√
tz) dz =

1√
π
sin x

+∞∫
−∞

e−z2 cos(2a
√
tz) dz.

Тут враховано те, що в силу непарностi пiдiнтегральної функцiї маємо
+∞∫

−∞

e−z2 sin(2a
√
tz) dz = 0.

Тепер використаємо вiдому формулу

J(β) =

+∞∫
−∞

e−ξ2 cos βξ dξ =
√
πe−β2/4. (7)

Отже, одержуємо

v(x, t) =
1√
π

sin x · J(2a
√
t) = e−a2t sin x. (8)

Знайдемо другий iнтеграл в правiй частинi формули (6):

w(x, t) :=
1

2a
√
π

t∫
0

ds√
t− s

+∞∫
−∞

e
− (x−y)2

4a2(t−s) (2s) dy =
1

2a
√
π

t∫
0

2s ds√
t− s

+∞∫
−∞

e
− (x−y)2

4a2(t−s) dy. (9)

Спочатку обчислимо внутрiшнiй iнтеграл, зробивши замiну змiнних

y = x+ 2a
√
t− s z ⇒ dy = 2a

√
t− s dz
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i використавши рiвнiсть (див. (7)):

J(0) =

+∞∫
−∞

e−ξ2 dξ =
√
π. (10)

У результатi отримаємо
+∞∫

−∞

e
− (x−y)2

4a2(t−s) dy = 2a
√
t− s

+∞∫
−∞

e−z2 dz = 2a
√
π
√
t− s.

Пiдставимо отриманий вираз у (9):

w(x, t) :=

t∫
0

2s ds = t2. (11)

З (8) i (11) одержимо розв’язок вихiдної задачi:

u(x, t) ≡ v(x, t) + w(x, t) = e−a2t sinx+ t2, (x, t) ∈ R× [0,+∞).

�
Приклад 2. Знайти розв’язок задачi Кошi

ut − a2∆u = 0, (x, t) = (x1, x2, t) ∈ R2 × (0,+∞), (12)
u
∣∣
t=0

= x1 sin x2, x = (x1, x2) ∈ R2. (13)
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Розв’язування. В даному випадку n = 2 i розв’язок даної задачi будемо шукати за
формулою (3) у виглядi

u(x1, x2, t) =
1

4a2πt

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−
(x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2t y1 sin y2 dy1dy2, (x1, x2, t) ∈ R2 × (0,+∞). (14)

Для обчислення iнтеграла зробимо в ньому замiну

yk = xk + 2a
√
tzk ⇒ dyk = 2a

√
t dzk, k = 1, 2 .
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Тодi, врахувавши (10), отримаємо

u(x1, x2, t) =
1

π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−z21−z22(x1 + 2a
√
tz1) sin(x2 + 2a

√
tz2) dz1dz2 =

=
1√
π

( +∞∫
−∞

e−z21(x1 + 2a
√
tz1) dz1

)( +∞∫
−∞

e−z22 sin(x2 + 2a
√
tz2) dz2

)
=

=
1

π

(√
πx1 + 2a

√
t

+∞∫
−∞

e−z21z1 dz1

)(
sin x2

+∞∫
−∞

e−z22 cos(2a
√
tz2) dz2+

+cos x2

+∞∫
−∞

e−z22 sin(2a
√
tz2) dz2

)
.

Тепер врахуємо те, що в силу непарностi пiдiнтегральної функцiї маємо рiвностi
+∞∫

−∞

e−z21z1 dz1 = 0,

+∞∫
−∞

e−z22 sin(2a
√
tz2) dz2 = 0,

та використаємо формулу (7). У результатi отримаємо

u(x1, x2, t) =
1

π

√
πx1 sinx2 · J(2a

√
t) =

1√
π
x1 sinx2 ·

√
πe−a2t = e−a2tx1 sinx2, (15)

(x1, x2, t) ∈ R2 × [0,+∞). �
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Приклад 3. Знайти розв’язок задачi Кошi

ut − a2∆u = x1e
−t, (x, t) ∈ R2 × (0,+∞), (16)

u
∣∣
t=0

= x1x2, x ∈ R2. (17)

Розв’язування. Розв’язок даної задачi будемо шукати за формулою (3) у виглядi

u(x1, x2, t) =
1

4a2πt

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−
(x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2t y1y2 dy1dy2+

+
1

4a2πt

t∫
0

ds

(t− s)

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e
− (x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2(t−s) (y1e
−s) dy1dy2, (18)

x = (x1, x2) ∈ R2, t ∈ (0,+∞).
Для обчислення першого iнтеграла зробимо в ньому замiну

yk = xk + 2a
√
tzk ⇒ dyk = 2a

√
t dzk, k = 1, 2 .
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Тодi

v(x1, x2, t) :=
1

4a2πt

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−
(x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2t y1y2 dy1dy2 =

=
1

π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−z21−z22(x1 + 2a
√
tz1)(x2 + 2a

√
tz2) dz1dz2 =

=
1

π

( +∞∫
−∞

e−z21(x1 + 2a
√
tz1) dz1

)( +∞∫
−∞

e−z22(x2 + 2a
√
tz2) dz2

)
=

=
1

π
(
√
πx1 + 2a

√
t

+∞∫
−∞

e−z21z1 dz1)(
√
πx2 + 2a

√
t

+∞∫
−∞

e−z22z2 dz2) = x1x2. (19)

Тут враховано рiвнiсть (10) i те, що в силу непарностi пiдiнтегральної функцiї маємо
рiвнiсть

+∞∫
−∞

e−z2z dz = 0. (20)

Знайдемо другий iнтеграл в правiй частинi формули (18):

w(x1, x2, t) :=
1

4a2πt

t∫
0

ds

(t− s)

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e
− (x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2(t−s) (y1e
−s) dy1dy2 =

9



=
1

4a2πt

t∫
0

e−s ds

(t− s)

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e
− (x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2(t−s) y1 dy1dy2. (21)

Спочатку обчислимо внутрiшнiй iнтеграл, зробивши замiну змiнних

yk = xk + 2a
√
t− s zk, k = 1, 2,

i використавшши рiвностi (10) i (20):
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

e
− (x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2(t−s) y1 dy1dy2 =

= 4a2(t− s)
( +∞∫
−∞

e−z21(x1 + 2a
√
t− s z1) dz1

)( +∞∫
−∞

e−z22 dz2
)
=

= 4a2(t− s)x1(
√
π)2 = 4a2π(t− s)x1.

Пiдставимо отриманий вираз у (21):

w(x1, x2, t) = x1

t∫
0

e−s ds = x1(1− e−t). (22)

З (19) i (22) одержимо розв’язок вихiдної задачi

u(x1, x2, t) ≡ v(x1, x2, t) + w(x1, x2, t) = x1x2 + x1(1− e−t), (x1, x2, t) ∈ R2 × [0,+∞).

�

10



Приклад 4. Знайти розв’язок задачi Кошi

ut − a2∆u = 0, (x, t) = (x1, x2, t) ∈ R2 × (0,+∞), (23)
u
∣∣
t=0

= x1 + cos x2, x = (x1, x2) ∈ R2. (24)

Розв’язування. Розв’язок даної задачi будемо шукати за формулою (3) у виглядi

u(x1, x2, t) =
1

4a2πt

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−
(x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2t (y1 + cos y2) dy1dy2, (x1, x2, t) ∈ R2 × (0,+∞).

(25)
Для обчислення iнтеграла зробимо в ньому замiну змiнних

yk = xk + 2a
√
tzk ⇒ dyk = 2a

√
t dzk, k = 1, 2 .

Тодi

u(x1, x2, t) =
1

π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−z21−z22
[
x1 + 2a

√
tz1 + cos(x2 + 2a

√
tz2)

]
dz1dz2 =

=
1

π

+∞∫
−∞

e−z21 dz1

+∞∫
−∞

e−z22
[
x1 + 2a

√
tz1 + cos x2 cos(2a

√
tz2)− sin x2 sin(2a

√
tz2)

]
dz2 =

=
1

π

+∞∫
−∞

e−z21
[√
π(x1 + 2a

√
tz1) + cosx2 ·

√
πe−a2t

]
dz1 =

11



=
1

π
(πx1 + πe−a2t cos x2) = x1 + e−a2t cos x2.

Тут ми врахували те, що в силу непарностi пiдiнтегральної функцiї маємо рiвностi

+∞∫
−∞

e−z21z1 dz1 = 0,

+∞∫
−∞

e−z22 sin(2a
√
tz2) dz2 = 0,

та використали формулу (7). Отже,

u(x1, x2, t) = x1 + e−a2t cos x2, (x1, x2, t) ∈ R2 × [0,+∞).

�

Вправи для самостiйної роботи

Знайти розв’язок задачi Кошi:
1. ut − a2∆u = 3t2, (x, t) ∈ R2 × (0,+∞),
u
∣∣
t=0

= sin 2x1 sin 3x2, x ∈ R2;
2. ut − a2uxx = et, (x, t) ∈ R× (0,+∞),
u
∣∣
t=0

= x, x ∈ R;
3. ut − a2∆u = e−t, (x, t) ∈ R2 × (0,+∞),
u
∣∣
t=0

= x1 sin x2, x ∈ R2;
4. ut − a2∆u = 0, (x, t) ∈ R2 × (0,+∞),
u
∣∣
t=0

= sin x1 + cos x2, x ∈ R2;
5. ut − a2∆u = x1x2e

−t, (x, t) ∈ R2 × (0,+∞),

12



u
∣∣
t=0

= cos x1 cos 2x2, x ∈ R2;

Вiдповiдi:
1. u(x1, x2, t) = e−13a2t sin 2x1 sin 3x2 + t3.
2. u(x, t) = x1 + (et − 1).
3. u(x1, x2, t) = e−a2tx1 sin x2 + (1− e−t).
4. u(x1, x2, t) = e−a2t(sinx1 + cos x2).
5. u(x1, x2, t) = e−5a2t cos x1 cos 2x2 + x1x2(1− e−t).

13



Варіант № 1 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 2 2xx xy yy yz zz zu u u u u u      0

0

.  

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 6 0, 0,xx yy xy u x u u x y     .  

3. Розв'язати задачу Коші 

0 0
2 2 0, ,xx yy x y yy y

u u u u u x u 
      0

),

. 

4. Розв'язати задачу Коші для рівняння коливання  
2

2
, 1 2

1

4 0, ( , ) ( , , ) (0,
i itt x x

i

u u x t x x t


       

2
1 2 1 2 1 20 0

2 , 5 , ( , )tt t
u x x u x x x x x      .

),

 

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 

9 , ( , ) (0,t
t xxu u xe x t      

0 2 1,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

16 2 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin 3 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 2 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 2 5xx xy yy yz zz zu u u u u u      0

0

. 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 6 0, 0,x y

xx yy xe u e u u x y      . 

3. Розв'язати задачу Коші 

0 0
2 2 4, ,xx yy x y xx x

u u u u u y u y        1



. 

4. Розв'язати задачу Коші для рівняння коливання  
2

2
, 1 2

1

0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


        

2 2
1 2 1 2 1 20 0

2 , 2 , ( , ) ;tt t
u x x u x x x x x       2

),

 

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 

4 , ( , ) (0,t
t xxu u e x t       

0 1 3 , .tu x x      

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

8 3 , ( , ) ( , , ) (0,
i it x x

i

u u x t x x t x x t


       ),  

2
2 1 1 20 cos sin 3 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 3 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
9 6 2 2xx xy yy yz zz zu u u u u u      0 . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
24 4 0, 0, 0y

xx yy xu e u u x y     . 

3. Розв'язати задачу Коші 

0 0

1
0, , 0, 0

2xx yy x yy x
xu u u u x u x 

      . 

4. Розв'язати задачу Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

25 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


        

2 2
1 2 1 2 1 20 0

2 , 2 , ( , )tt t
u x x u x x x x x       2.

),

 

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
39 , ( , ) (0,t

t xxu u e x t      

0 4 4 , .tu x x      

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 1 1 1 2

1

25 3 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x x t x t x x t


          

2
2 1 1 20 cos cos3 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 4 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
4 4 2 2 2xx xy yy yz zz yu u u u u u      0 . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 0, 0, 0y

xx yy xu x e u xu x y     . 

3. Розв'язати задачу Коші 
32 , sin , cos , 0xy yy y xy x y x

xu yu u x u x u x x       . 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

25 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


        

2 2
1 2 1 2 1 20 0

2 , 4 , ( , )tt t
u x x u x x x x x       2.  

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
216 3 , ( , ) (0, ),t xxu u t x t      

0 2 4,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

9 4 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin cos 2 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 5 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
25 10 2 2 17 4 0xx xy yy yz zz yu u u u u u      . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 24 8 0, 0, 0xx yy xy u x u u x y     . 

3. Розв'язати задачу Коші 
3 2

1/ 1/
( ) 0, , 2 ,xx xy yy xy x y x

xu x y u yu u x u x x  y        . 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

9 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


        

2 2 2
1 2 1 2 1 20 0

5 , 5 2 , ( , )tt t
u x x u x x x x x       ;  

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
525 , ( , ) (0, ),t

t xxu u e x t      

0 1 5 , .tu x x      

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 2 1 2

1

16 5 5 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x x t x t x x t


         

2
2 1 1 20 cos5 cos , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 6 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 

6 2 6 2 2 3xx xy yy yz zz zu u u u u u     0

0

. 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 6 0, 0,x y

xx yy xe u e u u x y      . 

3. Розв'язати задачу Коші 
3 2

1/ 1/
( ) 0, , 2 ,xx xy yy xy x y x

xu x y u yu u x u x x  y        . 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

25 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


        

2
1 2 1 2 1 20 0

6 , 6 3 , ( , )tt t
u x x u x x x x x      .  

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
216 3 , ( , ) (0, ),t xxu u xt x t      

0 5 6,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

9 4 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin cos 2 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 7 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 

3 2 3 2 2 6xx xy yy yz zz yu u u u u u     0 . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
24 4 0, 0, 0y

xx yy xu e u u x y     . 

3. Розв'язати задачу Коші 
2 2

1 1
2 0, , ,xx yy y xx x

x u y u yu u y u y y       0



. 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

25 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


       

2
1 2 1 2 1 20 0

7 , 7 3 , ( , )tt t
u x x u x x x x x      .  

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
764 , ( , ) (0, ),t

t xxu u e x t      

0 8 2,tu x x .     

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 1 2 1 2

1

4 7 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u tx x x t x x t


         

2
1 1 1 20 sin sin 7 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 8 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 

5 2 5 2 2 3xx xy yy yz zz xu u u u u u     0



. 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 0, 0, 0y

xx yy xu x e u xu x y    . 

3. Розв'язати задачу Коші 
2 2

1 1
1

4 0, 1,xx yy x xx x
u x u u u y u 4

x       

),

. 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

4 0, ( , ) ( , , ) (0,
i itt x x

i

u u x t x x t


       

2 2 2
1 2 1 2 1 20 0

8 , 3 5 , ( , )tt t
u x x u x x x x x        .

),

 

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
89 , ( , ) (0,t

t xxu u xe x t      

0 5 8,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

64 8 4 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin cos8 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 9 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 2 2 5xx xy yy yz zz x yu u u u u u u       0

0

. 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 26 9 6 0, 0,xx xy yy xy u xyu x u u x y     . 

3. Розв'язати задачу Коші 
32 , sin , 2cos , 0xy yy y xy x y x

xu yu u x u x u x x        . 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

9 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


        

2 2
1 2 2 1 1 20 0

9 , 3 5 , ( , ) .tt t
u x x u x x x x x       2  

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
925 , ( , ) (0, ),t

t xxu u x e x t      

0 9 1,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 1 2 1 2

1

9 9 4 , ( , ) ( , , ) (0,
i it x x

i

u u x t x x t x x t


       ),  

2
2 1 1 20 cos9 cos , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 10 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
4 5 4 5 2 3xx xy yy yz zz y zu u u u u u u       0



. 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 22 2 0, 0, 0x x y y

xx xy yy xe u e u e u u x y        . 

3. Розв'язати задачу Коші 

0 0

1
0, 4 , 1, 0

2xx yy x yy x
xu u u u x u x 

      . 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

4 0, ( , ) ( , , ) (0,
i itt x x

i

u u x t x x t


      ),  

2
1 2 1 2 1 20 0

10 , 3 5 , ( , ) .tt t
u x x u x x x x x        

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
10 , ( , ) (0, ),t

t xxu u e x t      

0 10 3 , .tu x x     

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

49 10 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin10 cos , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 11 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
6 8 4 4 2 3xx xy yy yz zz x yu u u u u u u       0 . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
29 3 0, 0, 0x

xx yy xu e u u x y     . 

3. Розв'язати задачу Коші 

0 0
2 2 4, 2 , 2xx yy x y xx x

u u u u u y u y       1



. 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

25 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


       

2
1 2 1 2 1 20 0

, 6 5 , ( , )tt t
u x x u x x x x x      .  

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
216 3 , ( , ) (0, ),t xxu u xt x t      

0 2 11,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

9 4 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin11 sin 2 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 12 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
4 12 8 6 9xx xy yy yz zz yu u u u u u      0 . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 2(1 ) 0, 0, 0y

xx yy yx u e u u x y      . 

3. Розв'язати задачу Коші 

0 0
2 2 0, 2 ,xx yy x y yy y

u u u u u x u 
     1



. 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

64 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


       

2
1 2 1 2 1 20 0

6 , 5 7 , ( , )tt t
u x x u x x x x x      .

),

 

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
78 , ( , ) (0,t

t xxu u e x t      

0 12 1, .tu x x      

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 1 2 1 2

1

4 7 , ( , ) ( , , ) (0,
i it x x

i

u u t x x x t x x t


       ),  

2
1 1 1 20 sin12 sin , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 13 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
25 10 2 2 17 4 0xx xy yy yz zz yu u u u u u      . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 6 0, 0,xx yy xy u x u u x y 0     . 

3. Розв'язати задачу Коші 
3 2

1/ 1/
( ) 0, , 2xx xy yy xy x y x

.xu x y u yu u x u x       . 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

4 0, ( , ) ( , , ) (0,
i itt x x

i

u u x t x x t


      ),  

2 2 2
1 2 1 2 1 20 0

8 , 3 10 , ( , )tt t
u x x u x x x x x        .

, ),

 

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
139 , ( , ) (0t

t xxu u x e x t      

0 3 1,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

49 5 13 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin 4 cos9 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 14 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 

6 2 6 2 2 3xx xy yy yz zz zu u u u u u     0

0

. 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 6 0, 0,x y

xx yy xe u e u u x y      . 

3. Розв'язати задачу Коші 
3 2

1/ 1/
( ) 0, , 2 ,xx xy yy xy x y x

xu x y u yu u x u x x  y       



. 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

9 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


       

2 2
1 2 2 1 1 20 0

6 9 , 6 5 , ( , )tt t
u x x u x x x x x      2. 

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
925 , ( , ) (0, ),t

t xxu u e x t      

0 4 9,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 1 2 1 2

1

9 9 4 , ( , ) ( , , ) (0,
i it x x

i

u u x t x x t x x t


       ),  

2
2 1 1 20 cos9 cos5 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 15 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 

3 2 3 2 2 6 3xx xy yy yz zz yu u u u u u     0 . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
24 4 0, 0, 0y

xx yy xu e u u x y     . 

3. Розв'язати задачу Коші 
2 2

1 1
2 0, , ,xx yy y xx x

x u y u yu u y u y y       0

),

. 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

4 0, ( , ) ( , , ) (0,
i itt x x

i

u u x t x x t


       

2
1 2 1 2 1 20 0

10 , 3 5 , ( , ) .tt t
u x x u x x x x x        

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
15 , ( , ) (0, ),t

t xxu u e x t      

0 15 3 , .tu x x     

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

10 15 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin10 cos5 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 16 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 

5 2 5 2 2 3 2xx xy yy yz zz xu u u u u u     0



. 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 0, 0, 0y

xx yy xu x e u xu x y    . 

3. Розв'язати задачу Коші 
2 2

1 1
1

4 0, 1,xx yy x xx x
u x u u u y u 4

x       

),

. 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

4 0, ( , ) ( , , ) (0,
i itt x x

i

u u x t x x t


       

2
1 2 1 2 1 20 0

2 , 5 , ( , )tt t
u x x u x x x x x      .

),

 

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 

9 , ( , ) (0,t
t xxu u xe x t      

0 2 16,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

16 2 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin16 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 17 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 2 2 3xx xy yy yz zz zu u u u u u      0

0

.  

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 6 0, 0,xx yy xy u x u u x y     .  

3. Розв'язати задачу Коші 

0 0
2 2 0, ,xx yy x y yy y

u u u u u x u 
      0



. 

4. Розв'язати задачу Коші для рівняння коливання  
2

2
, 1 2

1

0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


        

2 2
1 2 1 2 1 20 0

7 , 2 , ( , )tt t
u x x u x x x x x       2.

),

 

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності  
164 , ( , ) (0,t

t xxu u xe x t      

0 7 2 , .tu x x      

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності  
2

2
, 2 1 1 2

1

8 3 , ( , ) ( , , ) (0,
i it x x

i

u u x t x x t x x t


       ),  

2
2 1 1 20 cos 7 sin 3 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 18 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 2 5 4xx xy yy yz zz zu u u u u u      0

0

. 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 6 0, 0,x y

xx yy xe u e u u x y      . 

3. Розв'язати задачу Коші 

0 0
2 2 4, ,xx yy x y xx x

u u u u u y u y        1



. 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

25 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


       

2 2
1 2 1 2 1 20 0

8 , 3 4 , ( , ) .tt t
u x x u x x x x x       2

),

 

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності  
39 , ( , ) (0,t

t xxu u e x t      

0 1 8 , .tu x x      

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності  
2

2
, 1 1 1 2

1

25 3 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x x t x t x x t


          

2
2 1 1 20 cos18 cos3 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 19 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
9 6 2 2 4xx xy yy yz zz zu u u u u u      0 . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
24 4 0, 0, 0y

xx yy xu e u u x y     . 

3. Розв'язати задачу Коші 

0 0

1
0, , 0, 0

2xx yy x yy x
xu u u u x u x 

      . 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

25 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


        

2 2
1 2 1 2 1 20 0

9 , 4 , ( , ) .tt t
u x x u x x x x x       2  

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності  
216 3 , ( , ) (0, ),t xxu u t x t      

0 2 4,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності  
2

2
, 2 1 1 2

1

9 4 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin19 cos 2 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 20 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
4 4 2 2 2 3xx xy yy yz zz yu u u u u u      0 . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 0, 0, 0y

xx yy xu x e u xu x y     . 

3. Розв'язати задачу Коші 
32 , sin , cos , 0xy yy y xy x y x

xu yu u x u x u x x       . 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань 
2

2
, 1 2

1

9 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


        

2 2
1 2 1 2 1 20 0

10 2 , 5 2 , ( , ) .tt t
u x x u x x x x x      2  

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності  
2025 , ( , ) (0, ),t

t xxu u x e x t      

0 4 5 , .tu x x      

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності  
2

2
, 2 2 1 2

1

16 10 2 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x x t x t x x t


         

2
2 1 1 20 cos5 cos 20 , ( , ) .tu x x x x x     



Варіант № 21 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 

5 2 5 2 2 3 4xx xy yy yz zz xu u u u u u     0



. 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 0, 0, 0y

xx yy xu x e u xu x y    . 

3. Розв'язати задачу Коші 
2 2

1 1
1

4 0, 1,xx yy x xx x
u x u u u y u 4

x       

),

. 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

4 0, ( , ) ( , , ) (0,
i itt x x

i

u u x t x x t


       

2
1 2 1 2 1 20 0

2 , 16 5 , ( , )tt t
u x x u x x x x x      .

),

 

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 

9 , ( , ) (0,t
t xxu u xe x t      

0 2 1,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

16 2 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin 3 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 22 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
4 5 4 5 2 3xx xy yy yz zz y zu u u u u u u       0



. 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 22 2 0, 0, 0x x y y

xx xy yy xe u e u e u u x y        . 

3. Розв'язати задачу Коші 

0 0

1
0, 4 , 1, 0

2xx yy x yy x
xu u u u x u x 

      . 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

4 0, ( , ) ( , , ) (0,
i itt x x

i

u u x t x x t


      ),  

2
1 2 1 2 1 20 0

11 , 12 9 , ( , ) .tt t
u x x u x x x x x       

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
10 , ( , ) (0, ),t

t xxu u e x t      

0 11 2 , .tu x x     

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

10 10 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin11 cos 2 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 23 
 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
6 8 4 4 5 2xx xy yy yz zz x yu u u u u u u       0 . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
29 3 0, 0, 0x

xx yy xu e u u x y     . 

3. Розв'язати задачу Коші 

0 0
2 2 4, 2 , 2xx yy x y xx x

u u u u u y u y       1



. 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

25 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


       

2
1 2 1 2 1 20 0

2 , 2 3 , ( , )tt t
u x x u x x x x x      .  

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
216 3 , ( , ) (0, ),t xxu u xt x t      

0 2 3,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

9 4 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin 3 sin 2 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 24 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
4 12 8 6 9 2 4xx xy yy yz zz y zu u u u u u u       0 . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 2(1 ) 0, 0, 0y

xx yy yx u e u u x y      . 

3. Розв'язати задачу Коші 

0 0
2 2 0, 2 ,xx yy x y yy y

u u u u u x u 
     1



. 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

25 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


       

2
1 2 1 2 1 20 0

8 , 2 4 , ( , )tt t
u x x u x x x x x      .  

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
764 , ( , ) (0, ),t

t xxu u xe x t      

0 2 4,tu x x .     

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 1 2 1 2

1

4 7 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u tx x x t x x t


         

2
1 1 1 20 sin 2 sin 4 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 25  
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
25 10 2 2 17 4 5 0xx xy yy yz zz yu u u u u u u       . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 6 0, 0,xx yy xy u x u u x y 0     . 

3. Розв'язати задачу Коші 
3 2

1/ 1/
( ) 0, , 2 ,xx xy yy xy x y x

xu x y u yu u x u x x  0       . 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

4 0, ( , ) ( , , ) (0,
i itt x x

i

u u x t x x t


      ),  

2 2 2
1 2 1 2 1 20 0

8 , 3 5 , ( , )tt t
u x x u x x x x x        .

),

 

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
259 , ( , ) (0,t

t xxu u xe x t      

0 2 5,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

8 8 4 , ( , ) ( , , ) (0,
i it x x

i

u u x t x x t x x t


       ),  

2
2 1 1 20 sin 2 cos5 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 26 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 

6 2 6 2 2 3 4 5xx xy yy yz zz x yu u u u u u u      0

0

. 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 2 6 0, 0,x y

xx yy xe u e u u x y      . 

3. Розв'язати задачу Коші 
3 2

1/ 1/
( ) 0, , 2 ,xx xy yy xy x y x

xu x y u yu u x u x x  0       . 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

9 0, ( , ) ( , , ) (0, ),
i itt x x

i

u u x t x x t


        

2 2
1 2 2 1 1 20 0

9 , 3 5 , ( , ) .tt t
u x x u x x x x x       2  

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
925 , ( , ) (0, ),t

t xxu u x e x t      

0 6 2,tu x x .    

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 1 2 1 2

1

9 9 4 , ( , ) ( , , ) (0,
i it x x

i

u u x t x x t x x t


       ),  

2
2 1 1 20 cos 6 cos 2 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 27 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 

3 2 3 2 2 6 2xx xy yy yz zz x yu u u u u u u      0 . 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
24 4 0, 0, 0y

xx yy xu e u u x y     . 

3. Розв'язати задачу Коші 
2 2

1 1
2 0, , ,xx yy y xx x

x u y u yu u y u y y       0

),

. 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

4 0, ( , ) ( , , ) (0,
i itt x x

i

u u x t x x t


       

2
1 2 1 2 1 20 0

7 , 8 , ( , )tt t
u x x u x x x x x       .  

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2 , ( , ) (0, ),t

t xxu u xe x t      

0 2 7 , .tu x x     

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

9 3 , ( , ) ( , , ) (0, ),
i it x x

i

u u x t x x t x x t


         

2
2 1 1 20 sin 2 cos 7 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Варіант № 28 
 

1. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
4 5 4 5 2 3xx xy yy yz zz x y zu u u u u u u u        0



. 

2. Вказати тип та звести до канонічного вигляду рівняння 
2 22 2 0, 0, 0x x y y

xx xy yy xe u e u e u u x y        . 

3. Розв'язати задачу Коші 

0 0

1
0, 4 , 1, 0

2xx yy x yy x
xu u u u x u x 

      . 

4. Розв'язати задачі Коші для рівняння коливань  
2

2
, 1 2

1

4 0, ( , ) ( , , ) (0,
i itt x x

i

u u x t x x t


      ),  

2
1 2 1 2 1 20 0

10 , 3 5 , ( , ) .tt t
u x x u x x x x x        

5. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
28 , ( , ) (0, ),t

t xxu u e x t      

0 8 2 , .tu x x     

6. Розв'язати задачу Коші для рівняння теплопровідності 
2

2
, 2 1 1 2

1

4 2 , ( , ) ( , , ) (0,
i it x x

i

u u x t x x t x x t


        ),  

2
2 1 1 20 sin 8 cos 2 , ( , ) .tu x x x x x     

 



Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ � 6

Çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ åëåìåíòiâ

äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ðîçâèíåííÿ ôóíêöié â ðÿäè Ôóð'¹

Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé äiéñíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·) i
ïîðîäæåíîþ íèì íîðìîþ ‖ · ‖.

Ïðèêëàäîì ïðîñòîðó H ¹ ïðîñòið Ëåáåãà L2(Ω), ñêëàäåíèé ç êëàñiâ åêâiâàëåíòíèõ âè-
ìiðíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié v : Ω→ R òàêèõ, ùî

∫
Ω

|v(x)|2 dx <∞, çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(v, w)L2(Ω) =

∫
Ω

v(x)w(x) dx, v, w ∈ L2(Ω),

äå Ω � îáëàñòü â ïðîñòîði Rn, n ∈ N. Çîêðåìà, ÿêùî n = 1 i Ω = (0, l), äå l > 0 � äîâiëüíå
÷èñëî, òî L2(0, l) � äiéñíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ñêëàäåíèé ç êëàñiâ åêâiâàëåíòíèõ âèìiðíèõ

çà Ëåáåãîì ôóíêöié v : (0, l)→ R òàêèõ, ùî
l∫

0

|v(x)|2 dx <∞, çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(v, w)L2(Ω) =

l∫
0

v(x)w(x) dx, v, w ∈ L2(0, l),

òîáòî L2(0, l) := L2(Ω), äå Ω = (0, l).

Íåõàé çàäàíî ëiíiéíèé îïåðàòîð

A : D(A)→ H,

òîáòî âiäîáðàæåííÿ A ç H â H òàêå, ùî éîãî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D(A) ¹ ëiíiéíèì ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó H i äëÿ áóäü-ÿêèõ v1, v2 ∈ D(A) òà α1, α2 ∈ R ìà¹ìî

A(α1v1 + α2v2) = α1Av1 + α2Av2.

Äàëi âñþäè ââàæà¹ìî, ùî D(A) � ùiëüíà â H ìíîæèíà.

Îçíà÷åííÿ 1. Îïåðàòîð A : D(A) → H íàçèâàþòü çàìêíåíèì, ÿêùî ç òîãî, ùî
vk →

k→∞
v i Avk →

k→∞
w â H, äå {vk} � ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ç D(A), âèïëèâà¹, ùî

v ∈ D(A) i w = Av.

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð Ã : D(Ã)→ H çi ùiëüíîþ â H îáëàñòþ âèçíà-

÷åííÿ D(Ã) íå ¹ çàìêíåíèì, òî â äåÿêèõ âèïàäêàõ ìîæíà ðîçøèðèòè éîãî äî çàìêíåíîãî.

Íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ ðåàëiçàöi¨ öi¹¨ ìîæëèâîñòi ¹ íàÿâíiñòü â îïåðàòîðà Ã
òàêî¨ âëàñòèâîñòi:
• äëÿ áóäü-ÿêèõ ïîñëiäîâíîñòåé {v(1)

k }, {v
(2)
k } ⊂ D(A) òàêèõ, ùî

v
(1)
k −→

k→∞
v, v

(2)
k −→

k→∞
v i Ãv

(1)
k −→

k→∞
w(1), Ãv

(2)
k −→

k→∞
w(2) â H,

ïðàâèëüíà ðiâíiñòü
w(1) = w(2).

Òîäi ìîæíà ïîáóäóâàòè çàìêíåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð A : D(A)→ H òàêèé, ùî

D(Ã) ⊂ D(A) i Av = Ãv ∀v ∈ D(Ã),

1



ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêîãî v ∈ D(A) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {vk} ⊂ D(Ã) òàêà , ùî

vk−→
k→∞

v i Avk−→
k→∞

Av â H.

Öå ðîáèòüñÿ øëÿõîì ïðè¹äíàííÿ äî ìíîæèíè D(Ã) òèõ åëåìåíòiâ v ∈ H, äëÿ ÿêèõ

iñíóþòü åëåìåíò w ∈ H i ïîñëiäîâíiñòü {vk} åëåìåíòiâ ç D(Ã) òàêi, ùî

vk →
k→∞

v i Avk →
k→∞

w â H,

i ïîêëàäàííÿì
Av := w.

�

Íàãàäà¹ìî, ùî H2(0, l) � ïðîñòið Ñîáîë¹âà, ñêëàäåíèé ç íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ
ôóíêöié v : [0, l] → R òàêèõ, ùî ôóíêöiÿ v′ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íà [0, l] i ¨¨ ïîõi-
äíà v′′ (ÿêà iñíó¹ ìàéæå âñþäè íà (0, l)) ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó L2(0, l). Ïðîñòið H2(0, l) ¹
ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(v, w)H2(0,l) :=

l∫
0

[vw + v′w′ + v′′w′′] dx.

Òâåðäæåííÿ 1. Ïðèïóñòèìî, ùî l > 0 � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, α0, α1, β0, β1 � ÿêi-íåáóäü
äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî |α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, i ðîçãëÿäà¹ìî îïåðàòîð

Ã : D(Ã)→ L2(0, l),

âèçíà÷åíèé çà ïðàâèëîì:

D(Ã) :=
{
v ∈ C2([0, l])

∣∣ α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(1) + β1v(l) = 0
}
⊂ L2(0, l),

Ãv := −v′′ ∀v ∈ D(Ã).

Òîäi ðîçøèðåííÿì öüîãî îïåðàòîðà äî çàìêíåíîãî ¹ îïåðàòîð

A : D(A)→ L2(0, l)

òàêèé, ùî

D(A) :=
{
v ∈ H2(0, l)

∣∣ α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(1) + β1v(l) = 0
}
, (1)

Av := −v′′ ∀v ∈ D(A). (2)

Îçíà÷åííÿ 2. Ñïðÿæåíèì äî îïåðàòîðà A íàçèâàþòü îïåðàòîð A? : D(A?) → H,
îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D(A?) ÿêîãî ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ åëåìåíòiâ w ∈ H, äëÿ ÿêèõ iñíó¹
åëåìåíò w? ∈ H òàêèé, ùî

(Av,w) = (v, w?) ∀v ∈ D(A), (3)

i
A?w = w?.
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Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð A? ¹ ëiíiéíèì i

(Av,w) = (v, A?w) ∀v ∈ D(A), ∀w ∈ D(A?).

Îçíà÷åííÿ 3. Îïåðàòîð A, äëÿ ÿêîãî

D(A) ⊂ D(A?) i Av = A?v ∀v ∈ D(A),

òîáòî ïðàâèëüíà òîòîæíiñòü

(Av,w) = (v,Aw) ∀v, w ∈ D(A), (4)

íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íèì.

Îçíà÷åííÿ 4. Îïåðàòîð A : D(A) → H íàçèâàþòü ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî A = A?,
òîáòî

D(A) = D(A?) i Av = A?v ∀v ∈ D(A).

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð A : D(A) → H ¹ ñàìîñïðÿæåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âií ¹
ñèìåòðè÷íèì i ç òîãî, ùî äëÿ w ∈ H iñíó¹ w? ∈ H, ïðè ÿêîìó âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü
(3), âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ w ∈ D(A).

Òâåðäæåííÿ 2. Îïåðàòîð A : D(A) → L2(0, l), ÿêèé âèçíà÷åíèé ó ôîðìóëþâàííi òâåð-
äæåííÿ 1, ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Äîâåäåííÿ. Îòæå, íåõàé v, w ∈ D(A) � äîâiëüíi. Ìà¹ìî

(Av,w) =

l∫
0

(−v′′(x))w(x) dx = −v′(x)w(x)
∣∣∣l
0

+

l∫
0

v′(x)w′(x) dx =

= −v′(l)w(l) + v′(0)w(0) + v(x)w′(x)
∣∣∣l
0

+

l∫
0

v(x)(−w′′(x)) dx =

= −v′(l)w(l) + v′(0)w(0) + v(l)w′(l)− v(0)w′(0) + (v, Aw). (5)

Íåõàé α0β0 = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî àáî α0 = 0 i β0 6= 0, àáî β0 = 0 i α0 6= 0. Ó âèïàäêó
α0 = 0 i β0 6= 0 ìà¹ìî v(0) = w(0) = 0 i òîäi

v′(0)w(0)− v(0)w′(0) = 0. (6)

ßêùî β0 = 0 i α0 6= 0, òî v′(0) = v′(l) = 0, i òîäi çíîâó ìà¹ìî (6). Êîëè æ α0β0 6= 0 (òîáòî
α0 6= 0 i β0 6= 0), òî v′(0) = − β0

α0
v(0) i w′(0) = − β0

α0
w(0), à îòæå ïðàâèëüíà ðiâíiñòü (6).

Àíàëîãi÷íî àíàëiçó¹ìî âñåìîæëèâi âèïàäêè çíà÷åíü α1 òà β1 i îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

v′(l)w(l)− v(l)w′(l) = 0. (7)

Ç (5) íà ïiäñòàâi (6) i (7) ìà¹ìî

(Aw, v) = (v, Aw) ∀v, w ∈ D(A),

òîáòî îïåðàòîð A ¹ ñèìåòðè÷íèì.
Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî êîëè äëÿ äåÿêèõ w,w∗ ∈ L2(0, l) ìà¹ìî

(Av,w) = (v, w∗) ⇔
l∫

0

(−v′′(x))w(x) dx =

l∫
0

v(x)w∗(x) dx ∀v ∈ D(A),

òî w ∈ D(A) i w∗ = Aw, òîáòî w∗ = −w′′. Öå ëåãêî äîâîäèòüñÿ, âèõîäÿ÷è iç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ ïîõiäíî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó.
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Îçíà÷åííÿ 5. Îïåðàòîð A : D(A)→ H íàçèâàþòü íåâiä'¹ìíèì, ÿêùî

(Av, v) > 0 ∀v ∈ D(A). (8)

ßêùî æ
(Av, v) > 0 ∀v ∈ D(A), v 6= 0, (9)

òî éîãî íàçèâàþòü äîäàòíèì.

Òâåðäæåííÿ 3. Îïåðàòîð A : D(A) → L2(0, l), ÿêèé âèçíà÷åíèé ó ôîðìóëþâàííi òâåð-
äæåííÿ 1, ó âèïàäêó α0β0 ≤ 0 i α1β1 ≥ 0 ¹ íåâiä'¹ìíèì, ïðè÷îìó êîëè |β0| + |β1| > 0 (öå
îçíà÷à¹, ùî àáî β0 6= 0, àáî β1 6= 0), òî âií ¹ äîäàòíèì, à êîëè β0 = β1 = 0, òî ñóòò¹âî
íåâiä'¹ìíèì.

Äîâåäåííÿ. Îòæå, íåõàé v ∈ D(A) � äîâiëüíå. Òîäi ìà¹ìî

(Av, v) =

∫ l

0

(−v′′(x)) v(x)dx = −v′(x)v(x)
∣∣l
0

+

∫ l

0

|v′(x)|2dx =

= −v′(l)v(l) + v′(0)v(0) +

∫ l

0

|v′(x)|2dx. (10)

Íåõàé α0β0 = 0, òîáòî àáî α0 = 0 i β0 6= 0, àáî α0 6= 0 i β0 = 0 . ßêùî α0 = 0 i β0 6= 0, òî
v(0) = 0, à îòæå, v′(0)v(0) = 0. Òàêà æ ðiâíiñòü áóäå i êîëè α0 6= 0 i β0 = 0. Êîëè α0β0 < 0,
òî v′(0) = − β0

α0
v(0), à îòæå, v′(0)v(0) = − β0

α0
|v(0)|2 ≥ 0, áî β0

α0
< 0.

Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäàþ÷è ðiçíi âèïàäêè çíà÷åíü α1 i β1, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî
−v′(l)v(l) ≥ 0, ÿêùî α1β1 ≥ 0. Òîäi ç (10) ìà¹ìî, ùî (Av, v) ≥ 0.

ßêùî (Av, v) = 0 , òî ç (10) ìà¹ìî, ùî v′(x) = 0 ∀x ∈ [0, l], v′(0)v(0) = 0 i v′(l)v(l) = 0.
Î÷åâèäíî, ùî v(x) = C, x ∈ [0, l], äå C � ñòàëà, i ïðè β0 6= 0 àáî β1 6= 0 ìà¹ìî C = 0, à ïðè
β0 = 0 i β1 = 0 îòðèìà¹ìî, ùî C �- äîâiëüíà ñòàëà. Öå îçíà÷à¹ òå, ùî íàì áóëî ïîòðiáíî
ïîêàçàòè.

Îçíà÷åííÿ 6. Êàæóòü, ùî ÷èñëî λ ∈ R ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A : D(A)→ H,
ÿêùî iñíó¹ íåíóëüîâèé åëåìåíò w ∈ D(A), òàêèé, ùî

Aw = λw, (11)

Åëåìåíò w íàçèâàþòü âëàñíèì åëåìåíòîì îïåðàòîðà A, âiäïîâiäíèé âëàñíîìó
çíà÷åííþ λ.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìíîæèíà V (λ∗), ñêëàäåíà ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A,
âiäïîâiäíèõ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ∗, ðàçîì ç íóëüîâèì åëåìåíòîì, ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì
ó ïðîñòîði D(A). Öåé ïiäïðîñòið íàçèâàþòü âëàñíèì ïiäïðîñòîðîì, âiäïîâiäíèì âëàñíî-
ìó çíà÷åííþ Ðîçìiðíiñòü ïiäïðîñòîðó V (λ∗) àáî, iíøèìè ñëîâàìè, ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü
ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A, âiäïîâiäíèõ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ∗,
íàçèâàþòü êðàòíiñòþ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ∗. Êðàòíiñòü âëàñíîãî çíà÷åííÿ ìîæå áóòè
ÿê ñêií÷åíîþ òàê i íåñêií÷åííîþ.

Òåîðåìà 2. ßêùî îïåðàòîð A : D(A) → H ¹ ñàìîñïðÿæåíèì, òî áóäü-ÿêi äâà âëàñíi
åëåìåíòè öüîãî îïåðàòîðà, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, ¹ îðòîãîíàëü-
íèìè. Êðiì òîãî, ÿêùî îïåðàòîð A ùå i íåâiä'¹ìíèé (âiäïîâiäíî, äîäàòíèé), òî éîãî
âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ íåâiä'¹ìíèìè (âiäïîâiäíî, äîäàòíèìè).
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Îçíà÷åííÿ 7. Îïåðàòîð B : H → H íàçèâàþòü êîìïàêòíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáìå-
æåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {vk} ⊂ H (òîáòî vk ∈ H i ‖vk‖ ≤ C äëÿ âñiõ k ∈ N, äå C > 0 �
ñòàëà, ÿêà âiä k íå çàëåæèòü) ïîñëiäîâíiñòü {Bvk} ìiñòèòü çáiæíó â H ïiäïîñëiäîâ-
íiñòü.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé l > 0 � ÿêå-íåáóäü ôiêñîâàíå ÷èñëî, à K(·, ·) : [0, l]× [0, l]→ R �
çàäàíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Òîäi îïåðàòîð B : L2(0, l)→ L2(0, l), âèçíà÷åíèé çà ïðàâèëîì:

(
Bv
)
(x) =

l∫
0

K(x, y)v(y) dy, x ∈ [0, l], (12)

¹ êîìïàêòíèì.

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé A : D(A)→ L2(0, l) � îïåðàòîð, ÿêèé âèçíà÷åíèé ó ôîðìóëþâàííi
òâåðäæåííÿ 1, i α0β0 ≤ 0 òà α1β1 ≥ 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ c > 0 îïåðàòîð (cI+A)−1,
ÿêèé íàçèâàþòü ðåçîëüâåíòîþ îïåðàòîðà A, ¹ âèçíà÷åíèì íà âñüîìó ïðîñòîði L2(0, l) i
êîìïàêòíèì.

Äîâåäåííÿ. Îòæå, íåõàé c > 0 � äîâiëüíà ôiêñîâàíà ñòàëà. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà w ∈ L2(0, l) iñíó¹ òiëüêè îäèí åëåìåíò v ∈ H2(0, l) òàêèé, ùî

−v′′(x) + cv(x) = w(x), x ∈ (0, l), (13)

α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(l) + β1v(l) = 0. (14)

ßê âèïëèâà¹ ç òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ôóíêöiÿ
v, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (13), (14) ìîæå iñíóâàòè i áóòè ¹äèíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ôóíêöiÿ
v(x), x ∈ [0, l], ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

−v′′(x) + cv(x) = 0, x ∈ (0, l), (15)

i êðàéîâi óìîâè (14), ìîæå áóòè ëèøå íóëüîâîþ. Ïîêàæåìî, ùî ïðè c > 0 öå òàê. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî ìà¹ìî ôóíêöiþ v, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (15), (14). Ïîìíîæèìî ðiâíiñòü (15) íà öþ
ôóíêöiþ òà ïðîiíòåãðó¹ìî çäîáóòó ðiâíiñòü ïî [0, l]. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

l∫
0

[
−v′′(x)v(x) + c|v(x)|2

]
dx = 0. (16)

Îñêiëüêè

l∫
0

(
− v′′(x)

)
v(x) dx = −v′′(x)v(x)

∣∣∣l
0

+

l∫
0

∣∣v′(x)
∣∣2 dx = −v′(l)v(l) + v′(0)v(0) +

l∫
0

∣∣v′(x)
∣∣2 dx,

òî ðiâíiñòü (16) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

−v′(l)v(l) + v′(0)v(0) +

l∫
0

[∣∣v′(x)
∣∣2 + c

∣∣v(x)
∣∣2] dx = 0. (17)

Ìiðêóþ÷è òàê ÿê ïðè äîâåäåíi òâåðäæåííÿ 3, îòðèìó¹ìî, ùî −v′(l)v(l) + v′(0)v(0) ≥ 0.
Çâiäñè i ç (17) âèïëèâà¹, ùî v = 0. Çàóâàæèìî, ùî êîëè àáî β0 6= 0, àáî β1 6= 0, òî i ïðè
óìîâi c = 0 ìàòèìåìî v = 0.
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Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ Ãðiíà:

G(x, y) =


v1(x)v2(y)

W (y)
, ÿêùî 0 ≤ x ≤ y,

v1(y)v2(x)

W (y)
, ÿêùî y ≤ x ≤ l,

(18)

äå v1 � ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (15) i ïåðøó ç êðàéîâèõ óìîâ (14), à v2 � ôóíêöiÿ, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ (15) i äðóãó ç êðàéîâèõ óìîâ (14), à

W (x) =

∣∣∣∣v1(x) v2(x)
v′1(x) v′2(x)

∣∣∣∣ , x ∈ [0, l],

� âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî, ïîáóäîâàíèé çà ôóíêöiÿìè v1 i v2.
ßê âiäîìî ç òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, êîëè w ∈

C
(
[0, l]

)
, òî ¹äèíà ôóíêöiÿ v ∈ C2([0, l]), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (13), (14), ìà¹ çîáðàæåííÿ

v(x) =

l∫
0

G(x, y)w(y) dy =

x∫
0

G(x, y)w(y) dy +

l∫
x

G(x, y)w(y) dy =

= v2(x)

x∫
0

v1(y)w(y)

W (y)
dy + v1(x)

l∫
x

v2(y)w(y)

W (y)
dy, x ∈ [0, l]. (19)

Öå îçíà÷à¹, ùî

v′(x) = v′2(x)

x∫
0

v1(y)w(y)

W (y)
dy + v′1(x)

l∫
x

v2(y)w(y)

W (y)
dy, x ∈ [0, l],

v′′(x) = v′′2(x)

x∫
0

v1(y)w(y)

W (y)
dy + v′′1(x)

l∫
x

v2(y)w(y)

W (y)
dy + w(x) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ [0, l].

Çâiäñè âèäíî, ùî ôóíêöiÿ v, çàäàíà ôîðìóëîþ (19) ïðè w ∈ L2(0, l), íàëåæèòü ïðîñòîðó
H2(0, l) i çàäîâîëüíÿ¹ (13) ìàéæå ñêðiçü òà êðàéîâi óìîâè (14), òîáòî îáåðíåíèé îïåðàòîð
(cI+A)−1 âèçíà÷íèé íà âñüîìó ïðîñòîði L2(0, l), ïðè÷îìó (cI+A)−1w = v, äå w ∈ L2(0, l) �
äîâiëüíà, à v âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (19), òîáòî ôîðìóëà (19) âèçíà÷à¹ îïåðàòîð (cI+A)−1 :
L2(0, l)→ L2(0, l). À òàê ÿê G ∈ C

(
[0, l]× [0, l]

)
, òî öåé îïåðàòîð, ÿê ïîêàçàíî ó òâåðäæåííi

4, ¹ êîìïàêòíèì.

Òåîðåìà 3. Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð A : D(A)→ H çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
• âií ¹ ñàìîñïðÿæåíèì i íåâiä'¹ìíèì (âiäïîâiäíî, äîäàòíèì),
• äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ c ≥ 0 îïåðàòîð (cI + A)−1 (òîáòî îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà cI +
A àáî, iíøèìè ñëîâàìè, ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A) âèçíà÷åíèé íà âñüîìó ïðîñòîði H i
êîìïàêòíèé.

Òîäi âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A ¹ íåâiä'¹ìíèìè (âiäïîâiäíî, äîäàòíèìè), ìàþòü
ñêií÷åíi êðàòíîñòi i òî÷êîþ ñêóï÷åííÿ ¹ i òiëüêè +∞, à ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòî-
ðà A ìîæíà óòâîðèòè îðòîíîðìîâàíó áàçó â H, à òî÷íiøå iñíó¹ îðòîíîðìîâàíà áàçà
{wk}∞k=1 â H òàêà, ùî

Awk = λkwk, k ∈ N, (20)

6



äå
0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., ïðè÷îìó λk −→

k→+∞
+∞ (21)

i â ëàíöþæêó íåðiâíîñòåé (21) êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A ïîâòîðþ¹òüñÿ
ñòiëüêè ðàçiâ, ÿêà éîãî êðàòíiñòü.

Îçíà÷åííÿ 8. Ñêàæåìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð A : D(A)→ H çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (SNC),
ÿêùî âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 3.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð A : D(A) → H çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (SNC),
òî ïîñëiäîâíîñòi {wk} i {λk}, ïðî ÿêi ãîâîðèòüñÿ â òåîðåìi 3, øóêà¹ìî òàê. Ñïî÷àòêó
øóêà¹ìî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ λ◦j , j ∈ N, îïåðàòîðà A (âîíè ¹ íåâiä'¹ìíèìè ÷èñëàìè),
íóìåðóþ÷è ¨õ òàê, ùîáè âîíè óòâîðþâàëè ìîíîòîííó çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü, òîáòî
0 ≤ λ◦1 < λ◦2 < . . . < λ◦k < . . . , i çíàõîäèìî âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi ïiäïðîñòîðè V (λ◦j). ßê
âiäîìî, áóäü-ÿêi äâà âëàñíi åëåìåíòè îïåðàòîðà A, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà-
÷åííÿì, ¹ îðòîãîíàëüíèìè. Â êîæíîìó âëàñíîìó ïiäïðîñòîði V (λ◦j) (âií ñêií÷åííîâèìið-
íèé) âèáèðà¹ìî îðòîíîðìîìîâàíó áàçó w∗(j,s), s ∈ {1, . . . , qj}, äå qj � êðàòíiñòü âëàñíîãî

çíà÷åííÿ λ◦j , i ââîäèìî ïîçíà÷åííÿ λ∗(j,s) := λ◦j , s ∈ {1, . . . , qj}. Âïîðÿäêó¹ìî ìíîæèíó

{(j , s) | j ∈ N, s ∈ {1, . . . , qj}} òàê, ùî (j1, s1) ïåðåäó¹ (j2, s2), ÿêùî àáî j1 < j2, àáî j1 = j2

i s1 < s2, i çàäàìî ìîíîòîííî çðîñòàþ÷å âiäîáðàæåííÿ µ ìíîæèíè N â öþ ìíîæèíó
(òîáòî, ÿêùî l1 < l2, òî µ(l1) = (j1, s1) ïåðåäó¹ µ(l2) = (j2, s2)). Òîäi âèçíà÷à¹ìî

wk := w∗µ(k), λk := λ∗µ(k), k ∈ N.

Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî â ëàíöþæêó ðiâíîñòåé/íåðiâíîñòåé (21) êîæíå âëàñíå
çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A ïîâòîðÿ¹òüñÿ ïiäðÿä ñòiëüêè ðàç, ÿêà éîãî êðàòíiñòü.

Íàñëiäîê 1. Iñíó¹ îðòîíîðìîâàíà áàçà {wk} â L2(0, l) i ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk}, ñêëà-
äåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A : D(A) → L2(0, l),
âèçíà÷åíîãî ó ôîðìóëþâàííi òâåðäæåííÿ 1 ïðè óìîâi α0β0 ≤ 0 òà α1β1 ≥ 0, òàê, ùî

Awk = λkwk, k ∈ N, (22)

0 ≤ λ1 < λ2 < ... < λk < ..., ïðè÷îìó λk −→
k→+∞

+∞, (23)

i λ1 = 0 ó âèïàäêó β0 = β1 = 0, à â iíøèõ âèïàäêàõ çíà÷åíü α0, β0 i α1, β1 ìà¹ìî λ1 > 0.

Äîâåäåííÿ. Ìè âæå ç'ÿñóâàëè, ùî (äèâ. òâåðäæåííÿ 2, 3, 5), ùî îïåðàòîð A ¹ ñàìîñïðÿ-
æåíèì, äîäàòíèì ó âèïàäêó, ÿêùî àáî β0 6= 0, àáî β1 6= 0, i ñóòò¹âî íåâiä'¹ìíèì ó âèïàäêó,
ÿêùî β0 = 0 i β1 = 0, à òàêîæ âñòàíîâèëè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî c > 0 îïåðàòîð (cI + A)−1
¹ âèçíà÷åíèì íà L2(0, l) i êîìïàêòíèì, òîáòî îïåðàòîð A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (SNC). Çi
ñêàçàíîãî áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ äîäàòíèìè, ÿêùî àáî β0 6= 0, àáî
β1 6= 0, i íóëü ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì, êîëè β0 = 0 i β1 = 0. Çâiäñè i òåîðåìè 3 áåçïîñåðåäíüî
âèïëèâà¹ íàøå òâåðäæåííÿ.

Óòî÷íèìî ñïîñiá çíàõîäæåííÿ {wk} i {λk} i ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî â (23) âñi íåðiâíîñòi,
êðiì ïåðøî¨, ¹ îáîâ'ÿçêîâî ñòðîãèìè, òîáòî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ îäíîêðàòíèìè. Äëÿ öüîãî
çàóâàæèìî, ùî iç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ H2(0, l) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

α0w
′(0) + β0w(0) = 0, α1w

′(l) + β1w(l) = 0.
(24)
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Îñêiëüêè H2(0, l) � ïðîñòið Ñîáîë¹âà, òî w′′ � óçàãàëüíåíà ïîõiäíà w äðóãîãî ïîðÿäêó
çà Ñîáîë¹âèì. ßê áóëî ðàíiøå ñêàçàíî, H2(0, l) ⊂ C1([0, l]), à îòæå, ç ðiâíÿííÿ çàäà÷i
(24) ìà¹ìî w′′ ∈ C([0, l]), òîáòî çàäà÷ó (24) ðîçâ'ÿçó¹ìî â ïðîñòîði C2([0, l]) (ïîõiäíà w′′ ¹
êëàñè÷íîþ i íåïåðåðâíîþ íà [0, l]).

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè ÷èñëà λ òàêi, ùî çàäà÷à (24) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè. ßê
âæå áóëî ñêàçàíî, êîëè àáî β0 6= 0, àáî β1 6= 0, òî òàêi ÷èñëà ¹ òiëüêè ñåðåä äîäàòíèõ ÷èñåë,
à ÿêùî β0 = 0 i β1 = 0, òî íóëü ¹ òàêèì ÷èñëîì, à ðåøòà � ñåðåä äîäàòíèõ ÷èñåë.

Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî ìà¹ìî ïåðøèé âèïàäîê, òîáòî àáî β0 6= 0, àáî β1 6= 0, à îòæå,
λ > 0.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ
−w′′ = λw,

ÿêå çàïèøåìî ó âèãëÿäi
w′′ + λw = 0. (25)

Öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çíàõîäèìî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê, à äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

µ2 + λ = 0 ⇐⇒ µ2 = −λ ⇐⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i � óÿâíà îäèíèöÿ.

Îòæå, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (25) ìà¹ âèãëÿä

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (26)

äå C1, C2 � âiäïîâiäíi ñòàëi.
Çíàéäåìî

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (27)

i ïiäñòàâèìî âèðàçè (26) i (27) â êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (24):{
α0w

′(0) + β0w(0) ≡ α0C2

√
λ+ β0C1 = 0,

α1w
′(l) + β1w(l) ≡ α1(−C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl) + β1(C1 cos

√
λl + C2 sin

√
λl) = 0.

(28)

Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè çíàéòè çíà÷åííÿ λ, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (28) ñòîñîâíî
C1 i C2 ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì çíàéòè öi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè i ïiäñòàâèòè ¨õ ó
(26). Ó ðåçóëüòàòi öüîãî áóäóòü çíàéäåíi âëàñíi çíà÷åííÿ i âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi åëåìåíòè
îïåðàòîðà A.

Çâåäåìî ñèñòåìó (28) äî ñòàíäàðòíîãî âèãëÿäó:{
β0C1 + α0

√
λC2 = 0,

(−α1

√
λ sin

√
λl + β1 cos

√
λl)C1 + (α1

√
λ cos

√
λl + β1 sin

√
λl)C2 = 0.

(29)

Ñèñòåìà (29) ¹ ëiíiéíîþ àëãåáðà¨÷íîþ ñèñòåìîþ ñòîñîâíî C1 i C2. Äëÿ iñíóâàííÿ â íå¨
íåíóëüîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîáè âèçíà÷íèê îñíîâíî¨ ìàòðèöi áóâ ðiâíèé
íóëåâi, à ñàìå ∣∣∣∣ β0 α0

√
λ

−α1

√
λ sin

√
λl + β1 cos

√
λl α1

√
λ cos

√
λl + β1 sin

√
λl

∣∣∣∣ = 0.

Öå ðiâíÿííÿ ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííþ

(α1β0 − α0β1)
√
λ cos

√
λl + (α0α1λ− β0β1) sin

√
λl = 0. (30)
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Àíàëiçóþ÷è ðiçíi âèïàäêè çíà÷åíü α0, β0, α1, β1, â êîæíîìó ç íèõ îòðèìà¹ìî çëi÷åííó
êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (30). Íàéáiëüø çàãàëüíèé òà ñêëàäíèé âèïàäîê áó-
äåìî ìàòè, êîëè α1β0 − α0β1 6= 0, α0α1 6= 0, β0β1 6= 0. Òîäi ðiâíÿííÿ (30) ðiâíîñèëüíå
ðiâíÿííþ

ctg
√
λl =

1

α0β1 − α1β0

(α0α1

√
λ+

β0β1√
λ

).

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ãðàôi÷íî, áà÷èìî, ùî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ,
ïðè÷îìó ¨õ òî÷êîþ ñêóï÷åííÿ ¹ +∞. Öi êîðåíi i áóäóòü âëàñíèìè çíà÷åííÿìè íàøîãî
îïåðàòîðà A.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi âëàñíi çíà÷å-
ííÿ â ñèñòåìó (29) i çíàõîäèìî âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ C1 i C2. Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ áà÷èìî,
ùî äëÿ çàäàíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ òiëüêè (!) îäíà iç äîâiëüíèõ ñòàëèõ C1 i C2 ìîæå ïðè-
éìàòè áóäü-ÿêi çíà÷åííÿ, à äðóãà àáî ìà¹ çíà÷åííÿ íóëü, àáî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ïåðøó.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà âñiõ âëàñíèõ ôóíêöié, âiäïîâiäíèõ îäíîìó i òîìó æ âëàñíîìó
çíà÷åííþ, äîïîâíåíà íóëüîâîþ ôóíêöi¹þ, óòâîðþþòü îäíîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið
ïðîñòîðó L2(0, l), ÿêèé ìà¹ âèãëÿä {Cw∗ |C ∈ R}, äå w∗ � îäíà iç âëàñíèõ ôóíêöié. Îòîæ,
ìè âñòàíîâèëè, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A ¹ îäíîêðàòíèìè. Âïîðÿäêó¹ìî äîäàòíi
êîðåíi ðiâíÿííÿ (30) â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ¨õ âåëè÷èí, òîáòî ó âèãëÿäi

0 < λ1 < λ2 < ... < λk < ... (31)

Äëÿ êîæíîãî k ∈ N çíàéäåìî âëàñíó ôóíêöiþ çà ôîðìóëîþ (26) ïðè λ = λk i çíà÷åííÿõ
C1 i C2, çíàéäåíèõ iç ñèñòåìè (29) ïðè λ = λk çà äîäàòêîâî¨ óìîâè∫ l

0

|w(x)|2dx = 1

(óìîâi íîðìóâàííÿ). Ïîçíà÷èìî îòðèìàíó âëàñíó ôóíêöiþ ÷åðåç wk. Îòæå, ìè çíàéøëè
îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk} â L2(0, l) i âiäïîâiäíó ¨é ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü {λk}.

Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê β0 = 0 i β1 = 0.

ßê áóëî ñêàçàíî âèùå, äëÿ áóäü-ÿêîãî v ∈ H ìà¹ìî ìà¹ìî

v =
∞∑
k=1

v̂kwk, äå v̂k = (v, wk), k ∈ N.

Òåîðåìà 4. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (SNC). Òîäi

D(A) = {v ∈ H
∣∣ ∞∑
k=1

|λk|2|v̂k|2 <∞}, Av =
∞∑
k=1

λkv̂kwk, ÿêùî v =
∞∑
k=1

v̂kwk. (32)
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷

Ïðèêëàä 1. Íåõàé l > 0 � ÿêå-íåáóäü ôiêñîâàíå ÷èñëî, à A : D(A) → L2(0, l) îïåðàòîð,

çàäàíèé çà ïðàâèëîì (1), (2), äå α0 = 0, β0 = 1, α1 = 1, β1 = 0, òîáòî

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A).

Òðåáà
1) çíàéòè îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk} â L2(0, l) i âiäïîâiäíó ¨é ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü {λk},
ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A;
2) ðîçâèíóòè â ðÿä Ôóð'¹ çà öi¹þ áàçîþ ôóíêöi¨:
à) ϕ(x) := x+ 1, x ∈ (0, l); á) f(x, t) := x sin t, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞).

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. 1) Íà ïiäñòàâi íàñëiäêó 1 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíóþòü îðòîíîðìîâàíà
áàçà {wk} â L2(0, l) i ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk} òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
(22), (23), ïðè÷îìó λ1 > 0. Äëÿ çíàõîäæåííÿ {wk} i {λk} âèêîðèñòà¹ìî ñõåìó, îïèñàíó â
äîâåäåííi íàñëiäêó 1.

Ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà
λ îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ {

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w(0) = 0, w′(l) = 0.
(33)

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè çíà÷åííÿ λ > 0 òàêi, ùî çàäà÷à (33) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

−w′′ = λw,

i çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi
w′′ + λw = 0. (34)

Öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çíàéäåìî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê, à äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇔ µ1,2 = ±
√
λ i, i � óÿâíà îäèíèöÿ.

Îòæå, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (34) ìà¹ âèãëÿä

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (35)

äå C1, C2 � âiäïîâiäíi ñòàëi.
Çíàéäåìî

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (36)

i ïiäñòàâèìî âèðàçè (35) i (36) â êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (33):{
w(0) ≡ C1 = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(37)

Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè çíàéòè çíà÷åííÿ λ > 0, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (37)
ñòîñîâíî C1 i C2 ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì çíàéòè öi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.

10



Iç ñèñòåìè (37) ìà¹ìî

C1 = 0, C2 6= 0, cos
√
λl = 0. (38)

Ç ðiâíÿííÿ cos
√
λl = 0 çíàõîäèìî

√
λl = −π

2
+ πk, k ∈ N, ⇔ λk =

(−π + 2πk

2l

)2

, k ∈ N. (39)

Îòîæ, ìè çíàéøëè âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ

λ,C1, C2 ó âèðàç (35) i äëÿ êîæíîãî k ∈ N îòðèìà¹ìî

wk(x) = C2 sin
√
λkx, x ∈ [0, l], (40)

äå C2 � íåíóëüîâà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ

l∫
0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

sin2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

2

l∫
0

sin2 −π + 2πk

2l
x dx = 1 ⇔

⇔ C2
2

l

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

l
.

Îòîæ, ìè âñòàíîâèëè, ùî îðòîíîðìîâàíà áàçà {wk} â L2(0, l) i ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk},
ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ òà âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A, ¹ òàêèìè:

λk =
(−π + 2πk

2l

)2

, wk(x) =

√
2

l
sin
√
λkx dx ≡

√
2

l
sin
−π + 2πk

2l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N.

(41)

2) a) Çàïèøåìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ϕ â ðÿä Ôóð'¹ çà çíàéäåíîþ îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ:

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), x ∈ [0, l],

äå

ϕ̂k :=

l∫
0

ϕ(x)wk(x) dx =

√
2

l

l∫
0

(x+ 1) sin
−π + 2πk

2l
x dx =

= −
√

2

l

2l

(−π + 2πk)

(
(x+ 1) cos

−π + 2πk

2l
x
∣∣∣l
0
−

l∫
0

cos
−π + 2πk

2l
x dx

)
=

= −
√

2

l

2l

(−π + 2πk)

(
− 1− 2l

−π + 2πk
sin
−π + 2πk

2l
x
∣∣∣l
0

)
=

= −
√

2

l

2l

(−π + 2πk)

(
− 1− (−1)k+1 2l

−π + 2πk

)
=

√
2

l

2l

(−π + 2πk)

(
1 + (−1)k+1 2l

−π + 2πk

)
.

á) Çàïèøåìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ f â ðÿä Ôóð'¹ çà çíàéäåíîþ îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ:

f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞),
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äå

f̂k(t) :=

l∫
0

f(x, t)wk(x) dx =

√
2

l

l∫
0

(x sin t) sin
√
λkx dx =

= sin t ·
√

2

l

l∫
0

x sin
√
λkx dx = sin t ·

√
2

l

l∫
0

x sin
−π + 2πk

2l
x dx =

= − sin t ·
√

2

l

2l

(−π + 2πk)

(
x cos

−π + 2πk

2l
x
∣∣∣l
0
−

l∫
0

cos
−π + 2πk

2l
x dx

)
=

= − sin t ·
√

2

l

2l

(−π + 2πk)

(
0− 2l

−π + 2πk
sin
−π + 2πk

2l
x
∣∣∣l
0

)
=

= sin t ·
√

2

l

2l

(−π + 2πk)
((−1)k+1 2l

−π + 2πk
) = (−1)k+1

√
2

l

( 2l

−π + 2πk

)2

· sin t , t ∈ (0,+∞).

�

Ïðèêëàä 2. Íåõàé l > 0 � ÿêå-íåáóäü ôiêñîâàíå ÷èñëî, à A : D(A) → L2(0, l) îïåðàòîð,

çàäàíèé çà ïðàâèëîì (1), (2), äå α0 = 1, β0 = 0, α1 = 1, β1 = 0, òîáòî

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A).

Òðåáà
1) çíàéòè îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk} â L2(0, l) i âiäïîâiäíó ¨é ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü {λk},
ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A;
2) ðîçâèíóòè â ðÿä Ôóð'¹ çà öi¹þ áàçîþ ôóíêöi¨:
à) ϕ(x) := 2x+ 1, x ∈ (0, l); á) f(x, t) := (x− 1)et, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞).

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. 1) Íà ïiäñòàâi íàñëiäêó 1 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíóþòü îðòîíîðìîâàíà
áàçà {wk} â L2(0, l) i ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk} òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
(22), (23), ïðè÷îìó λ1 = 0. Äëÿ çíàõîäæåííÿ {wk} i {λk} âèêîðèñòà¹ìî ñõåìó, îïèñàíó â
äîâåäåííi íàñëiäêó 1.

Ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà
λ îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ {

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w′(0) = 0, w′(l) = 0.
(42)

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè ÷èñëà λ > 0 òàêi, ùî çàäà÷à (42) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

−w′′ = λw, (43)

ó âèïàäêàõ 1) λ = 0 òà 2) λ > 0.
1) Íåõàé λ = 0, òîäi ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

−w′′ = 0.
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Áóäü-ÿêèé éîãî ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä

w(x) = C1x+ C2,

äå C1, C2 � âiäïîâiäíi ñòàëi. Çíàéäåìî öi ñòàëi, ïiäñòàâèâøè ðîçâ'ÿçîê ó êðàéîâi óìîâè
çàäà÷i (42). Îòðèìà¹ìî C1 = 0, C2 � íåíóëüîâà ñòàëà, òîáòî w0(x) = C2, x ∈ [0, l], äå
çíà÷åííÿ C2 âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ

l∫
0

|w0(x)|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

dx = 1 ⇔ C2
2 l = 1 ⇔ C2 =

√
1

l
.

Îòîæ, ìè âñòàíîâèëè, ùî âëàñíîìó çíà÷åííþ

λ0 = 0 (44)

âiäïîâiäà¹ âëàñíèé åëåìåíò îïåðàòîðà A âèãëÿäó

w0(x) =

√
1

l
, x ∈ [0, l]. (45)

2) Íåõàé λ > 0 i çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (43) ó âèãëÿäi

w′′ + λw = 0. (46)

Öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çíàéäåìî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê, à äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

µ2 + λ = 0⇐⇒ µ2 = −λ⇐⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i � óÿâíà îäèíèöÿ.

Îòæå, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (46) ìà¹ âèãëÿä

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (47)

äå C1, C2 � âiäïîâiäíi ñòàëi. Çíàéäåìî

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (48)

i ïiäñòàâèìî âèðàçè (47) i (48) â êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (42):{
w′(0) ≡ C2

√
λ = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(49)

Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè çíàéòè çíà÷åííÿ λ > 0, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (49)
ñòîñîâíî C1 i C2 ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì çíàéòè öi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.

Iç ñèñòåìè (49) ìà¹ìî

C2 = 0, C1 6= 0, sin
√
λl = 0. (50)

Ç ðiâíÿííÿ sin
√
λl = 0 çíàõîäèìî

√
λl = πk, k ∈ N, ⇔ λk =

(πk
l

)2

, k ∈ N. (51)

Îòîæ, ìè çíàéøëè âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ
λ,C1, C2 ó âèðàç (47) i äëÿ êîæíîãî k ∈ N çíàõîäèìî

wk(x) = C1 cos
√
λkx, x ∈ [0, l], (52)

äå C1 � íåíóëüîâà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ

l∫
0

|wk(x)|2 dx = 1 ⇔ C2
1

l∫
0

cos2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

1

l∫
0

cos2 πk

l
x dx = 1 ⇔

1

2
C2

1

l∫
0

(
1 + cos 2

πk

l
x
)
dx = 1 ⇔ C2

2

l

2
= 1 ⇔ C2 =

√
2

l
.

Îòæå, ìè çíàéøëè îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk}∞k=0 â L2(0, l) i âiäïîâiäíó ¨é ÷èñëîâó ïîñëi-
äîâíiñòü {λk}∞k=0, ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ òà âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà
A:

λ0 = 0, λk =
(πk
l

)2

, k ∈ N.

w0(x) =

√
1

l
, wk(x) =

√
2

l
cos
√
λkx dx ≡

√
2

l
cos

πk

l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N. (53)

2) a) Çàïèøåìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ϕ â ðÿä Ôóð'¹ çà çíàéäåíîþ îðòîíîðìîâàíîþ
áàçîþ:

ϕ(x) =
∞∑
k=0

ϕ̂kwk(x), x ∈ (0, l),

äå

ϕ̂0 :=

l∫
0

ϕ(x)w0(x) dx =

√
1

l

l∫
0

(2x+ 1) dx =

√
1

l
(l2 + l) =

√
l(l + 1) ,

ϕ̂k :=

l∫
0

ϕ(x)wk(x) dx =

√
2

l

l∫
0

(2x+ 1) cos
πk

l
x dx =

=

√
2

l

l

πk

(
(2x+ 1) sin

πk

l
x
∣∣∣l
0
−2

l∫
0

sin
πk

l
x dx

)
=

=

√
2

l

l

πk

(
0 +

2l

πk
cos

πk

l
x
∣∣∣l
0

)
= 2

√
2

l

( l

πk

)2

((−1)k − 1), k ∈ N.

á) Çàïèøåìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ f â ðÿä Ôóð'¹ çà çíàéäåíîþ îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ:

f(x, t) =
∞∑
k=0

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞),

äå

f̂0(t) :=

l∫
0

f(x, t)w0(x) dx =

√
1

l

l∫
0

(x− 1)et dx = et ·
√

1

l

( l2
2
− l
)

=
√
l
( l

2
− 1
)
· et ,
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f̂k(t) :=

l∫
0

f(x, t)wk(x) dx =

√
2

l

l∫
0

(x− 1)et cos
√
λkx dx =

= et ·
√

2

l

l∫
0

(x− 1) cos
√
λkx dx = et ·

√
2

l

l∫
0

(x− 1) cos
πk

l
x dx =

= et ·
√

2

l

l

πk

(
(x− 1) sin

πk

l
x
∣∣∣l
0
−

l∫
0

sin
πk

l
x dx

)
= et ·

√
2

l

l

πk

(
0 +

l

πk
cos

πk

l
x
∣∣∣l
0

)
=

=

√
2

l

( l

πk

)2

((−1)k − 1) · et = ake
t, t ∈ (0,+∞), k ∈ N,

äå ak :=

√
2

l

( l

πk

)2

((−1)k − 1), k ∈ N. �

Ïðèêëàä 3. Íåõàé l > 0 � ÿêå-íåáóäü ôiêñîâàíå ÷èñëî, à A : D(A) → L2(0, l) îïåðàòîð,

çàäàíèé çà ïðàâèëîì (1), (2), äå α0 = 1, β0 = −h1, α1 = 0, β1 = 1, òîáòî

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0)− h1v(0) = 0, v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

äå h1 > 0 � çàäàíå ÷èñëî.

Òðåáà
1) çíàéòè îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk} â L2(0, l) i âiäïîâiäíó ¨é ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü {λk},
ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A;
2) ðîçâèíóòè â ðÿä Ôóð'¹ çà öi¹þ áàçîþ ôóíêöi¨:
à) ϕ(x) := cos x, x ∈ (0, l); á) f(x, t) := 2x cos t, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞).

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. 1) Íà ïiäñòàâi íàñëiäêó 1 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíóþòü îðòîíîðìîâàíà
áàçà {wk} â L2(0, l) i ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk} òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
(22), (23), ïðè÷îìó λ1 > 0. Äëÿ çíàõîäæåííÿ {wk} i {λk} âèêîðèñòà¹ìî ñõåìó, îïèñàíó â
äîâåäåííi íàñëiäêó 1.

Ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà
λ îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ {

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w′(0)− h1w(0) = 0, w(l) = 0.
(54)

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè ÷èñëà λ > 0 òàêi, ùî çàäà÷à (54) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ çàäà÷i (54) i çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi

w′′ + λw = 0. (55)

Öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çíàéäåìî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê, à äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇔ µ1,2 = ±
√
λ i, i � óÿâíà îäèíèöÿ.
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Îòæå, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (55) ìà¹ âèãëÿä

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (56)

äå C1, C2 � âiäïîâiäíi ñòàëi.
Çíàéäåìî

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (57)

i ïiäñòàâèìî âèðàçè (56) i (57) â êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (54):{
w′(0)− h1w(0) ≡ C2

√
λ− h1C1 = 0,

w(l) ≡ C1 cos
√
λl + C2 sin

√
λl = 0.

(58)

Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè çíàéòè çíà÷åííÿ λ > 0, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (58)
ñòîñîâíî C1 i C2 ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì çíàéòè öi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.

Ñèñòåìà (58) ¹ ëiíiéíîþ àëãåáðà¨÷íîþ ñèñòåìîþ ñòîñîâíî C1 i C2. Äëÿ iñíóâàííÿ â íå¨
íåíóëüîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîáè âèçíà÷íèê îñíîâíî¨ ìàòðèöi áóâ ðiâíèé
íóëåâi, à ñàìå ∣∣∣∣ −h1

√
λ

cos
√
λl sin

√
λl

∣∣∣∣ = 0.

Öå ðiâíÿííÿ ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííþ

−h1 sin
√
λl −

√
λ cos

√
λl = 0, (59)

çâiäêè

−h1 sin
√
λl −

√
λ cos

√
λl = 0 ⇔ tg

√
λl = −

√
λ

h1

. (60)

ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ µ :=
√
λl, òî îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ìàòèìå âèãëÿä

tg µ = − µ

lh1

. (61)

Ïîáóäóâàâøè ãðàôiêè ôóíêöié, ùî ñòîÿòü â ëiâié òà ïðàâié ÷àñòèíàõ öüîãî ðiâíÿííÿ,
áà÷èìî, ùî öå âîíî ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ{µk}∞k=1, ïðè÷îìó ¨õ òî÷êîþ
ñêóï÷åííÿ ¹ +∞. Òîäi âëàñíèìè çíà÷åííÿìè íàøîãî îïåðàòîðà A áóäóòü ÷èñëà

λk :=
(µk
l

)2

, k ∈ N. (62)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi âëàñíi çíà÷å-
ííÿ â ñèñòåìó (58) i çíàõîäèìî âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ C1 i C2. Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ áà÷èìî, ùî
äëÿ çàäàíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ òiëüêè (!) îäíà iç äîâiëüíèõ ñòàëèõ C1 i C2 ìîæå ïðèéìàòè
áóäü-ÿêi çíà÷åííÿ, à äðóãà âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ïåðøó

C2 =
h1√
λk
C1.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ
λ,C1, C2 ó âèðàç (56) i êîæíîãî k ∈ N çíàõîäèìî

wk(x) = C1(cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx), x ∈ [0, l], k ∈ N, (63)
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äå C1 � íåíóëüîâà ñòàëà, ÿêó çíàõîäèìî ç óìîâè íîðìóâàííÿ:

l∫
0

|wk(x)|2 dx = 1 ⇔ C2
1

l∫
0

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)2
dx = 1 ⇔

C1 = Mk :=


√√√√√ l∫

0

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)2
dx


−1

. (64)

Îòîæ, äëÿ êîæíîãî k ∈ N íîðìîâàíèé âëàñíèé åëåìåíò îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäà¹ âëà-
ñíîìó çíà÷åííþ λk ìà¹ âèãëÿä

wk(x) = Mk

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
, x ∈ [0, l], (65)

äå Mk âèçíà÷åíî â (64).
Îòæå, ìè çíàéøëè îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk} â L2(0, l) (äèâ. (65)) i âiäïîâiäíó ¨é ÷èñëîâó

ïîñëiäîâíiñòü {λk} (äèâ.(62)), ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ òà âëàñíèõ çíà÷åíü
îïåðàòîðà A.

Çàóâàæåííÿ 1. Âèðàçè âëàñíèõ åëåìåíòiâ wk, k ∈ N, îïåðàòîðà A ìîæíà ñïðîñòèòè.
Ñïðàâäi, âèêîðèñòàâøè ðiâíiñòü (60), ìà¹ìî

cos
√
λkx− ctg

√
λkl sin

√
λkx =

1

sin
√
λkl

(cos
√
λkx sin

√
λkl − cos

√
λkl sin

√
λkx) =

=
1

sin
√
λkl

sin
√
λk(l − x), x ∈ [0, l], k ∈ N. (66)

Îòîæ, çâiäñè òà (63) äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N îòðèìà¹ìî

wk(x) := C1
1

sin
√
λkl

sin
√
λk(l − x) = C̃1 sin

√
λk(l − x), x ∈ [0, l], k ∈ N

äå C̃1 := C1
1

sin
√
λkl

� íåíóëüîâà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ:

l∫
0

|wk(x)|2 dx = 1 ⇔ C̃2
1

l∫
0

sin2
√
λk(l − x) dx = 1 ⇔ C̃2

1

l∫
0

sin2
√
λkx dx = 1.

Îá÷èñëèìî îòðèìàíèé iíòåãðàë, âèêîðèñòàâøè ðiâíiñòü (60):

l∫
0

sin2
√
λkx dx =

1

2

l∫
0

(1− cos 2
√
λkx) dx =

l

2
− 1

4λk
sin 2

√
λkl =

=
l

2
− 1

2
√
λk

sin
√
λkl cos

√
λkl =

l

2
− 1

2
√
λk

tg
√
λkl

1

1 + tg2
√
λkl

=

=
l

2
− 1

2
√
λk

h2√
λk

1

1− ( h2√
λk

)2
=

1

2

(
l − h2

λk + h2
2

)
.
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Îòîæ, îòðèìó¹ìî

C̃2
1 ·

1

2

(
l − h2

λk + h2
2

)
= 1 ⇔ C̃1 = M̃k :=

(
1

2

(
l − h2

λk + h2
2

))−1/2

. (67)

Îòîæ,

wk(x) = M̃k sin
√
λk(l − x), x ∈ [0, l], äå M̃k :=

(
1

2

(
l − h2

λk + h2
2

))−1/2

, k ∈ N, (68)

� îðòîíîðìîâàíà áàçà â L2(0, l) ñêëàäåíà ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A, à âiäïîâiäíà
¨é ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü ç âëàñíèõ ÷èñåë ìà¹ âèãëÿä (62).

2) a) Çàïèøåìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ϕ â ðÿä Ôóð'¹ çà çíàéäåíîþ îðòîíîðìîâàíîþ
áàçîþ {wk}, âèêîðèñòàâøè âèðàçè (68):

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), x ∈ (0, l),

äå

ϕ̂k :=

l∫
0

ϕ(x)wk(x) dx = M̃k

l∫
0

cosx sin
√
λk(l − x) dx =

=
M̃k

2

l∫
0

(
sin(x(1−

√
λk) +

√
λkl) + sin(−x(1 +

√
λk) +

√
λkl)

)
dx =

=
M̃k

2

(
− 1

1−
√
λk

cos(x(1−
√
λk) +

√
λkl)

∣∣l
0
+

1

1 +
√
λk

cos(−x(1 +
√
λk) +

√
λkl)

∣∣l
0

)
=

=
M̃k

2

(
− 1

1−
√
λk

(cos l − cos
√
λkl) +

1

1 +
√
λk

(cos l − cos
√
λkl)

)
=

= −M̃k

√
λk

1− λk

(
cos l − cos

√
λkl
)
.

á) Çàïèøåìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ f â ðÿä Ôóð'¹ çà çíàéäåíîþ îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ:

f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞),

äå

f̂k(t) :=

l∫
0

f(x, t)wk(x) dx = M̃k

l∫
0

(2x cos t) sin
√
λk(l − x) dx =

= 2 cos t ·M̃k

l∫
0

x sin
√
λk(l−x) dx = 2 cos t · M̃k√

λk

(
x cos

√
λk(l−x)

∣∣l
0
−

l∫
0

cos
√
λk(l−x) dx

)
=

= 2 cos t · M̃k√
λk

(
l +

1√
λk

sin
√
λk(l − x)

∣∣l
0

)
= 2

M̃k√
λk

(
l +

1√
λk

sin
√
λkl
)
· cos t =

= bk cos t, t ∈ (0,+∞), äå bk := 2
M̃k√
λk

(
l +

1√
λk

sin
√
λkl
)
, k ∈ N.

�
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Ïðèêëàä 4. Íåõàé l > 0 � ÿêå-íåáóäü ôiêñîâàíå ÷èñëî, à A : D(A) → L2(0, l) îïåðàòîð,

çàäàíèé çà ïðàâèëîì (1), (2), äå α0 = 1, β0 = 0, α1 = 1, β1 = h2, òîáòî

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0) = 0, v′(l) + h2v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

äå h2 � çàäàíå ÷èñëî.

Òðåáà
1) çíàéòè îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk} â L2(0, l) i âiäïîâiäíó ¨é ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü {λk},
ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A;
2) ðîçâèíóòè â ðÿä Ôóð'¹ çà öi¹þ áàçîþ ôóíêöi¨:
à) ϕ(x) := x− 1, x ∈ (0, l); á) f(x, t) := ex sin t, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞).

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. 1) Íà ïiäñòàâi íàñëiäêó 1 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíóþòü îðòîíîðìîâàíà
áàçà {wk} â L2(0, l) i ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk} òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
(22), (23), ïðè÷îìó λ1 > 0. Äëÿ çíàõîäæåííÿ {wk} i {λk} âèêîðèñòà¹ìî ñõåìó, îïèñàíó â
äîâåäåííi íàñëiäêó 1.

Ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà
λ îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ {

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w′(0) = 0, w′(l) + h2w(l) = 0.
(69)

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè ÷èñëà λ > 0 òàêi, ùî çàäà÷à (69) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.
Îòæå, ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ çàäà÷i (69) i çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi

w′′ + λw = 0. (70)

Öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çíàéäåìî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê, à äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇔ µ1,2 = ±
√
λ i, i � óÿâíà îäèíèöÿ.

Îòæå, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (70) ìà¹ âèãëÿä

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (71)

äå C1, C2 � âiäïîâiäíi ñòàëi.
Çíàéäåìî

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (72)

i ïiäñòàâèìî âèðàçè (71) i (72) â êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (69):{
w′(0) ≡ C2

√
λ = 0,

w′(l) + h2w(l) ≡ (−C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl) + h2(C1 cos

√
λl + C2 sin

√
λl) = 0.

(73)

Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè çíàéòè çíà÷åííÿ λ > 0, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (58)
ñòîñîâíî C1 i C2 ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì çíàéòè öi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.

Iç ñèñòåìè (73) ìà¹ìî

C2 = 0, C1 6= 0, −
√
λ sin

√
λl + h2 cos

√
λl = 0. (74)
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Ïåðåòâîðèìî îòðèìàíå ðiâíÿííÿ òàê

−
√
λ sin

√
λl + h2 cos

√
λl = 0 ⇔ tg

√
λl =

h2√
λ
. (75)

Ïîçíà÷èìî µ :=
√
λl i çäîáóâà¹ìî ðiâíÿííÿ

tg µ =
h2l

µ
.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è éîãî ãðàôi÷íî, ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü äîäà-
òíèõ êîðåíiâ {µk}∞k=1, ïðè÷îìó ¨õ òî÷êîþ ñêóï÷åííÿ ¹ +∞. Òîäi

λk :=
(µk
l

)2

, k ∈ N, (76)

� âëàñíi çíà÷åííÿ íàøîãî îïåðàòîðà A.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ

λ,C1, C2 ó âèðàç (71) i çíàõîäèìî

wk(x) = C1 cos
√
λkx, x ∈ [0, l], k ∈ N,

äå C1 � íåíóëüîâà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ âèáèðà¹ìî ç óìîâè íîðìóâàííÿ:

l∫
0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
1

l∫
0

cos2
√
λkx dx = 1 .

Îá÷èñëèìî îòðèìàíèé iíòåãðàë, âèêîðèñòîâóþ÷è (75), òàê:

l∫
0

cos2
√
λkx dx =

1

2

l∫
0

(1 + cos 2
√
λkx) dx =

l

2
+

1

4
√
λk

sin 2
√
λkl =

=
l

2
+

1

2
√
λk

sin
√
λkl cos

√
λkl =

l

2
+

1

2
√
λk

tg
√
λkl

1

1 + tg2
√
λkl

=

=
l

2
+

1

2
√
λk

h2√
λk

1

1 + ( h2√
λk

)2
=

1

2

(
l +

h2

λk + h2
2

)
.

Îòîæ, îòðèìó¹ìî

C2
1

1

2

(
l +

h2

λk + h2
2

)
= 1 ⇔ C1 = Hk :=

(
1

2

(
l +

h2

λk + h2
2

))−1/2

, k ∈ N. (77)

Îòæå, ìè âñòàíîâèëè, ùî îðòîíîðìîâàíà áàçà {wk} â L2(0, l), ñêëàäåíà ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ
îïåðàòîðà A, ¹ òàêà:

wk(x) = Hk cos
√
λkx, x ∈ [0, l], äå Hk :=

(
1

2

(
l +

h2

λk + h2
2

))−1/2

, k ∈ N, (78)

à âiäïîâiäíó ¨é ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk}, ñêëàäåíà ç âëàñíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà
A, âèçíà÷åíà â (76).
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2) a) Çàïèøåìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ϕ â ðÿä Ôóð'¹ çà çíàéäåíîþ îðòîíîðìîâàíîþ
áàçîþ:

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), x ∈ (0, l),

äå

ϕ̂k :=

l∫
0

ϕ(x)wk(x) dx = Hk

l∫
0

(x− 1) cos
√
λkx dx =

=
Hk√
λk

(
(x− 1) sin

√
λkx
∣∣l
0
−

l∫
0

sin
√
λkx dx

)
=

=
Hk√
λk

(
(l − 1) sin

√
λkl +

1√
λk

cos
√
λkx
∣∣l
0

)
=

=
Hk√
λk

(
(l − 1) sin

√
λkl +

1√
λk

(cos
√
λkl − 1)

)
.

á) Çàïèøåìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ f â ðÿä Ôóð'¹ çà çíàéäåíîþ îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ:

f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞),

äå

f̂k(t) :=

l∫
0

f(x, t)wk(x) dx = Hk

l∫
0

(ex sin t) cos
√
λkx dx =

= sin t ·Hk

l∫
0

ex cos
√
λkx dx, t ∈ (0,+∞).

Îá÷èñëèìî îòðèìàíèé iíòåãðàë

l∫
0

ex cos
√
λkx dx = ex cos

√
λkx
∣∣l
0
+

1√
λ

l∫
0

ex sin
√
λkx dx =

= el cos
√
λkl − 1 +

1√
λk

(
ex sin

√
λkx
∣∣l
0
− 1√

λk

l∫
0

ex cos
√
λkx dx

)
=

= el
(
cos
√
λkl −

sin
√
λkl√
λk

)
−1− 1

λk

l∫
0

ex cos
√
λkx dx.

Çâiäñè (
1 +

1

λk

) l∫
0

ex cos
√
λkx dx = el

(
cos
√
λkl −

sin
√
λkl√
λk

)
−1,

l∫
0

ex cos
√
λkx dx =

el
(
cos
√
λkl − sin

√
λkl√
λk

)
−1

1 + 1
λk

.
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Îòîæ, ìà¹ìî

f̂k(t) := ck sin t, t ∈ (0,+∞), k ∈ N, äå ck :=
el
(
cos
√
λkl − sin

√
λkl√
λk

)
−1

1 + 1
λk

Hk .

�

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Íåõàé l > 0 � ÿêå-íåáóäü ôiêñîâàíå ÷èñëî, à A : D(A)→ L2(0, l) îïåðàòîð, çàäàíèé çà
ïðàâèëîì (1),(2).

Òðåáà
1) çíàéòè îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk} â L2(0, l) i âiäïîâiäíó ¨é ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü {λk},
ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A;
2) ðîçâèíóòè â ðÿä Ôóð'¹ çà öi¹þ áàçîþ ôóíêöi¨:
à) ϕ(x), x ∈ (0, l); á) f(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞),
ÿêùî

1. α0 = 0, β0 = 1, α1 = 0, β1 = 1, òîáòî

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A);

ϕ(x) = cos 2x, x ∈ (0, l); f(x, t) = (x+ 2)t3, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞);

2. α0 = 1, β0 = 0, α1 = 0, β1 = 1, òîáòî

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0) = 0, v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A);

ϕ(x) = 2x+ 3, x ∈ (0, l); f(x, t) = x2(t+ 1), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞);

3. α0 = 1, β0 = −h1, α1 = 1, β1 = 0, òîáòî

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0)− h1v(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

äå h1 � çàäàíå ÷èñëî;

ϕ(x) = 3x+ 2, x ∈ (0, l); f(x, t) = ext3, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞);

4. α0 = 0, β0 = 1, α1 = 1, β1 = h2, òîáòî

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v′(l) + h2v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

äå h2 � çàäàíå ÷èñëî;

ϕ(x) = sin 3x, x ∈ (0, l); f(x, t) = (x+ 2)e2t, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞);

5. α0 = 1, β0 = −h1, α1 = 1, β1 = h2, òîáòî

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0)− h1v(0) = 0, v′(l) + h2v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

äå h1, h2 � çàäàíi ÷èñëà;

ϕ(x) = 2x− 1, x ∈ (0, l); f(x, t) = x(t+ 3), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞).
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ � 7

Ìiøàíi çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè ç îäíîðiäíèìè

êðàéîâèìè óìîâàìè. Ìåòîä ðÿäiâ Ôóð'¹

Çàâäàííÿ: Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ
ñòðóíè

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (1)

(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (2)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (3)

äå
• l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà,

• α0, β0, α1, β1 ∈ R � ñòàëi òàêi, ùî |α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, α0β0 ≤ 0 , α1β1 ≥ 0,

• ϕ, ψ ∈ L2(0, l), f ∈ C([0, T ];L2(0, l)) � çàäàíi ôóíêöi¨.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâ-
íÿííÿ êîëèâàíü ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi äëÿ âiäïîâiäíîãî äèôåðåíöiàëüíî-
îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ. Çàïèøåìî òó çàäà÷ó, ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ ¹ ñèëüíî óçàãàëüíå-
íèì ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ çàäà÷i. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A)→ L2(0, l) çà ïðàâèëîì:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(l) + β1v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),
(4)

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] 3 t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ [0, l];

ϕ := ϕ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, l].

Îòæå, çàäà÷à (1) � (3) çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿ-
ííÿ

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (5)

u(0) = ϕ, u′(0) = ψ. (6)

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (3) � öå ñëàáêèé ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i (5),(6). Òîìó áóäåìî øóêàòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (3),
âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìèé ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5), (6).

2-èé êðîê. Îñêiëüêè îïåðàòîð A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (SNC), òî iñíó¹ îðòîíîðìîâàíà áàçà
{wk} â H = L2(0, l) i âiäïîâiäíà ¨é ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk}, ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç
âëàñíèõ åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A òàê, ùî

Awk = λkwk, k ∈ N,

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., ïðè÷îìó λk −→
k→+∞

+∞.

Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ äîäàòíèìè, ÿêùî àáî β0 6= 0, àáî β1 6= 0, i íåâiä'¹ìíèìè, çîêðåìà,
íóëü ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì, êîëè β0 = 0 i β1 = 0.
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âiäïîâiäíèõ ¨ì âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A
çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ H2([0, l]) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àé-
íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

−w′′ = λw ⇔ w′′ + λw = 0, x ∈ (0, l), (7)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

α0w
′(0) + β0w(0) = 0, α1w

′(l) + β1w(l) = 0. (8)

Çíàõîäèìî ïîñëiäîâíîñòi {wk} i {λk} òàê ÿê öå ðîáèëîñÿ íà ïðàêòè÷íîìó çàíÿòòi �7.
Ïðèíàãiäíî çàóâàæèìî, ùî çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ åëåìåí-

òiâ îïåðàòîðà A, ÿêà ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi âñåìîæëèâèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ
ðiâíÿííÿ (7) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (8), i çíàõîäæåííÿ
öèõ ðîçâ'ÿçêiâ, íàçèâà¹ìî çàäà÷åþ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ i ôàêòè÷íî ðîçâ'ÿçó¹ìî â ïðîñòîði
C2([0, l]).

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk} âõiäíi äàíi:

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

(9)
äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî

ϕ̂k :=

∫ l

0

ϕ(x)wk(x) dx, ψ̂k :=

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx, f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx, t ∈ [0, T ].

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (3) ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó
Ôóð'¹

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (10)

êîåôiöi¹íòè {ûk}∞k=1 ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û′′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = ϕ̂k, û′k(0) = ψ̂k, k ∈ N.
(11)

Öi ðiâíîñòi îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä (10) ìîæíà äâi÷i ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþ-
âàòè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (1) i ïî÷àòêîâi óìîâè (3) çàìiñòü u (êðàéîâi óìîâè
(2) äëÿ ñóìè ðÿäó âèêîíóþòüñÿ çà ðàõóíîê íàëåæíîñòi wk äî D(A), k ∈ N). Âðàõóâàâøè
ðîçâèíåííÿ ϕ, ψ i f â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (9)) i òå, ùî

Awk = λkwk ⇒ w′′k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N,

ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

∞∑
k=1

[
û′′k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],
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∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x),
∞∑
k=1

û′k(0)wk(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, l].

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè {wk}, ìà¹ìî ðiâíîñòi (11).
Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (11), áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ ûk ¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i Êîøi {
z′′ + a2λkz = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k, z′(0) = ψk.
(12)

Ïðè íàøèõ óìîâàõ íà ϕ, ψ i f ðÿä (10) çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði C([0, T ];L2(0, l)), à çíà÷èòü,
ôóíêöiÿ u íàëåæèòü öüîìó æ ïðîñòîðó, òîáòî äëÿ ôóíêöi¨ u âèêîíàíi âñi óìîâè îçíà÷åííÿ
ñèëüíî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü.

�

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ

ñòðóíè

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (13)

u|x=0 = 0, ux|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (14)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (15)

äå l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà,

f(x, t) := x sin t, (x, t) ∈ Q, ϕ(x) := x+ 1, ψ(x) := 0, x ∈ [0, l].

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Çâåäåìî çàäà÷ó (13) � (15) äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî
ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð

A : D(A)→ L2(0, l)

çà ïðàâèëîì:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (16)

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] 3 t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ [0, l];

ϕ := ϕ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, l].

Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (13) � (15) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (17)

u(0) = ϕ, u′(0) = ψ. (18)

Çíàéäåìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i, âèêîðèñòîâóþ÷è ñõåìó âiä-
øóêàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (17), (18).
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2-èé êðîê. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âiäïîâiäíèõ ¨ì âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðà-
òîðà A çàóâàæèìî, ùî íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ öüîãî îïåðàòîðà îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîðíå
ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ C2([0, l]) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àé-
íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w(0) = 0, w′(l) = 0.
(19)

Äàëi çíàõîäèìî ïîñëiäîâíîñòi {wk} i {λk} (ðîáèòüñÿ öå òî÷íî òàê, ÿê â ïðèêëàäi 7 íà
ïðàêòè÷íîìó çàíÿòòi �7, àëå äëÿ ïîâíîòè âèêëàäåííÿ ïîâòîðèìî ÷àñòèíó òèõ ìiðêóâàíü,
ùî áóëè âèêîðèñòàíi ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi öüîãî ïðèêëàäó).

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè ÷èñëà λ > 0 òàêi, ùî çàäà÷à (19) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.
Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (19), ÿêå ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi

w′′ + λw = 0. (20)

Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ éîãî ïîâíîãî
çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i � óÿâíà îäèíèöÿ.

Îòæå, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (20) ìà¹ âèãëÿä

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (21)

äå C1, C2 � âiäïîâiäíi ñòàëi.
Çíàéäåìî

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (22)

i ïiäñòàâèìî âèðàçè (21) i (22) â êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (19):{
w(0) ≡ C1 = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(23)

Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè çíàéòè çíà÷åííÿ λ > 0, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà ðiâíÿíü
(23) ñòîñîâíî C1 i C2 ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì çíàéòè öi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè. Iç
ñèñòåìè (23) ìà¹ìî

C1 = 0, C2 6= 0, cos
√
λl = 0. (24)

Ç ðiâíÿííÿ cos
√
λl = 0, âðàõóâàâøè òå, ùî

√
λl > 0, çíàõîäèìî

√
λl = −π

2
+ πk, k ∈ N, ⇒ λk =

(−π + 2πk

2l

)2
, k ∈ N. (25)

Îòîæ, ìè çíàéøëè âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ

λ,C1, C2 ó âèðàç (21) i äëÿ êîæíîãî k ∈ N îòðèìà¹ìî

wk(x) = C2 sin
√
λkx, x ∈ [0, l], (26)
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äå C2 � íåíóëüîâà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ

l∫
0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

sin2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

2

l∫
0

sin2 −π + 2πk

2l
x dx = 1 ⇔

⇔ C2
2

l

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

l
.

Îòîæ, ìè âñòàíîâèëè, ùî îðòîíîðìîâàíà áàçà {wk} â L2(0, l) i ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk},
ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ òà âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A, ¹ òàêèìè:

λk =
(−π + 2πk

2l

)2
, wk(x) =

√
2

l
sin
√
λkx ≡

√
2

l
sin
−π + 2πk

2l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N. (27)

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk} âõiäíi äàíi:

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

(28)
äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî

ϕ̂k :=

∫ l

0

ϕ(x)wk(x) dx =

√
2

l

2l

(−π + 2πk)

(
1 + (−1)k+1 2l

−π + 2πk

)
,

ψ̂k :=

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx = 0,

f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx = (−1)k+1

√
2

l

( 2l

−π + 2πk

)2
· sin t = ak · sin t, t ∈ [0, T ] ,

ak := (−1)k+1

√
2

l

( 2l

−π + 2πk

)2
.

Òóò ìè âèêîðèñòàëè ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðèêëàäó 7 ïðàêòè÷íîãî çàíÿòòÿ �7.

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (13) � (15) ó âèãëÿäi ñóìè
ðÿäó Ôóð'¹

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (29)

äå ôóíêöi¨ {ûk} çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û′′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = ϕk, û′k(0) = ψk, k ∈ N.
(30)

Çíàéäåìî {ûk}. Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (30), áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ ûk
(âiäïîâiäíèé êîåôiöi¹íò ðÿäó (29)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi{

z′′ + a2λkz = ak sin t, t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k, z′(0) = ψ̂k.
(31)
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Ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî k ∈ N. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé
çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ, òî éîãî ïîâíèé
çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñóìîþ ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ëiíiéíîãî îäíîði-
äíîãî ðiâíÿííÿ i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó äàíîãî (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ. Îòîæ, ðîçâ'ÿæåìî
ëiíiéíå îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

z′′ + a2λkz = 0. (32)

Âîíî ¹ ðiâíÿííÿì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òîìó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå
éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ:

µ2 + a2λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λki.

Òîäi

z = Ak cos a
√
λkt+Bk sin a

√
λkt, t ∈ [0, T ], Ak, Bk ∈ R− äîâiëüíi ñòàëi,

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (32).
×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ çàäà÷i (31) øóêàòèìåìî ìåòîäîì íåî-

çíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ, òîáòî ó âèãëÿäi

z = dk sin t, t ∈ [0, T ],

äå dk � ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ çíàõîäèìî çà óìîâè, ùî çàïèñàíà ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàøîãî
ðiâíÿííÿ:

z′ = dk cos t, z′′ = −dk sin t ⇒ −dk sin t+a2λkdk sin t = ak sin t⇒ (a2λk−1)dk = ak ⇒

dk :=
ak

a2λk − 1
(33)

(òóò i äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî a2λk − 1 6= 0 äëÿ âñiõ k ∈ N).
Îòîæ, ìà¹ìî

z = Ak cos a
√
λkt+Bk sin a

√
λkt+ dk sin t, t ∈ [0, T ],

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (31). Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç â ïî÷àòêîâi
óìîâè äàíî¨ çàäà÷i äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü ñòàëèõ Ak, Bk. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî
ïîõiäíó

z′ = −Aka
√
λk sin a

√
λkt+ a

√
λkBk cos a

√
λkt+ dk cos t, t ∈ [0, T ].

Òîäi
z(0) = Ak = ϕ̂k,

z′(0) = a
√
λkBk + dk = ψ̂k.

Çâiäñè

Ak = ϕ̂k, Bk =
ψ̂k − dk
a
√
λk

,

à çíà÷èòü,

ûk(t) = ϕ̂k cos a
√
λkt+

ψ̂k − dk
a
√
λk

sin a
√
λkt+ dk sin t, t ∈ [0, T ].
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Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i (13) � (15) ¹ (äèâ. (29)) ñóìîþ
çáiæíîãî â ïðîñòîði C([0, T ];L2(0, l)) ðÿäó

u(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

(ϕ̂k cos a
√
λkt+

ψ̂k − dk
a
√
λk

sin a
√
λkt+ dk sin t) sin

√
λkx, t ∈ [0, T ],

äå λk, ϕ̂k, ψ̂k, dk äëÿ êîæíîãî k ∈ N îá÷èñëþþòüñÿ çà âèùå íàâåäåíèìè ôîðìóëàìè.
�

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ

ñòðóíè

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (34)

ux|x=0 = 0, ux|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (35)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (36)

äå l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà,

f(x, t) := (x− 1)et, (x, t) ∈ Q, ϕ(x) := 0, ψ(x) := 2x+ 1, x ∈ [0, l].

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Ñïî÷àòêó çâåäåìî çàäà÷ó (34) � (36) äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-
îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A)→ L2(0, l) çà ïðàâèëîì:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A) (37)

i ïîçíà÷åííÿ:

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] 3 t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ [0, l];

ϕ := ϕ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, l].

Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (34) � (36) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (38)

u′(0) = ϕ, u′(0) = ψ. (39)

Çíàéäåìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê äàíî¨ çàäà÷i, âèêîðèñòîâóþ÷è ñõåìó âiäøó-
êàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (38), (39).

2-èé êðîê. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âiäïîâiäíèõ ¨ì âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðà-
òîðà A çàóâàæèìî, ùî íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ öüîãî îïåðàòîðà îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîðíå
ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ C2([0, l]) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àé-
íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w′(0) = 0, w′(l) = 0.
(40)
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Øóêà¹ìî ïîñëiäîâíîñòi {wk} i {λk} (ðîáèìî òî÷íî òàê ÿê â ïðèêëàäi 8 íà ïðàêòè÷íîìó
çàíÿòòi �7, àëå äëÿ ïîâíîòè âèêëàäåííÿ ïîâòîðèìî ÷àñòèíó òèõ ìiðêóâàíü, ùî áóëè ïðè
ðîçâ'ÿçóâàííi öüîãî ïðèêëàäó).

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè ÷èñëà λ ≥ 0 òàêi, ùî çàäà÷à (40) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.
Ðîçãëÿíåì öþ çàäà÷ó ó âèïàäêàõ: 1) λ = 0; 2) λ > 0.
1) Íåõàé λ = 0, òîäi ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

−w′′ = 0.

Éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

w(x) = C1x+ C2, x ∈ [0, l], C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Çíàéäåìî íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (40), ïiäñòàâèâøè öåé âèðàç ó êðàéîâi óìîâè çàäà÷i
(40). Îòðèìà¹ìî C1 = 0, C2 � íåíóëüîâà ñòàëà, òîáòî

w0(x) = C2, x ∈ [0, l],

äå çíà÷åííÿ C2 âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ

l∫
0

|w0(x)|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

dx = 1 ⇔ C2
2 l = 1 ⇒ C2 =

√
1

l
.

Îòîæ, ìè âñòàíîâèëè, ùî âëàñíîìó çíà÷åííþ

λ0 = 0 (41)

âiäïîâiäà¹ âëàñíèé åëåìåíò îïåðàòîðà A âèãëÿäó

w0(x) =

√
1

l
, x ∈ [0, l]. (42)

2) Òåïåð íåõàé λ > 0. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i
(40), ÿêå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

w′′ + λw = 0. (43)

Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ éîãî ïîâíîãî
çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i � óÿâíà îäèíèöÿ.

Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (43) ìà¹ âèãëÿä

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (44)

äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.
Çíàéäåìî ïîõiäíó

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (45)

i ïiäñòàâèìî âèðàçè (44) i (45) â êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (40):{
w′(0) ≡ C2

√
λ = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(46)
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Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè çíàéòè çíà÷åííÿ λ > 0, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà ðiâíÿíü
(46) ñòîñîâíî C1 i C2 ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì çíàéòè öi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè. Iç
ñèñòåìè (46) ìà¹ìî

C2 = 0, C1 6= 0, sin
√
λl = 0. (47)

Ç ðiâíÿííÿ sin
√
λl = 0, âðàõóâàâøè, ùî

√
λl > 0, çíàõîäèìî

√
λl = πk, k ∈ N, ⇒ λk =

(πk
l

)2
, k ∈ N. (48)

Îòîæ, ìè çíàéøëè âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ

λ,C1, C2 ó âèðàç (44) i äëÿ êîæíîãî k ∈ N îòðèìà¹ìî

wk(x) = C1 cos
√
λkx, x ∈ [0, l], (49)

äå C1 � íåíóëüîâà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ

l∫
0

|wk(x)|2 dx = 1 ⇔ C2
1

l∫
0

cos2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

1

l∫
0

cos2
πk

l
x dx = 1 ⇔

⇔ 1

2
C2

1

l∫
0

(
1 + cos 2

πk

l
x
)
dx = 1 ⇔ C2

2

l

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

l
.

Îòæå, ìè çíàéøëè îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk}∞k=0 â L2(0, l) i âiäïîâiäíó ¨é ÷èñëîâó ïîñëi-
äîâíiñòü {λk}∞k=0, ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ òà âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà
A:

λ0 = 0, λk =
(πk
l

)2
, k ∈ N,

w0(x) =

√
1

l
, wk(x) =

√
2

l
cos
√
λkx ≡

√
2

l
cos

πk

l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N. (50)

3-èé êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk} âõiäíi äàíi:

ϕ(x) =
∞∑
k=0

ϕ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=0

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=0

f̂k(t)wk(x), t ∈ [0, T ], (51)

äå

ϕ̂k =

∫ l

0

ϕ(x)wk(x) dx = 0 , k ∈ N ∪ {0},

ψ̂0 :=

l∫
0

ϕ(x)w0(x) dx =

√
1

l

l∫
0

(2x+ 1) dx =

√
1

l
(l2 + l) =

√
l(l + 1) ,

ψ̂k =

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx = 2

√
2

l

( l

πk

)2
((−1)k − 1), k ∈ N

f̂0(t) :=

l∫
0

f(x, t)w0(x) dx = a0e
t , a0 :=

√
l
( l
2
− 1
)
, t ∈ [0, T ],
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f̂k(t) =

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx = ak · et , ak :=

√
2

l

( l

πk

)2
((−1)k − 1), t ∈ [0, T ], k ∈ N.

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (34) � (36) ó âèãëÿäi ñóìè
ðÿäó Ôóð'¹

u(x, t) =
∞∑
k=0

ûk(t)wk(x), t ∈ [0, T ], (52)

äå ôóíêöi¨ {ûk}∞k=1 çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û′′0(t) = f̂0(t), t ∈ (0, T ],

û0(0) = ϕ̂0, û′0(0) = ψ̂0,
(53)

{
û′′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = ϕ̂k, û′k(0) = ψ̂k, k ∈ N.
(54)

Ç (53) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ û0 (âiäïîâiäíèé êîåôiöi¹íò ðÿäó (52)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
Êîøi {

z′′ = a0e
t, t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂0, z′(0) = ψ̂0,
(55)

à ç (53) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ ûk (âiäïîâiäíèé êîåôiöi¹íò ðÿäó (52)) ¹
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi {

z′′ + a2λkz = ake
t, t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k, z′(0) = ψ̂0.
(56)

Ðîçâ'ÿæåìî ñïåðøó çàäà÷ó (55). Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ öi¹¨ çàäà÷i, ïðîiíòåãðóâàâøè ðiâíÿííÿ äâi÷i:

z = a0e
t + A0t+B0, t ∈ [0, T ],

äå A0, B0 � äîâiëüíi ñòàëi.
Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ äàíî¨ çàäà÷i â ¨¨ ïî÷àòêîâi

óìîâè äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü ñòàëèõ A0, B0. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîõiäíó

z′ = a0e
t + A0, t ∈ [0, T ].

Òîäi
z(0) ≡ a0 +B0 = ϕ̂0, z′(0) ≡ a0 + A0 = ψ̂0.

Çâiäñè
A0 = ψ̂0 − a0, B0 = ϕ̂0 − a0.

Îòæå,
û0(t) = a0e

t + (ψ̂0 − a0)t+ ϕ̂0 − a0, t ∈ [0, T ].

Òåïåð ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó (56) äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî k ∈ N. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî
ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ, òî éîãî
ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñóìîþ ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ëiíiéíî-
ãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó äàíîãî (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ. Îòîæ,
ðîçâ'ÿæåìî ëiíiéíå îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

z′′ + a2λkz = 0.
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Âîíî ¹ ðiâíÿííÿì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òîìó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå
éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ:

µ2 + a2λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λki.

Òîäi
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt, t ∈ [0, T ],

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.
×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ çàäà÷i (56) øóêàòèìåìî ìåòîäîì íåî-

çíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ, òîáòî ó âèãëÿäi

z = dke
t, t ∈ [0, T ],

äå dk � ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ çíàõîäèìî çà óìîâè, ùî çàïèñàíà ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàøîãî
ðiâíÿííÿ:

z′ = dke
t, z′′ = dke

t ⇒ dke
t + a2λkdke

t = ake
t ⇒ (1 + a2λk)dk = ak

⇒ dk :=
ak

1 + a2λk
.

Îòîæ, ìà¹ìî
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt+ dke

t, t ∈ [0, T ],

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (56).
Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç â ïî÷àòêîâi óìîâè äàíî¨ çàäà÷i äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü ñòàëèõ

Ak, Bk. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîõiäíó

z′ = −Aka
√
λk sin a

√
λkt+ a

√
λkBk cos a

√
λkt+ dke

t, t ∈ [0, T ].

Òîäi
z(0) ≡ Ak + dk = ϕ̂k, z′(0) ≡ a

√
λkBk + dk = ψ̂k.

Çâiäñè

Ak = ϕ̂k − dk, Bk =
ψ̂k − dk
a
√
λk

.

Çâiäñè ìà¹ìî

ûk(t) = (ϕ̂k − dk) cos a
√
λkt+

ψ̂k − dk
a
√
λk

sin a
√
λkt+ dke

t, t ∈ [0, T ].

Îòîæ, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê íàøî¨ çàäà÷i ¹ (äèâ. (52)) ñóìîþ çáiæíîãî â
ïðîñòîði C([0, T ];L2(0, l)) ðÿäó

u(x, t) =

√
1

l

[
a0e

t + (ψ̂0 − a0)t+ ϕ̂0 − a0
]
+

+

√
2

l

∞∑
k=1

[
(ϕ̂k − dk) cos a

√
λkt+

ψ̂k − dk
a
√
λk

sin a
√
λkt+ dke

t
]
cos
√
λkx, (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ].

�
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Ïðèêëàä 3. Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ

ñòðóíè

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (57)

(ux − h1u)|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (58)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (59)

äå l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà,

f(x, t) := 2x cos t, (x, t) ∈ Q, ϕ(x) := cos x, ψ(x) := 0, x ∈ [0, l].

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Ñïî÷àòêó çâåäåìî çàäà÷ó (57) � (59) äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-
îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A)→ L2(0, l) çà ïðàâèëîì:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0)− h1v(0) = 0, v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (60)

i ïîçíà÷åííÿ

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] 3 t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ [0, l];

ϕ := ϕ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, l].

Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (57) � (59) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (61)

u(0) = ϕ, u′(0) = ψ. (62)

Çíàéäåìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i, âèêîðèñòîâóþ÷è ñõåìó âiä-
øóêàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (61), (62).

2-èé êðîê. Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà ¹ äîäàòíèìè, áî β0 6= 0. Äëÿ çíàõîäæåííÿ
âëàñíèõ çíà÷åíü i âiäïîâiäíèõ ¨ì âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A çàóâàæèìî, ùî íà ïiäñòàâi
îçíà÷åííÿ öüîãî îïåðàòîðà îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ H2(0, l) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w′(0)− h1w(0) = 0, w(l) = 0.
(63)

Äàëi çíàõîäèìî ïîñëiäîâíîñòi {wk} i {λk} (öå ðîáèòüñÿ òî÷íî òàê ÿê â ïðèêëàäi 9 íà
ïðàêòè÷íîìó çàíÿòòi �7, àëå äëÿ ïîâíîòè âèêëàäåííÿ ïîâòîðèìî ÷àñòèíó òèõ ìiðêóâàíü,
ùî áóëè ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi öüîãî ïðèêëàäó).

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè ÷èñëà λ > 0 òàêi, ùî çàäà÷à (63) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.
Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (63), ÿêå ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi

w′′ + λw = 0. (64)

Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ éîãî ïîâíîãî
çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i � óÿâíà îäèíèöÿ.
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Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (64) ìà¹ âèãëÿä

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (65)

äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.
Çíàéäåìî ïîõiäíó

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (66)

i ïiäñòàâèìî âèðàçè (65) i (66) â êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (63):{
w′(0)− h1w(0) ≡ C2

√
λ− h1C1 = 0,

w(l) ≡ C1 cos
√
λl + C2 sin

√
λl = 0.

(67)

Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè çíàéòè çíà÷åííÿ λ > 0, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà ðiâíÿíü
(67) ñòîñîâíî C1 i C2 ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì çíàéòè öi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.

Ñèñòåìà (67) ¹ ëiíiéíîþ àëãåáðà¨÷íîþ ñèñòåìîþ ñòîñîâíî C1 i C2. Äëÿ iñíóâàííÿ â íå¨
íåíóëüîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîáè âèçíà÷íèê îñíîâíî¨ ìàòðèöi áóâ ðiâíèé
íóëåâi, à ñàìå ∣∣∣∣ −h1 √

λ

cos
√
λl sin

√
λl

∣∣∣∣ = 0.

Öå ðiâíÿííÿ ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííþ

−h1 sin
√
λl −

√
λ cos

√
λl = 0, (68)

çâiäêè

−h1 sin
√
λl −

√
λ cos

√
λl = 0 ⇔ tg

√
λl = −

√
λ

h1
. (69)

ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ µ :=
√
λl, òî îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ìàòèìå âèãëÿä

tg µ = − µ

lh1
. (70)

Ïîáóäóâàâøè ãðàôiêè ôóíêöié, ùî ñòîÿòü â ëiâié òà ïðàâié ÷àñòèíàõ öüîãî ðiâíÿííÿ,
áà÷èìî, ùî öå âîíî ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ{µk}∞k=1, ïðè÷îìó ¨õ òî÷êîþ
ñêóï÷åííÿ ¹ +∞. Òîäi âëàñíèìè çíà÷åííÿìè íàøîãî îïåðàòîðà A áóäóòü ÷èñëà

λk :=
(µk

l

)2
, k ∈ N. (71)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi âëàñíi çíà÷å-
ííÿ â ñèñòåìó (67) i çíàõîäèìî âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ C1 i C2. Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ áà÷èìî, ùî
äëÿ çàäàíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ òiëüêè (!) îäíà iç äîâiëüíèõ ñòàëèõ C1 i C2 ìîæå ïðèéìàòè
áóäü-ÿêi çíà÷åííÿ, à äðóãà âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ïåðøó

C2 =
h1√
λk
C1.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A, òîáòî âëàñíèõ ôóíêöié âiäïîâiä-
íî¨ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ, ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ λ,C1, C2 ó âèðàç (65) i äëÿ
êîæíîãî k ∈ N îòðèìà¹ìî

wk(x) = C1

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
, x ∈ [0, l], k ∈ N, (72)
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äå C1 � íåíóëüîâà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ

l∫
0

|wk(x)|2 dx = 1 ⇔ C2
1

l∫
0

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)2
dx = 1 ⇒

C1 =Mk :=


√√√√√ l∫

0

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)2
dx


−1

. (73)

Îòîæ, äëÿ êîæíîãî k ∈ N íîðìîâàíèé âëàñíèé åëåìåíò îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäà¹ âëà-
ñíîìó çíà÷åííþ λk ìà¹ âèãëÿä

wk(x) =Mk

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
, x ∈ [0, l], (74)

äå Mk âèçíà÷åíî â (73).

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî âõiäíi äàíi â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk}:

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

(75)

ϕ̂k :=

∫ l

0

ϕ(x)wk(x) dx =Mk

∫ l

0

cosx ·
(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
dx,

ψ̂k :=

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx = 0,

f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx =Mk

∫ l

0

(2x cos t)
(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
dx =

= bk cos t, t ∈ [0, T ],

äå

bk := 2Mk

∫ l

0

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
x dx, k ∈ N.

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (57) � (59) ó âèãëÿäi ñóìè
ðÿäó Ôóð'¹

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (76)

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û′′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ [0, T ],

ûk(0) = ϕk, û′k(0) = ψk, k ∈ N.
(77)

Ç ðiâíîñòåé (77) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ ûk (âiäïîâiäíèé êîåôiöi¹íò
ðÿäó (76)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi{

z′′ + a2λkz = bk cos t, t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k, z′(0) = ψ̂k.
(78)
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Ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî k ∈ N. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé
çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ, òî éîãî ïîâíèé
çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñóìîþ ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ëiíiéíîãî îäíîði-
äíîãî ðiâíÿííÿ i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó äàíîãî (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ. Îòîæ, ðîçâ'ÿæåìî
ëiíiéíå îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

z′′ + a2λkz = 0.

Âîíî ¹ ðiâíÿííÿì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òîìó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå
éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ:

µ2 + a2λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λki.

Òîäi
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt, t ∈ [0, T ],

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.
×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê äàíîãî (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ øóêàòèìåìî ìåòîäîì íåîçíà÷å-

íèõ êîåôiöi¹íòiâ, òîáòî ó âèãëÿäi

z = dk cos t, t ∈ [0, T ],

äå dk � ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ çíàõîäèìî çà óìîâè, ùî çàïèñàíà ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàøîãî
ðiâíÿííÿ:

z′ = −dk sin t, z′′ = −dk cos t ⇒ −dk cos t+ a2λkdk cos t = ak cos t⇒ (a2λk − 1)dk = bk

⇒ dk :=
bk

a2λk − 1
.

Îòîæ, ìà¹ìî
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt+ dk cos t, t ∈ [0, T ],

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (78). Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç â ïî÷àòêîâi
óìîâè äàíî¨ çàäà÷i äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü ñòàëèõ Ak, Bk. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî
ïîõiäíó

z′ = −Aka
√
λk sin a

√
λkt+ a

√
λkBk cos a

√
λkt− dk sin t, t ∈ [0, T ].

Òîäi
z(0) ≡ Ak + dk = ϕ̂k,

z′(0) ≡ a
√
λkBk = ψ̂k.

Çâiäñè

Ak = ϕ̂k − dk, Bk =
ψ̂k

a
√
λk
.

Îòîæ, ìà¹ìî

ûk(t) :=
(
ϕ̂k − dk

)
cos a

√
λkt+

ψ̂k

a
√
λk

sin a
√
λkt+ dk cos t, t ∈ [0, T ],

i ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê íàøî¨ çàäà÷i ¹ ñóìîþ çáiæíîãî â ïðîñòîði C([0, T ];L2(0, l))
ðÿäó:

u(x, t) =
∞∑
k=1

Mk

[(
ϕ̂k − dk

)
cos a

√
λkt+

ψ̂k

a
√
λk

sin a
√
λkt+

+dk sin t
](

cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
, (x, t) ∈ Q.

�
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

4. Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

u|x=0 = 0, u|x=l = 0, 0 < t ≤ T,

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l],

äå l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi,

f(x, t) := (x+ 2)t3, (x, t) ∈ Q, ϕ(x) := cos 2x, ψ(x) := 0, x ∈ [0, l].

5. Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

ux|x=0 = 0, u|x=l = 0, 0 < t ≤ T,

ux|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l],

äå l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi,

f(x, t) := x2(t+ 1), (x, t) ∈ Q, ϕ(x) := 0, ψ(x) := 2x+ 3, x ∈ [0, l].

6. Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

(ux − h1u)|x=0 = 0, ux|x=l = 0, 0 < t ≤ T,

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l],

äå l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi,

f(x, t) := ext3, (x, t) ∈ Q, ϕ(x) := 0, ψ(x) := 3x+ 2, x ∈ [0, l].

7. Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

u|x=0 = 0, (ux + h2u)|x=l = 0, 0 < t ≤ T,

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l],

äå l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi,

f(x, t) := (x+ 2)e2t, (x, t) ∈ Q, ϕ(x) := sin 3x, ψ(x) := 0, x ∈ [0, l].

8. Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

(ux − h1u)|x=0 = 0, (ux + h2u)|x=l = 0, 0 < t ≤ T,

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l],

äå l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi,

f(x, t) := x(t+ 3), (x, t) ∈ Q, ϕ(x) := 0, ψ(x) := 2x− 1, x ∈ [0, l].
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ � 8

Ìiøàíi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè ç íåîäíîðiäíèìè

êðàéîâèìè óìîâàìè

I. Òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

Çàäà÷à: Íåõàé l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Q := (0, l) × (0, T ].
Ìiøàíà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ôóíêöi¨ ũ : Q→ R,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi) ðiâíÿííÿ

ũtt − a2ũxx = f̃(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (1)

êðàéîâi óìîâè

(α0ũx + β0ũ)|x=0 = µ0(t), (α1ũx + β1ũ)|x=l = µ1(t), t ∈ (0, T ], (2)

òà ïî÷àòêîâi óìîâè
ũ|t=0 = ϕ̃(x), ũt|t=0 = ψ̃(x), x ∈ [0, l], (3)

äå

• α0, β0, α1, β1 ∈ R � ñòàëi òàêi, ùî |α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, α0β0 ≤ 0, α1β1 ≥ 0,

• µ0, µ1 : (0, T ]→ R, ϕ̃, ψ̃ : [0, l]→ R, f̃ : Q→ R � çàäàíi ôóíêöi¨.

Ïîòðiáíî çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (3), ÿêùî ϕ̃, ψ̃ ∈ L2(0, l),

f̃ ∈ C([0, T ];L2(0, l)), µ0, µ1 ∈ C2([0, T ]), ïðè÷îìó àáî µ0 6= 0, àáî µ1 6= 0.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

0-èé êðîê. Øóêà¹ìî ôóíêöiþ h ∈ H2(Q), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè (2), òîáòî

(α0hx + β0h)|x=0 = µ0(t), (α1hx + β1h)|x=l = µ1(t), t ∈ (0, T ]. (4)

Ôóíêöiþ h ìîæíà øóêàòè ó âèãëÿäi

h(x, t) = p(t)x2 + q(t)x+ r(t), (x, t) ∈ Q, (5)

äå p, q, r ∈ C2([0, T ]) � ôóíêöi¨ âiä çìiííî¨ t, ÿêi âèáèðàþòü òàêèìè, ùîáè âèêîíóâàëèñÿ
óìîâè (4). Äëÿ çíàõîäæåííÿ p, q, r øóêàþòü ïîõiäíó

hx(x, t) = 2p(t)x+ q(t)

i ïiäñòàâëÿþòü âèðàçè w i wx â óìîâè (4):{
α0q(t) + β0r(t) = µ0(t),

α1(2lp(t) + q(t)) + β1(l
2p(t) + lq(t) + r(t)) = µ1(t), t ∈ (0, T ].

Çâiäñè çíàõîäÿòü p, q i r. Îñêiëüêè ìà¹ìî äâà ðiâíÿííÿ, à íåâiäîìèõ ôóíêöié � òðè, òî
îäíà ç ôóíêöié p, q àáî r ìîæå áóòè äîâiëüíîþ, ¨¨ ïîêëàäåìî ðiâíîþ, íàïðèêëàä, íóëåâi.

ßêùî ôóíêöiþ h çíàéäåíî, òî â çàäà÷i (1) � (3) ðîáëÿòü çàìiíó

ũ = u+ h, (6)
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äå u � íîâà íåâiäîìà ôóíêöiÿ:

(u+ h)tt − a2(u+ h)xx = f̃(x, t),

(α0(u+ h)x + β0(u+ h))|x=0 = µ0(t), (α1(u+ h)x + β1(u+ h))|x=l = µ1(t),

(u+ h)|t=0 = ϕ̃(x), (u+ h)t|t=0 = ψ̃(x).

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ, ìà¹ìî

utt + htt − a2uxx − a2hxx = f̃(x, t),

(α0ux + β0u)|x=0 + (α0hx + β0h)|x=0 = µ0(t), (α1ux + β1u)|x=l + (α1hx + β1h)|x=l = µ1(t),

u|t=0 + h|t=0 = ϕ̃(x), ut|t=0 + ht|t=0 = ψ̃(x).

Îòîæ, âðàõóâàâøè (4), äëÿ íîâî¨ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ u îòðèìà¹ìî çàäà÷ó

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (7)

(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (8)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (9)

äå f(x, t) := f̃(x, t)− htt + a2hxx, ϕ(x) := ϕ̃(x)− h(x, 0), ψ(x) := ψ̃(x)− ht(x, 0).
Âiäìiòèìî, ùî êîëè µ0 = µ1 = 0, òî h = 0 i 0-ãî êðîêó íå ðîáèìî (òîäi â çàäà÷i (7) �

(9) ìà¹ìî ũ = u, f̃ = f, ϕ̃ = ϕ, ψ̃ = ψ) i ïî÷èíà¹ìî ç 1-ãî êðîêó.

1-èé êðîê. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâ-
íÿííÿ êîëèâàíü ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi äëÿ âiäïîâiäíîãî äèôåðåíöiàëüíî-
îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ. Çàïèøåìî òó çàäà÷ó, ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ ¹ ñèëüíî óçàãàëüíå-
íèì ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ çàäà÷i. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A)→ L2(0, l) çà ïðàâèëîì:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(l) + β1v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),
(10)

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := ũ(x, t), x ∈ [0, l] ; [0, T ] 3 t 7→ f(t) := f̃(x, t), x ∈ [0, l],

ϕ := ϕ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, l].

Îòæå, çàäà÷à (1) � (3) çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâ-
íÿííÿ

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (11)

u(0) = ϕ, u ′(0) = ψ. (12)

ßê áóëî ñêàçàíî, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (7) � (9) � öå ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i (11),(12). Òîìó øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (7) � (9), âèêîðè-
ñòîâóþ÷è âiäîìèé ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (11), (12).

2-èé êðîê. Îñêiëüêè îïåðàòîð A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (SNC), òî iñíó¹ îðòîíîðìîâàíà áàçà
{wk} â L2(0, l) i âiäïîâiäíà ¨é ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk}, ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ
åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A òàê, ùî

Awk = λkwk, k ∈ N,
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0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., ïðè÷îìó λk −→
k→+∞

+∞.

Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ äîäàòíèìè, ÿêùî àáî β0 6= 0, àáî β1 6= 0, i íåâiä'¹ìíèìè, çîêðåìà,
íóëü ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì, êîëè β0 = 0 i β1 = 0.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âiäïîâiäíèõ ¨ì âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A
çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ H2(0, l) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

−w′′ = λw, x ∈ (0, l), (13)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

α0w
′(0) + β0w(0) = 0, α1w

′(l) + β1w(l) = 0. (14)

Çíàõîäèìî ïîñëiäîâíîñòi {wk} i {λk} òàê ÿê öå ðîáèëîñÿ íà ïðàêòè÷íîìó çàíÿòòi �7.
Ïðèíàãiäíî çàóâàæèìî, ùî çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ åëåìåíòiâ

îïåðàòîðà A, ÿêà ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi âñåìîæëèâèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ ðiâ-
íÿííÿ (13) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (14), i çíàõîäæåííÿ
öèõ ðîçâ'ÿçêiâ, íàçèâà¹ìî çàäà÷åþ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ i ôàêòè÷íî ðîçâ'ÿçó¹ìî â ïðîñòîði
C2([0, l]).

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk} âõiäíi äàíi:

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, l],

f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (15)

äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî

ϕ̂k :=

∫ l

0

ϕ(x)wk(x) dx, ψ̂k :=

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx, f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx, t ∈ [0, T ].

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (7) � (9) ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó
Ôóð'¹

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (16)

êîåôiöi¹íòè {ûk}∞k=1 ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û ′′k (t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = ϕ̂k, û ′k(0) = ψ̂k,
k ∈ N. (17)

Öi ðiâíîñòi îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä (16) ìîæíà äâi÷i ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþ-
âàòè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (7) i ïî÷àòêîâi óìîâè (9) çàìiñòü ũ (êðàéîâi óìîâè
(8) äëÿ ñóìè ðÿäó âèêîíóþòüñÿ çà ðàõóíîê íàëåæíîñòi wk äî D(A), k ∈ N). Âðàõóâàâøè
ðîçâèíåííÿ ϕ̃, ψ̃ i f̃ â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (15)) i òå, ùî

w′′k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N,
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ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

∞∑
k=1

[
û′′k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x),
∞∑
k=1

û′k(0)wk(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, l].

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè {wk}, ìà¹ìî ðiâíîñòi (17).
Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (17), áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ ûk ¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i Êîøi {
z′′ + a2λkz = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k, z′(0) = ψk.
(18)

Î÷åâèäíî, ùî ðiâíÿííÿ çàäà÷i (18) ¹ çâè÷àéíèì ëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì
äðóãîãî ïîðÿäêó, à îòæå, éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñóìîþ ïîâíîãî çàãàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

z ′′ + a2λkz = 0, t ∈ (0, T ], (19)

i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ùî ¹ ðiâíÿííÿì çàäà÷i (18).
Ñïî÷àòêó äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî k ∈ N çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (19). Âîíî ¹ ðiâíÿííÿì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òîìó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî
âiäïîâiäíå éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ:

µ2 + a2λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λki.

Òîäi

z = Ak cos a
√
λk t+Bk sin a

√
λk t, t ∈ [0, T ], Ak, Bk ∈ R � äîâiëüíi ñòàëi,

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (19).

×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê
∗
z ðiâíÿííÿ çàäà÷i (18) øóêà¹ìî ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëèõ àáî ìåòî-

äîì íåîçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ. ßêùî ìè çíàéøëè ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê
∗
z ðiâíÿííÿ çàäà÷i

(18), òî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

z = Ak cos a
√
λk t+Bk sin a

√
λk t+

∗
z(t), t ∈ [0, T ], (20)

äå Ak, Bk � äîâiëüíi ñòàëi. Ïiäñòàâèâøè âèðàç ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â ïî÷àòêîâó
óìîâó çàäà÷i (18), îòðèìà¹ìî{

Ak +
∗
z(0) = ϕ̂k

Bka
√
λk +

∗ ′
z (0) = ψ̂k

⇒


Ak = ϕ̂k −

∗
z(0)

Bk =
ψ̂k −

∗ ′
z (0)

a
√
λk

.

Îòîæ, ìè çäîáóëè

ûk(t) :=
(
ϕ̂k −

∗
z(0)

)
cos a

√
λk t+

ψ̂k −
∗ ′
z (0)

a
√
λk

sin a
√
λk t+

∗
z(t), t ∈ [0, T ]. (21)

!!! Ðîçãëÿíåìî êiëüêà âèïàäêiâ çíàõîäæåííÿ ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ çàäà÷i (18)
ìåòîäîì íåîçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ.
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• ßêùî
f̂k(t) = ak cosωt+ bk sinωt,

äå ω � ñòàëà òàêà, ùî ω 6= a
√
λk äëÿ êîæíîãî k ∈ N (ìîæå áóòè ak = 0 àáî bk = 0) òî

÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê øóêàþòü ó âèãëÿäi

∗
z(t) := ck cosωt+ dk sinωt,

äå ck i dk çíàõîäÿòü çà ôîðìóëàìè

ck =
ak

a2λk − ω2
, dk =

bk
a2λk − ω2

.

• ßêùî æ fk(t) = akt+ bk, òî
∗
z(t) := ckt+ dk,

äå ck =
ak
a2λk

, dk =
bk
a2λk

.

• ßêùî fk(t) = ake
ωt, òî

∗
z(t) := cke

ωt,

äå ck =
ak

λka2 + ω2
.

Ïðè íàøèõ óìîâàõ íà ϕ, ψ i f ðÿä (16) çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði C([0, T ];L2(0, l)), à çíà-
÷èòü, ôóíêöiÿ ũ íàëåæèòü öüîìó æ ïðîñòîðó, òîáòî ôóíêöiÿ ũ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè îçíà÷å-
ííÿ ñèëüíî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü. Îòîæ, ñèëüíî
óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1) � (3) ¹ ôóíêöiÿ

ũ(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x) + p(t)x2 + q(t)x+ r(t), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ],

äå ûk, k ∈ N, p, q, r çíàéäåíi âèùå. �

II. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷

Ïðèêëàä 1. Íåõàé l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Q := (0, l) × (0, T ].
Çíàéäiòü ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè

ũtt − a2ũxx = x sin t, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (22)

ũ|x=0 = sin t, ũx|x=l = 1, t ∈ (0, T ], (23)

ũ|t=0 = x+ 1, ũt|t=0 = 0, x ∈ [0, l]. (24)

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

0-èé êðîê. Îñêiëüêè µ0 6= 0 i µ1 6= 0, òî â çàäà÷i ðîáèìî çàìiíó íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨:

ũ = u+ h,

äå u � íîâà íåâiäîìà ôóíêöiÿ, à h � âiäîìà äîïîìiæíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî

h|x=0 = µ0(t), hx|x=l = µ1(t), t ∈ (0, T ]. (25)
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Øóêà¹ìî ôóíêöiþ h ó âèãëÿäi

h(x, t) := p(t)x2 + q(t)x+ r(t), (x, t) ∈ Q,

äå p, q, r òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (25), òîáòî

r(t) = µ0(t), 2lp(t) + q(t) = µ1(t), t ∈ [0, T ].

Çâiäñè, ïîêëàâøè p(t) = 0, t ∈ [0, T ], çíàõîäèìî r(t) = µ0(t), q(t) = µ1(t), t ∈ [0, T ], òîáòî

h(x, t) := x+ sin t, (x, t) ∈ Q.

Îòîæ, â íàøié çàäà÷i ðîáèìî çàìiíó

ũ(x, t) = u(x, t) + x+ sin t, (x, t) ∈ Q.

Ìà¹ìî
utt − sin t− a2uxx = x sin t, (x, t) ∈ Q,

u|x=0 + sin t = sin t, ux|x=l + 1 = 1, t ∈ (0, T ],

u|t=0 + x = x+ 1, ut|t=0 + 1 = 0, x ∈ [0, l],

çâiäêè îòðèìó¹ìî çàäà÷ó äëÿ íîâî¨ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ ũ:

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (26)

u|x=0 = 0, ux|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (27)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (28)

äå
f(x, t) := (x+ 1) sin t, (x, t) ∈ Q; ϕ(x) := 1, ψ(x) := −1, x ∈ [0, l].

1-èé êðîê. Çâåäåìî çàäà÷ó (26) � (28) äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî
ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A)→ L2(0, l) çà ïðàâèëîì:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (29)

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] 3 t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ [0, l];

ϕ := ϕ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, l].

Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (26) � (28) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (30)

u(0) = ϕ, u′(0) = ψ. (31)

Çíàéäåìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i, âèêîðèñòîâóþ÷è ñõåìó âiä-
øóêàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (30), (31).

2-èé êðîê. Îñêiëüêè îïåðàòîð A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (SNC), òî iñíó¹ îðòîíîðìîâàíà áàçà
{wk} â L2(0, l) i âiäïîâiäíà ¨é ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk}, ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ
åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A òàê, ùî

Awk = λkwk, k ∈ N,
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0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., ïðè÷îìó λk −→
k→+∞

+∞.

Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ äîäàòíèìè, áî β0 6= 0.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âiäïîâiäíèõ ¨ì âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A

çàóâàæèìî, ùî íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ öüîãî îïåðàòîðà îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ C2([0, l]) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àé-
íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w(0) = 0, w′(l) = 0.
(32)

Äàëi çíàõîäèìî ïîñëiäîâíîñòi {wk} i {λk} (ðîáèòüñÿ öå òî÷íî òàê, ÿê â ïðèêëàäi 7 íà
ïðàêòè÷íîìó çàíÿòòi �7, àëå äëÿ ïîâíîòè âèêëàäåííÿ ïîâòîðèìî ÷àñòèíó òèõ ìiðêóâàíü,
ùî áóëè âèêîðèñòàíi ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi öüîãî ïðèêëàäó).

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè ÷èñëà λ > 0 òàêi, ùî çàäà÷à (32) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.
Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (32), ÿêå ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi

w′′ + λw = 0. (33)

Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ éîãî ïîâíîãî
çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i � óÿâíà îäèíèöÿ.

Îòæå, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (33) ìà¹ âèãëÿä

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (34)

äå C1, C2 � âiäïîâiäíi ñòàëi.
Çíàéäåìî

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (35)

i ïiäñòàâèìî âèðàçè (34) i (35) â êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (32):{
w(0) ≡ C1 = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(36)

Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè çíàéòè çíà÷åííÿ λ > 0, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (36)
ñòîñîâíî C1 i C2 ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì çíàéòè öi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè. Iç ñèñòåìè
(36) ìà¹ìî

C1 = 0, C2 6= 0, cos
√
λl = 0. (37)

Ç ðiâíÿííÿ cos
√
λl = 0 i âðàõóâàííÿ òîãî, ùî

√
λl > 0, çíàõîäèìî

√
λl = −π

2
+ πk, k ∈ N, ⇔ λk =

(−π + 2πk

2l

)2
, k ∈ N. (38)

Îòîæ, ìè çíàéøëè âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ

λ,C1, C2 ó âèðàç (34) i äëÿ êîæíîãî k ∈ N îòðèìà¹ìî

wk(x) = C2 sin
√
λkx, x ∈ [0, l], (39)

7



äå C2 � íåíóëüîâà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ

l∫
0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

sin2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

2

l∫
0

sin2 −π + 2πk

2l
x dx = 1 ⇔

⇔ C2
2

l

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

l
.

Îòîæ, ìè âñòàíîâèëè, ùî îðòîíîðìîâàíà áàçà {wk} â L2(0, l) i ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk},
ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ òà âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A, ¹ òàêèìè:

λk =
(−π + 2πk

2l

)2
, wk(x) =

√
2

l
sin
√
λkx ≡

√
2

l
sin
−π + 2πk

2l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N. (40)

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk} âõiäíi äàíi:

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

(41)
äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî

ϕ̂k :=

∫ l

0

ϕ(x)wk(x) dx =

√
2

l

∫ l

0

1 · sin −π + 2πk

2l
x dx ,

ψ̂k :=

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx =

√
2

l

∫ l

0

(−1) · sin −π + 2πk

2l
x dx,

f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx =

√
2

l

∫ l

0

(x+ 1) sin t · sin −π + 2πk

2l
x dx =

= sin t ·
√

2

l

∫ l

0

(x+ 1) · sin −π + 2πk

2l
x dx = ak · sin t, t ∈ [0, T ] ,

ak :=

√
2

l

∫ l

0

(x+ 1) · sin −π + 2πk

2l
x dx.

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (26) � (28) ó âèãëÿäi ñóìè
ðÿäó Ôóð'¹

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ Q, (42)

äå ôóíêöi¨ {ûk} çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û ′′k (t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = ϕk, û ′k(0) = ψk,
k ∈ N. (43)

Óìîâè (43) íà êîåôiöi¹íòè ðÿäó (42) îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî öåé ðÿä ìîæíà äâi÷i
ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (26) i óìîâè (28), âðàõóâàâøè
ðîçâèíåííÿ ϕ, ψ i f â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (41)) i òå, ùî

w′′k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N.
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Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

∞∑
k=1

[
û ′′k (t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x),
∞∑
k=1

û ′k(0)wk(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, l].

Çâiäñè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi (43).
Çíàéäåìî {ûk}. Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (43), áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ ûk

(âiäïîâiäíèé êîåôiöi¹íò ðÿäó (42)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi{
z ′′ + a2λkz = ak sin t, t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k, z ′(0) = ψ̂k.
(44)

Ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî k ∈ N. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé
çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ, òî éîãî ïîâíèé
çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñóìîþ ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ëiíiéíîãî îäíîði-
äíîãî ðiâíÿííÿ i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó äàíîãî (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ. Îòîæ, ðîçâ'ÿæåìî
ëiíiéíå îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

z ′′ + a2λkz = 0.

Âîíî ¹ ðiâíÿííÿì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òîìó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå
éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ:

µ2 + a2λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λki.

Òîäi

z = Ak cos a
√
λkt+Bk sin a

√
λkt, t ∈ [0, T ], Ak, Bk ∈ R � äîâiëüíi ñòàëi,

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.
×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê äàíîãî (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ øóêàòèìåìî ìåòîäîì íåîçíà÷å-

íèõ êîåôiöi¹íòiâ, òîáòî ó âèãëÿäi

z = dk sin t, t ∈ [0, T ],

äå dk � ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ çíàõîäèìî çà óìîâè, ùî çàïèñàíà ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì
íàøîãî ðiâíÿííÿ:

z′ = dk cos t, z′′ = −dk sin t ⇒ −dk sin t+a2λkdk sin t = ak sin t⇒ (a2λk−1)dk = ak ⇒

⇒ dk :=
ak

a2λk − 1
. (45)

Îòîæ, ìà¹ìî
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt+ dk sin t, t ∈ [0, T ],

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (44). Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç â ïî÷àòêîâi
óìîâè äàíî¨ çàäà÷i äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü ñòàëèõ Ak, Bk. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî
ïîõiäíó

z′ = −Aka
√
λk sin a

√
λkt+ a

√
λkBk cos a

√
λkt+ dk cos t, t ∈ [0, T ].
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Òîäi
z(0) = Ak = ϕ̂k,

z′(0) = a
√
λkBk + dk = ψ̂k.

Çâiäñè

Ak = ϕ̂k, Bk =
ψ̂k − dk
a
√
λk

,

à çíà÷èòü,

ûk(t) = ϕ̂k cos a
√
λk t+

ψ̂k − dk
a
√
λk

sin a
√
λk t+ dk sin t, t ∈ [0, T ].

Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i (22) � (24) ¹ (äèâ. (42)) ñóìîþ
çáiæíîãî â ïðîñòîði C([0, T ];L2(0, l)) ðÿäó

ũ(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

[
ϕ̂k cos a

√
λk t+

ψ̂k − dk
a
√
λk

sin a
√
λk t+dk sin t

]
sin
√
λkx+x+sin t, (x, t) ∈ Q,

äå λk, ϕ̂k, ψ̂k, dk äëÿ êîæíîãî k ∈ N îá÷èñëþþòüñÿ çà âèùå íàâåäåíèìè ôîðìóëàìè.
�

III. Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Íåõàé a > 0, l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi ñòàëi. Ðîçâ'ÿçàòè ìiøàíi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ

êîëèâàííÿ ñòðóíè:

1.
ũtt − a2ũxx = (x+ 2)e3t, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

ũ|x=0 = 4e3t, ũ|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = cos 2x, ũt|t=0 = 0, x ∈ [0, l].

2.
ũtt − a2ũxx = 2 cos 3t, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

ũx|x=0 = 0, ũ|x=l = 4 cos 3t, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 2x, ũt|t=0 = sinx, x ∈ [0, l].

3.
ũtt − a2ũxx = 3 sin 2t, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

ũx|x=0 = 1, ũx|x=l = 4 sin 3t, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = x+ 2, ũt|t=0 = cos 2x, x ∈ [0, l].

4.
ũtt − a2ũxx = 3, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

(ũx − 2ũ)|x=0 = 2e2t, ũ|x=l = 4, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 3x, ũt|t=0 = 2, x ∈ [0, l].

5.
ũtt − a2ũxx = 3xt, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

(̃ux − 2u)|x=0 = 2t, (ũx + 3ũ)|x=l = 4, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 2x+ 3, ũt|t=0 = 2, x ∈ [0, l].

10



Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ � 9

Ìiøàíi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü ïðÿìîêóòíî¨ ìåìáðàíè.

Ìåòîä Ôóð'¹

Çàâäàííÿ: Íåõàé

• p > 0, q > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà,

• Ω := (0, p)× (0, q), Q := Ω× (0, T ].

Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü ìåìáðàíè

utt − a2(uxx + uyy) = f(x, y, t), (x, y, t) ∈ Q, (1){
(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

(γ0uy + δ0u)|y=0 = 0, (γ1uy + δ1u)|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],
(2)

u|t=0 = ϕ(x, y), ut|t=0 = ψ(x, y), (x, y) ∈ Ω, (3)

äå

• α0, β0, α1, β1, γ0, δ0, γ1, δ1 ∈ R � ñòàëi òàêi, ùî
|α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, |γ0|+ |δ0| > 0, |γ1|+ |δ1| > 0,
α0β0 ≤ 0 , α1β1 ≥ 0, γ0δ0 ≤ 0 , γ1δ1 ≥ 0,

• ϕ, ψ ∈ L2(Ω), f ∈ C([0, T ];L2(Ω)) � çàäàíi ôóíêöi¨.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. ßê âiäîìî, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëè-
âàíü � öå ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ âiäïîâiäíîãî äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî
ðiâíÿííÿ. Çàïèøåìî òó çàäà÷ó, ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ ¹ ñèëüíî óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì
äàíî¨ çàäà÷i. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A)→ L2(Ω) çà ïðàâèëîì:

D(A) := {v ∈ H2(Ω) | α0vx(0, y) + β0v(0, y) = 0, α1vx(p, y) + β1v(p, y) = 0,

γ0vy(x, 0) + δ0v(x, 0) = 0, γ1vy(x, q) + δ1v(x, q) = 0},

Av = −(vxx + vyy) ≡ −∆v ∀v ∈ D(A), (4)

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := u(x, y, t), (x, y) ∈ Ω; [0, T ] 3 t 7→ f(t) := f(x, y, t), (x, y) ∈ Ω;

ϕ := ϕ(x, y), ψ := ψ(x, y), (x, y) ∈ Ω.

Îòæå, çàäà÷à (1) � (3) çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿ-
ííÿ

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (5)

u(0) = ϕ, u′(0) = ψ. (6)

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (3) � öå ñëàáêèé ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i (5), (6). Òîìó áóäåìî øóêàòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (3),
âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìèé ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5), (6).
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2-èé êðîê. Çíàéäåìî îðòîíîðìîâàíó áàçó â L2(Ω), ñêëàäåíó ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðà-
òîðà A. Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw,

ÿêå âèçíà÷à¹ âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi åëåìåíòè îïåðàòîðà A, åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíà-
õîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ H2(Ω) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

−∆w = λw ⇔

⇔ ∆w + λw = 0, (x, y) ∈ Ω, (7)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè
α0wx(0, y) + β0w(0, y) = 0, α1wx(p, y) + β1w(p, y) = 0, y ∈ (0, q),

γ0wy(x, 0) + δ0w(x, 0) = 0, γ1wy(x, q) + δ1w(x, q) = 0 x ∈ [0, p].

(8)

Íàãàäà¹ìî, ùî ìè øóêà¹ìî âñåìîæëèâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ ðiâíÿííÿ (7)
ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (8), à òàêîæ øóêà¹ìî öi ðîçâ'ÿç-
êè (ôàêòè÷íî, â ïðîñòîði C2(Ω)).

Ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (7), (8) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

w(x, y) = X(x)Y (y), (x, y) ∈ Ω. (9)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ X i Y ïiäñòàâèìî âèðàç w âèãëÿäó (9) ó ðiâíÿííÿ (7) i óìîâè (8):

X ′′Y +XY ′′ + λXY = 0, (10)
α0X

′(0)Y (y) + β0X(0)Y (y) = 0, α1X
′(p)Y (y) + β1X(p)Y (y) = 0,

γ0X(x)Y ′(0) + δ0X(x)Y (0) = 0, γ1X(x)Y ′(q) + δ1X(x)Y (q) = 0
(11)

Ïîäiëèìî ðiâíiñòü (10) íà XY :

X ′′

X
+
Y ′′

Y
+ λ = 0 ⇔

⇔ X ′′

X
= −Y

′′

Y
− λ. (12)

Îñêiëüêè ëiâà i ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (12) çàëåæàòü âiä ðiçíèõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ (âiä-
ïîâiäíî, x òà y), òî öi ÷àñòèíè ¹ ñòàëèìè i îäíàêîâèìè, òîáòî iñíó¹ ñòàëà ν òàêà, ùî

X ′′

X
= −Y

′′

Y
− λ = −ν, x ∈ [0, p], y ∈ [0, q].

Çâiäñè ìà¹ìî {
X ′′ + νX = 0,
Y ′′ + ωY = 0,

(13)

äå ν, ω := λ− ν ∈ R.
Ç (13) îòðèìà¹ìî

α0X
′(0) + β0X(0) = 0, α1X

′(p) + β1X(p) = 0,

γ0Y
′(0) + δ0Y (0) = 0, γ1Y

′(q) + δ1Y (q) = 0.
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Îòîæ, ìà¹ìî äâi çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ:
X ′′ + νX = 0,

α0X
′(0) + β0X(0) = 0, α1X

′(p) + β1X(p) = 0,
(14)


Y ′′ + ωY = 0,

γ0Y
′(0) + δ0Y (0) = 0, γ1Y

′(q) + δ1Y (q) = 0,
(15)

ÿêi ïîâ'ÿçàíi iç çàäà÷åþ (7), (8) ñïiââiäíîøåííÿìè (9) i

λ = ν + ω. (16)

Ñïî÷àòêó çíàõîäèìî ïîñëiäîâíîñòi {Xk}∞k=1 i {νk}∞k=1, ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ ôóí-
êöié i âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i (14), òàêi, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Xk} óòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíó
áàçó â L2(0, p) i

X ′′
k = −νkXk, k ∈ N,

0 ≤ ν1 ≤ ν2 ≤ ... ≤ νk ≤ ..., ïðè÷îìó νk → +∞ ïðè k →∞.

Ïîòiì çíàõîäèìî ïîñëiäîâíîñòi {Ym}∞m=1 i {ωm}∞m=1, ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ
ôóíêöié òà âëàñíèõ åëåìåíòiâ çàäà÷i (15), òàêi, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Ym} óòâîðþ¹ îðòîíîð-
ìîâàíó áàçó â L2(0, q) i

Y ′′
m = −ωmYm, m ∈ N,

0 ≤ ω1 ≤ ω2 ≤ ... ≤ ωm ≤ ..., ïðè÷îìó ωm → +∞ ïðè m→∞.

Òîäi ââîäèìî ïîçíà÷åííÿ:

wk,m(x, y) := Xk(x)Ym(y), (x, y) ∈ Ω,

λk,m := νk + ωm, k,m ∈ N.

Âiäîìî, ùî ñèñòåìà
{
wk,m

∣∣ k,m ∈ N
}
óòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíó áàçi â L2(Ω). Çàóâàæèìî,

ùî çi ñêàçàíîãî âèùå ìà¹ìî

−∆wk,m = λk,mwk,m â Ω, k,m ∈ N. (17)

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk,m} âõiäíi äàíi:

ϕ(x, y) =
∞∑

k=1,m=1

ϕ̂k,mwk,m(x, y), ψ(x, y) =
∞∑

k=1,m=1

ψ̂k,mwk,m(x, y), (18)

f(x, y, t) =
∞∑

k=1,m=1

f̂k,m(t)wk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω, t ∈ [0, T ], (19)

äå äëÿ êîæíèõ k,m ∈ N ìà¹ìî

ϕ̂k,m :=

∫
Ω

ϕ(x, y)wk,m(x, y) dxdy, ψ̂k,m :=

∫
Ω

ψ(x, y)wk,m(x, y) dxdy,

f̂k,m(t) :=

∫
Ω

f(x, y, t)wk,m(x, y) dxdy, t ∈ [0, T ].
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4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (3) ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó
Ôóð'¹

u(x, y, t) =
∞∑

k=1,m=1

ûk,m(t)wk(x, y), (x, y, t) ∈ Q, (20)

êîåôiöi¹íòè {ûk,m}∞k=1 ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi
û ′′
k,m(t) + a2λk,mûk,m(t) = f̂k,m(t), t ∈ (0, T ],

ûk,m(0) = ϕ̂k,m, û′k,m(0) = ψ̂k,m,

k, m ∈ N. (21)

Öi ðiâíîñòi îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä (20) ìîæíà äâi÷i ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâà-
òè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (1) i ïî÷àòêîâi óìîâè (3) çàìiñòü u (êðàéîâi óìîâè (2)
äëÿ ñóìè ðÿäó âèêîíóþòüñÿ çà ðàõóíîê íàëåæíîñòi wk,m äî D(A), k,m ∈ N). Âðàõóâàâøè
ðîçâèíåííÿ ϕ, ψ i f â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (18), (19)) i ðiâíîñòi (17), ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî
ðiâíîñòi

∞∑
k,m=1

[
û′′k,m(t) + a2λk,mûk,m(t)

]
wk,m(x, y) =

∞∑
k,m=1

f̂k,m(t)wk,m(x, y), (x, y, t) ∈ Ω× (0, T ],

∞∑
k,m=1

ûk,m(0)wk,m(x, y) =
∞∑

k,m=1

ϕ̂k,mwk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω,

∞∑
k,m=1

û′k,m(0)wk,m(x, y) =
∞∑

k,m=1

ψ̂k,mwk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè {wk,m}, ìà¹ìî ðiâíîñòi (21).
Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (21), áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíèõ k,m ∈ N ôóíêöiÿ ûk,m ¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i Êîøi {
z′′ + a2λk,mz = f̂k,m(t), t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k,m, z′(0) = ψk,m.
(22)

Ïðè íàøèõ óìîâàõ íà ϕ, ψ i f ðÿä (20) çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði C([0, T ];L2(Ω)), à çíà÷èòü,
ôóíêöiÿ u íàëåæèòü öüîìó æ ïðîñòîðó, òîáòî äëÿ ôóíêöi¨ u âèêîíàíi âñi óìîâè îçíà÷åííÿ
ñèëüíî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü.

�
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷

Ïðèêëàä 1. Íåõàé p > 0, q > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà,

Ω := (0, p)× (0, q), Q := Ω× (0, T ].
Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü ïðÿìîêóòíî¨

ìåìáðàíè

utt − a2(uxx + uyy) = (x+ y) cos t, (x, y, t) ∈ Q, (23){
u|x=0 = 0, ux|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

uy|y=0 = 0, uy|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],
(24)

u|t=0 = xy + 1, ut|t=0 = 0, (x, y) ∈ Ω. (25)

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

f(x, y, t) := (x+ y) cos t, (x, y, t) ∈ Q; ϕ(x, y) := xy + 1, ψ(x, y) := 0, (x, y) ∈ Ω,

i çâåäåìî çàäà÷ó (23) � (25) äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ.
Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A)→ L2(Ω) çà ïðàâèëîì:

D(A) := {v ∈ H2(Ω) | v(0, y) = 0, vx(p, y) = 0, vy(x, 0) = 0, vy(x, q) = 0},

Av = −(vxx + vyy) ≡ −∆v ∀v ∈ D(A), (26)

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := u(x, y, t), (x, y) ∈ Ω; (0, T ] 3 t 7→ f(t) := f(x, y, t), (x, y) ∈ Ω;

ϕ := ϕ(x, y), ψ := ψ(x, y), (x, y) ∈ Ω.

Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (23) � (25) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (27)

u(0) = ϕ, u′(0) = ψ. (28)

Çíàéäåìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i, âèêîðèñòîâóþ÷è ñõåìó âiä-
øóêàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (27), (28).

2-èé êðîê. Çíàõîäèìî îðòîíîðìîâàíó áàçó â L2(Ω), ñêëàäåíó ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðà-
òîðà A. Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw,

ÿêå âèçíà÷à¹ âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi åëåìåíòè îïåðàòîðà A, åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíà-
õîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ H2(Ω) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

−∆w = λw ⇔ ∆w + λw = 0, (x, y) ∈ Ω, (29)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

w(0, y) = 0, wx(p, y) = 0, wy(x, 0) = 0, wy(x, q) = 0. (30)
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Ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (29), (30) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

w(x, y) = X(x)Y (y), (x, y) ∈ Ω. (31)

Ïiäñòàâèìî âèðàç w ó ðiâíÿííÿ (29) i êðàéîâi óìîâè (30):

X ′′Y +XY ′′ + λXY = 0, (32){
X(0)Y (y) = 0, X ′(p)Y (y) = 0,
X(x)Y ′(0) = 0, X(x)Y ′(q) = 0.

(33)

Ïîäiëèìî ðiâíiñòü (32) íà XY :

X ′′

X
+
Y ′′

Y
+ λ = 0 ⇔ X ′′

X
= −Y

′′

Y
− λ = −ν ⇔

⇔
{
X ′′ + νX = 0,
Y ′′ + ωY = 0,

(34)

äå ν, ω := λ− ν ∈ R.
Ç (33) ìà¹ìî {

X(0) = 0, X ′(p) = 0,
Y ′(0) = 0, Y ′(q) = 0.

Îòîæ, ìà¹ìî äâi çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ:{
X ′′ + νX = 0,
X(0) = 0, X ′(p) = 0,

(35)

{
Y ′′ + ωY = 0,
Y ′(0) = 0, Y ′(q) = 0.

(36)

Çíàéäåìî ïîñëiäîâíîñòi {Xk}∞k=1 i {νk}∞k=1, ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ ôóíêöié i
âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i (35), òàêi, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Xk} óòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíó áàçó â
L2(0, p) i

X ′′
k = −νkXk, k ∈ N,

0 ≤ ν1 ≤ ν2 ≤ ... ≤ νk ≤ ..., νk → +∞ ïðè k →∞.
Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè âñåìîæëèâi çíà÷åííÿ ν > 0 òàêi, ùî çàäà÷à (35) ìà¹ íå-

íóëüîâi ðîçâ'ÿçêè. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (35).
Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ éîãî ïîâíîãî
çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

µ2 + ν = 0 ⇔ µ2 = −ν ⇒ µ1,2 = ±
√
ν i, i � óÿâíà îäèíèöÿ.

Îòæå, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (35) ìà¹ âèãëÿä

X(x) = C1 cos
√
νx+ C2 sin

√
νx, x ∈ [0, p], (37)

äå C1, C2 � âiäïîâiäíi ñòàëi.
Çíàéäåìî

X ′(x) = −C1

√
ν sin

√
νx+ C2

√
ν cos

√
νx, x ∈ [0, p], (38)

i ïiäñòàâèìî âèðàçè (37) i (38) â êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (35):{
X(0) ≡ C1 = 0,

X ′(l) ≡ −C1

√
ν sin

√
νp+ C2

√
ν cos

√
νp = 0.

(39)
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Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè çíàéòè çíà÷åííÿ ν > 0, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà ðiâíÿíü
(39) ñòîñîâíî C1 i C2 ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì çíàéòè öi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè. Iç
ñèñòåìè (39) ìà¹ìî

C1 = 0, C2 6= 0, cos
√
νp = 0. (40)

Ç ðiâíÿííÿ cos
√
νp = 0, âðàõóâàâøè òå, ùî

√
νp > 0, çíàõîäèìî

√
νp = −π

2
+ πk, k ∈ N, ⇒ νk =

(−π + 2πk

2p

)2

, k ∈ N. (41)

Îòîæ, ìè çíàéøëè âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ

ν, C1, C2 ó âèðàç (37) i äëÿ êîæíîãî k ∈ N îòðèìà¹ìî

Xk(x) = C2 sin
√
νkx, x ∈ [0, p], (42)

äå C2 � íåíóëüîâà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ

p∫
0

|Xk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

p∫
0

sin2√νkx dx = 1 ⇔ C2
2

p∫
0

sin2 −π + 2πk

2p
x dx = 1 ⇔

⇔ C2
2

p

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

p
.

Îòîæ, ìè âñòàíîâèëè, ùî îðòîíîðìîâàíà áàçà {Xk} â L2(0, p) i ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {νk},
ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ òà âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A, ¹ òàêèìè:

νk =
(−π + 2πk

2p

)2

, Xk(x) =

√
2

p
sin
√
νkx ≡

√
2

p
sin
−π + 2πk

2p
x, x ∈ [0, p], k ∈ N. (43)

Òåïåð çíàõîäèìî ïîñëiäîâíîñòi {Ym}∞m=1 i {ωm}∞m=1, ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ ôóí-
êöié òà âëàñíèõ åëåìåíòiâ çàäà÷i (36), òàêi, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Ym} óòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíó
áàçó â L2(0, q) i

Y ′′
m = −ωmYm, m ∈ N,

0 ≤ ω1 ≤ ω2 ≤ ... ≤ ωm ≤ ..., ïðè÷îìó ωm → +∞ ïðè m→∞.
Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ω ≥ 0 òàêi, ùî çàäà÷à (36) ìà¹ íåíóëüîâi

ðîçâ'ÿçêè. Ðîçãëÿíåìî öþ çàäà÷ó ó âèïàäêàõ: 1) ω = 0; 2) ω > 0.
1) Íåõàé ω = 0, òîäi ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

Y ′′ = 0.

Éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

Y (y) = C1y + C2, y ∈ [0, q], C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Çíàéäåìî íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (36), ïiäñòàâèâøè öåé âèðàç ó êðàéîâi óìîâè öi¹¨
çàäà÷i. Îòðèìà¹ìî C1 = 0, C2 � íåíóëüîâà ñòàëà, òîáòî

Y0(y) = C2, y ∈ [0, q],

äå çíà÷åííÿ C2 âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ

q∫
0

|Y0(y)|2 dy = 1 ⇔ C2
2

q∫
0

dy = 1 ⇔ C2
2q = 1 ⇒ C2 =

√
1

q
.
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Îòîæ, ìè âñòàíîâèëè, ùî âëàñíîìó çíà÷åííþ

ω0 = 0 (44)

âiäïîâiäà¹ âëàñíèé åëåìåíò îïåðàòîðà A âèãëÿäó

Y0(y) =

√
1

q
, x ∈ [0, q]. (45)

2) Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ω > 0. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ çàäà÷i (36). Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òî äëÿ
çíàõîäæåííÿ éîãî ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå éîìó
õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

µ2 + ω = 0 ⇔ µ2 = −ω ⇒ µ1,2 = ±
√
ω i, i � óÿâíà îäèíèöÿ.

Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (36) ìà¹ âèãëÿä

Y (y) = C1 cos
√
ωy + C2 sin

√
ωy, y ∈ [0, q], (46)

äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.
Çíàéäåìî ïîõiäíó

Y ′(y) = −C1

√
ω sin

√
ωy + C2

√
ω cos

√
ωy, y ∈ [0, q], (47)

i ïiäñòàâèìî âèðàçè (46) i (47) â êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (36):{
Y ′(0) ≡ C2

√
ω = 0,

Y ′(q) ≡ −C1

√
ω sin

√
ωq + C2

√
ω cos

√
ωq = 0.

(48)

Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè çíàéòè çíà÷åííÿ ω > 0, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà ðiâíÿíü
(48) ñòîñîâíî C1 i C2 ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì çíàéòè öi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè. Iç
ñèñòåìè (48) ìà¹ìî

C2 = 0, C1 6= 0, sin
√
ωq = 0. (49)

Ç ðiâíÿííÿ sin
√
ωq = 0, âðàõóâàâøè, ùî

√
ωq > 0, çíàõîäèìî

√
ωq = πm, m ∈ N, ⇒ ωm =

(πm
q

)2

, m ∈ N. (50)

Îòîæ, ìè çíàéøëè âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ

ω,C1, C2 ó âèðàç (46) i äëÿ êîæíîãî m ∈ N îòðèìà¹ìî

Ym(y) = C1 cos
√
ωmy, y ∈ [0, q], (51)

äå C1 � íåíóëüîâà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ

l∫
0

|Ym(y)|2 dy = 1 ⇔ C2
1

q∫
0

cos2√ωmy dy = 1 ⇔ C2
1

q∫
0

cos2 πk

q
y dy = 1 ⇔

⇔ 1

2
C2

1

q∫
0

(
1 + cos 2

πk

q
y
)
dy = 1 ⇔ C2

1

q

2
= 1 ⇒ C1 =

√
2

q
.

8



Îòæå, ìè çíàéøëè îðòîíîðìîâàíó áàçó {Ym}∞m=0 â L2(0, q) i âiäïîâiäíó ¨é ÷èñëîâó ïîñëi-
äîâíiñòü {ωm}∞m=0, ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ òà âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà
A:

ω0 = 0, ωm =
(πm
q

)2

, m ∈ N,

Y0(y) =

√
1

q
, Ym(y) =

√
2

q
cos
√
ωmy ≡

√
2

q
cos

πm

q
y, y ∈ [0, q], m ∈ N. (52)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

wk,m(x, y) := Xk(x)Ym(y), (x, y) ∈ Ω,

λk,m := νk + ωm, k ∈ N, m ∈ N0 := N ∪ {0}.

Âiäîìî, ùî ñèñòåìà
{
wk,m

∣∣ k ∈ N, m ∈ N0 := N ∪ {0}
}
óòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíó áàçi â

L2(Ω). Çàóâàæèìî, ùî çi ñêàçàíîãî âèùå ìà¹ìî

−∆wk,m = λk,mwk,m â Ω, k ∈ N, m ∈ N0. (53)

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk,m} âõiäíi äàíi:

ϕ(x, y) =
∞∑

k=1,m=0

ϕ̂k,mwk,m(x, y), ψ(x, y) =
∞∑

k,m=0

ψ̂k,mwk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω, (54)

f(x, y, t) =
∞∑

k=1,m=0

f̂k,m(t)wk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω, t ∈ (0, T ], (55)

äå äëÿ êîæíèõ k ∈ N, m ∈ N0 ìà¹ìî:

ϕ̂k,m :=

∫
Ω

ϕ(x, y) · wk,m(x, y) dxdy =

∫
Ω

(xy + 1) ·Xk(x)Ym(y) dxdy =

=

∫ p

0

xXk(x) dx

∫ q

0

yYm(y) dy +

∫ p

0

Xk(x) dx

∫ q

0

Ym(y) dy =

=

√
2

p

√
2

q

∫ p

0

x sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

y cos
πm

q
y dy+

+

√
2

p

√
2

q

∫ p

0

sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

cos
πm

q
y dy =

=
2
√
pq

( 2p

−π + 2πk

[
− x cos

−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0

+

∫ p

0

cos
−π + 2πk

2p
x dx

]
+

q

πm

[
y sin

πm

q
y
∣∣∣q
0
−

−
∫ q

0

sin
πm

q
y dy

]
− 2p

−π + 2πk
cos
−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0
· q

πm
sin

πm

q
y
∣∣∣q
0

)
=

=
2
√
pq

( 4p2

(−π + 2πk)2
sin
−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0

+
q2

π2m2
cos

πm

q
y
∣∣∣q
0
− 2p

−π + 2πk
(0− 1) · q

πm
(0− 0)

)
=

=
2
√
pq

(
(−1)k+1 4p2

(−π + 2πk)2
+ ((−1)m − 1)

q2

π2m2

)
, k,m ∈ N,

ϕ̂k, 0 :=

∫
Ω

ϕ(x, y) · wk, 0(x, y) dxdy =

∫
Ω

(xy + 1) ·Xk(x)Y0(y) dxdy =

9



=

∫ p

0

xXk(x) dx

∫ q

0

yY0(y) dy +

∫ p

0

Xk(x) dx

∫ q

0

Y0(y) dy =

=

√
2

pq

∫ p

0

x sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

y dy+

+

√
2

pq

∫ p

0

sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

dy = ..., k ∈ N,

ψ̂k,m :=

∫
Ω

ψ(x, y) · wk,m(x, y) dxdy =

∫
Ω

0 · wk,m(x, y) dxdy = 0, k ∈ N, m ∈ N0,

f̂k,m(t) :=

∫
Ω

f(x, y, t) · wk,m(x, y) dxdy =

=

√
2

p

√
2

q

∫
Ω

(x+ y) cos t · sin −π + 2πk

2p
x cos

πm

q
y dxdy =

=
2
√
pq

cos t ·
∫

Ω

(x+ y) · sin −π + 2πk

2p
x cos

πm

q
y dxdy =

=
2
√
pq

cos t ·
[ ∫ p

0

x sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

cos
πm

q
y dy+

+

∫ p

0

sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

y cos
πm

q
y dy

]
= ... = ak,m cos t, t ∈ [0, T ], k,m ∈ N,

f̂k, 0(t) :=

∫
Ω

f(x, y, t) · wk, 0(x, y) dxdy =

=

√
2

pq

∫
Ω

(x+ y) cos t · sin −π + 2πk

2p
x dxdy =

=

√
2

pq
cos t ·

∫
Ω

(x+ y) · sin −π + 2πk

2p
x dxdy =

=

√
2

pq
cos t ·

[ ∫ p

0

x sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

dy+

+

∫ p

0

sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

y dy
]

= ... = ak, 0 cos t, t ∈ [0, T ], k ∈ N,

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (23) � (25) ó âèãëÿäi ñóìè
ðÿäó Ôóð'¹

u(x, y, t) =
∞∑

k=1,m=0

ûk,m(t)wk,m(x, y), (x, y, t) ∈ Q, (56)

äå ôóíêöi¨ {ûk,m} çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û′′k,m(t) + a2λk,mûk,m(t) = f̂k,m(t), t ∈ (0, T ],

ûk,m(0) = ϕk,m, û′k,m(0) = ψk,m k ∈ N, m ∈ N0.
(57)
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Óìîâè (57) íà êîåôiöi¹íòè ðÿäó (56) îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî öåé ðÿä ìîæíà äâi÷i
ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (23) i óìîâè (25), âðàõóâàâøè
ðîçâèíåííÿ ϕ, ψ i f â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (54)) i ðiâíiñòü (53). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

∞∑
k=1,m=0

[
û′′k,m(t) + a2λk,mûk,m(t)

]
wk,m(x, y) =

∞∑
k=1,m=0

f̂k,m(t)wk,m(x, y), (x, y, t) ∈ Q,

∞∑
k=1,m=0

ûk,m(0)wk,m(x, y) =
∞∑

k=1,m=0

ϕ̂k,mwk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω,

∞∑
k=1,m=0

û′k,m(0)wk,m(x, y) =
∞∑

k=1,m=0

ψ̂k,mwk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω.

Çâiäñè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi (57).
Çíàéäåìî {ûk,m}. Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (57), áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíèõ k ∈ N,m ∈ N0

ôóíêöiÿ ûk,m (âiäïîâiäíèé êîåôiöi¹íò ðÿäó (56)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi{
z′′ + a2λk,mz = ak,m cos t, t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k,m, z′(0) = ψ̂k,m.
(58)

Ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ k ∈ N,m ∈ N0. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî
ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ, òî éîãî
ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñóìîþ ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ëiíiéíî-
ãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó äàíîãî (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ. Îòîæ,
ðîçâ'ÿæåìî ëiíiéíå îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

z′′ + a2λk,mz = 0. (59)

Âîíî ¹ ðiâíÿííÿì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òîìó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå
éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ:

µ2 + a2λk,m = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λk,mi.

Òîäi

z = Ak,m cos a
√
λk,mt+Bk,m sin a

√
λk,mt, t ∈ [0, T ], Ak,m, Bk,m ∈ R− äîâiëüíi ñòàëi,

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (59).
×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ çàäà÷i (58) øóêàòèìåìî ìåòîäîì íåî-

çíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ, òîáòî ó âèãëÿäi

z = dk,m cos t, t ∈ [0, T ],

äå dk,m � ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ çíàõîäèìî çà óìîâè, ùî çàïèñàíà ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì
íàøîãî ðiâíÿííÿ:

z′ = −dk,m sin t, z′′ = −dk,m cos t ⇒ −dk,m cos t+ a2λk,mdk,m cos t = ak,m cos t⇒

(a2λk,m − 1)dk,m = ak,m ⇒ dk,m :=
ak,m

a2λk,m − 1
, k ∈ N, m ∈ N0 (60)

(òóò i äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî a2λk,m − 1 6= 0 äëÿ âñiõ k ∈ N,m ∈ N0).
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Îòîæ, ìà¹ìî

z = Ak,m cos a
√
λk,mt+Bk,m sin a

√
λk,mt+ dk,m cos t, t ∈ [0, T ],

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (58). Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç â ïî÷àòêîâi óìî-
âè äàíî¨ çàäà÷i äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü ñòàëèõ Ak,m, Bk,m. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî
ïîõiäíó

z′ = −Ak,ma
√
λk,m sin a

√
λk,mt+ a

√
λk,mBk,m cos a

√
λk,mt− dk,m sin t, t ∈ [0, T ].

Òîäi
z(0) = Ak,m + dk,m = ϕ̂k,m,

z′(0) = a
√
λk,mBk,m = ψ̂k,m.

Çâiäñè

Ak,m = ϕ̂k,m − dk,m, Bk,m =
ψ̂k,m

a
√
λk,m

,

à çíà÷èòü,

ûk,m(t) =
(
ϕ̂k,m − dk,m

)
ϕ̂k cos a

√
λk,mt+

ψ̂k,m

a
√
λk,m

sin a
√
λk,mt+ dk,m cos t, t ∈ [0, T ].

Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i (23) � (25) (äèâ. (56)) ¹ ñóìîþ
çáiæíîãî â ïðîñòîði C([0, T ];L2(Ω)) ðÿäó

u(x, y, t) =

√
2

l

∞∑
k=1,m=0

[(
ϕ̂k,m − dk,m

)
cos a

√
λk,mt+

ψ̂k,m

a
√
λk,m

sin a
√
λk,mt+

+dk,m cos t
]
Xk(x)Ym(y), (x, y) ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

äå λk,m, ϕ̂k,m, ψ̂k,m, dk,m, Xk, Ym äëÿ êîæíèõ k ∈ N,m ∈ N0 îá÷èñëþþòüñÿ çà âèùå íàâå-
äåíèìè ôîðìóëàìè.

�
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Íåõàé p > 0, q > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Ω := (0, p) × (0, q),
Q := Ω × (0, T ]. Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü

ïðÿìîêóòíî¨ ìåìáðàíè:

1.

utt − a2(uxx + uyy) = (x2 + y) cos 2t, (x, y, t) ∈ Q,{
u|x=0 = 0, u|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

u|y=0 = 0, u|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],

u|t=0 = 2xy, ut|t=0 = y, (x, y) ∈ Ω.

2.

utt − a2(uxx + uyy) = (2x+ y) cos 3t, (x, y, t) ∈ Q,{
ux|x=0 = 0, ux|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

uy|y=0 = 0, u|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],

u|t=0 = 5x+ y, ut|t=0 = 2x, (x, y) ∈ Ω.

3.

utt − a2(uxx + uyy) = (2x+ y) sin 2t, (x, y, t) ∈ Q,{
ux|x=0 = 0, u|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

u|y=0 = 0, uy|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],

u|t=0 = 3x+ 2y, ut|t=0 = y, (x, y) ∈ Ω.

4.

utt − a2(uxx + uyy) = (x2 + y)e2t, (x, y, t) ∈ Q,{
ux|x=0 = 0, ux|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

uy|y=0 = 0, uy|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],

u|t=0 = 3x− y, ut|t=0 = 3xy, (x, y) ∈ Ω.

5.

utt − a2(uxx + uyy) = 2xyt+ 1, (x, y, t) ∈ Q,{
(ux − u)|x=0 = 0, ux|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

u|y=0 = 0, uy|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],

u|t=0 = 2x+ 1, ut|t=0 = 3y, (x, y) ∈ Ω.
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ � 10

Ìiøàíi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â ñòåðæíi. Ìåòîä

Ôóð'¹

Íåõàé l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Q := (0, l) × (0, T ].
Ìiøàíà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â ñòåðæíi ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ôóíêöi¨
ũ : Q→ R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi) ðiâíÿííÿ

ũt − a2ũxx = f̃(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

êðàéîâi óìîâè

(α0ũx + β0ũ)|x=0 = µ0(t), (α1ũx + β1ũ)|x=l = µ1(t), t ∈ (0, T ], (2)

òà ïî÷àòêîâó óìîâó
ũ|t=0 = ϕ̃(x), x ∈ [0, l], (3)

äå

• α0, β0, α1, β1 ∈ R � ñòàëi òàêi, ùî |α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, α0β0 6 0, α1β1 > 0,

• µ0, µ1 : (0, T ]→ R, ϕ̃ : [0, l]→ R, f̃ : Q→ R � çàäàíi ôóíêöi¨.

Ïîòðiáíî çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (3), ÿêùî

µ0, µ1 ∈ H2(0, T ), ϕ̃ ∈ L2(0, l), f̃ ∈ C([0, T ];L2(0, l)).

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.
0-èé êðîê. Öåé êðîê ðîáèìî, ÿêùî àáî µ0 6= 0, àáî µ1 6= 0 (êðàéîâi óìîâè íåîäíîðiäíi).
Ñïî÷àòêó øóêà¹ìî ôóíêöiþ h ∈ H2(Q), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè (2), òîáòî

(α0hx + β0h)|x=0 = µ0(t), (α1hx + β1h)|x=l = µ1(t), t ∈ (0, T ]. (4)

Ôóíêöiþ h ìîæíà øóêàòè ó âèãëÿäi

h(x, t) = p(t)x2 + q(t)x+ r(t), (x, t) ∈ Q, (5)

äå p, q, r ∈ H2(0, T ) � ôóíêöi¨ âiä çìiííî¨ t, ÿêi âèáèðàþòü òàêèìè, ùîáè âèêîíóâàëèñÿ
óìîâè (4). Äëÿ çíàõîäæåííÿ p, q, r øóêàþòü ïîõiäíó

hx(x, t) = 2p(t)x+ q(t)

i ïiäñòàâëÿþòü âèðàçè h i hx â óìîâè (4):{
α0q(t) + β0r(t) = µ0(t),

α1(2lp(t) + q(t)) + β1(l
2p(t) + lq(t) + r(t)) = µ1(t), t ∈ (0, T ].

Çâiäñè çíàõîäÿòü p, q i r. Îñêiëüêè ìà¹ìî äâà ðiâíÿííÿ, à íåâiäîìèõ ôóíêöié � òðè, òî
îäíà ç ôóíêöié p, q àáî r ìîæå áóòè äîâiëüíîþ i ¨¨ áåðåìî ðiâíîþ, ÿê ïðàâèëî, íóëüîâîþ.

ßêùî ôóíêöiþ h çíàéäåíî, òî â çàäà÷i (1) � (3) ðîáëÿòü çàìiíó

ũ = u+ h, (6)
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äå u � íîâà íåâiäîìà ôóíêöiÿ:

(u+ h)t − a2(u+ h)xx = f̃(x, t),

(α0(u+ h)x + β0(u+ h))|x=0 = µ0(t), (α1(u+ h)x + β1(u+ h))|x=l = µ1(t),

(u+ h)|t=0 = ϕ̃(x).

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ, ìà¹ìî

ut + ht − a2uxx − a2hxx = f̃(x, t),

(α0ux + β0u)|x=0 + (α0hx + β0h)|x=0 = µ0(t), (α1ux + β1u)|x=l + (α1hx + β1h)|x=l = µ1(t),

u|t=0 + h|t=0 = ϕ̃(x).

Îòîæ, âðàõóâàâøè (4), äëÿ íîâî¨ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ u îòðèìà¹ìî çàäà÷ó

ut − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (7)

(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (8)

u|t=0 = ϕ(x), x ∈ [0, l], (9)

äå f(x, t) := f̃(x, t)− ht(x, t) + a2hxx(x, t), (x, t) ∈ Q, ϕ(x) := ϕ̃(x)− h(x, 0), x ∈ [0, l].

Âiäìiòèìî, ùî êîëè µ0 = µ1 = 0, òî h = 0 i 0-ãî êðîêó íå ðîáèìî (òîäi ó ôîðìóëþâàííi

çàäà÷i (7) � (9) ìà¹ìî u = ũ, f = f̃ , ϕ = ϕ̃) i ïî÷èíà¹ìî ç 1-ãî êðîêó.

1-èé êðîê. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâ-
íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi (7) � (9) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi äëÿ âiäïîâiäíîãî
äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ. Çàïèøåìî òó çàäà÷ó, ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ ¹
ñèëüíî óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ çàäà÷i. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A) →
L2(0, l) çà ïðàâèëîì:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(l) + β1v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),
(10)

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l] ; (0, T ] 3 t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ (0, l),

ϕ := ϕ(x), x ∈ [0, l].

Îòæå, çàäà÷à (7) � (9) çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâ-
íÿííÿ

u ′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (11)

u(0) = ϕ. (12)

ßê áóëî ñêàçàíî, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (7) � (9) � öå ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i (11), (12). Òîìó áóäåìî øóêàòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (7) � (9),
âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìèé ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (11), (12).

2-èé êðîê. Îñêiëüêè îïåðàòîð A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (SNC), òî iñíó¹ îðòîíîðìîâàíà áàçà
{wk} â L2(0, l) i âiäïîâiäíà ¨é ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk}, ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ
åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A òàê, ùî

Awk = λkwk, k ∈ N,
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0 6 λ1 6 λ2 6 ... 6 λk 6 ..., ïðè÷îìó λk −→
k→+∞

+∞.

Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ äîäàòíèìè, ÿêùî àáî β0 6= 0, àáî β1 6= 0, i íåâiä'¹ìíèìè, çîêðåìà,
íóëü ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì, êîëè β0 = 0 i β1 = 0.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âiäïîâiäíèõ ¨ì âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A
çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ C2([0, l]) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àé-
íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

−w′′ = λw, x ∈ (0, l), (13)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

α0w
′(0) + β0w(0) = 0, α1w

′(l) + β1w(l) = 0. (14)

Çíàõîäèìî ïîñëiäîâíîñòi {wk} i {λk} òàê ÿê öå ðîáèëîñÿ íà ïðàêòè÷íîìó çàíÿòòi �7.
Ïðèíàãiäíî çàóâàæèìî, ùî çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ åëåìåíòiâ

îïåðàòîðà A, ÿêà ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi âñåìîæëèâèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ ðiâ-
íÿííÿ (13) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (14), i çíàõîäæåííÿ
öèõ ðîçâ'ÿçêiâ, íàçèâàþòü çàäà÷åþ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ.

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk} âõiäíi äàíi:

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), x ∈ [0, l], f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (15)

äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî

ϕ̂k :=

∫ l

0

ϕ(x)wk(x) dx, fk(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx, t ∈ [0, T ].

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (7) � (9) ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó
Ôóð'¹

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (16)

êîåôiöi¹íòè {ûk}∞k=1 ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û ′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = ϕ̂k,
k ∈ N. (17)

Öi ðiâíîñòi îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä (16) ìîæíà äâi÷i ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþ-
âàòè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (7) i ïî÷àòêîâi óìîâè (9) çàìiñòü u (êðàéîâi óìîâè
(8) äëÿ ñóìè ðÿäó âèêîíóþòüñÿ çà ðàõóíîê íàëåæíîñòi wk äî D(A), k ∈ N). Âðàõóâàâøè
ðîçâèíåííÿ ϕ i f â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (15)) i òå, ùî

w′′k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N,
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ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

∞∑
k=1

[
û ′k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), x ∈ [0, l].

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè {wk}, ìà¹ìî ðiâíîñòi (17).
Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (17), áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ ûk ¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i Êîøi {
z ′ + a2λkz = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k.
(18)

Î÷åâèäíî, ùî ðiâíÿííÿ çàäà÷i (18) ¹ çâè÷àéíèì ëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì
ïåðøîãî ïîðÿäêó, à îòæå, éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñóìîþ ïîâíîãî çàãàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

z ′ + a2λkz = 0, t ∈ (0, T ], (19)

i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ùî ¹ ðiâíÿííÿì çàäà÷i (18).
Ñïî÷àòêó äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî k ∈ N çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (19). Äëÿ öüîãî ïîìíîæèìî öå ðiâíÿííÿ íà ea
2λkt i ïðîiíòåãðó¹ìî éîãî:

ea
2λktz′ + a2λke

a2λktz = 0 ⇔
(
ea

2λktz
)′
= 0 ⇔ ea

2λktz = Ak, t ∈ [0, T ], (20)

äå Ak � äîâiëüíà ñòàëà. Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (19) ìà¹ âèãëÿä

z = Ake
−a2λkt, t ∈ [0, T ], (21)

äå Ak � äîâiëüíà ñòàëà.
×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê

∗
z ðiâíÿííÿ çàäà÷i (18) øóêà¹ìî ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëèõ àáî ìåòî-

äîì íåîçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ. ßêùî ìè çíàéøëè ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê
∗
z ðiâíÿííÿ çàäà÷i

(18), òî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

z = Ake
−a2λkt +

∗
z(t), t ∈ [0, T ], (22)

äå Ak � äîâiëüíà ñòàëà.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (18) ïiäñòàâèìî âèðàç ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

â ïî÷àòêîâó óìîâó çàäà÷i (18). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

Ak +
∗
z(0) = ϕ̂k ⇒ Ak = ϕ̂k −

∗
z(0).

Îòîæ, ìè çäîáóëè

ûk(t) := (ϕ̂k −
∗
z(0))e−a

2λkt +
∗
z(t), t ∈ [0, T ]. (23)

Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíi âèðàçè ûk, k ∈ N, ó ðÿä (16), îòðèìà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i (7) � (9), îñêiëüêè ïðè íàøèõ óìîâàõ íà ϕ i f ðÿä (16) çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði
C([0, T ];L2(0, l)), à çíà÷èòü, ôóíêöiÿ u íàëåæèòü öüîìó æ ïðîñòîðó, òîáòî äëÿ ôóíêöiÿ u
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè îçíà÷åííÿ ñèëüíî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ
òåïëîïðâiäíîñòi. �
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Çàóâàæåííÿ 1. Ðîçãëÿíåìî êiëüêà âèïàäêiâ çíàõîäæåííÿ ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ
çàäà÷i (18) ìåòîäîì íåîçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ.

• ßêùî
f̂k(t) = ak cosωt+ bk sinωt,

äå ω, ak, bk � ñòàëi (ìîæå áóòè ak = 0 àáî bk = 0), òî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê øóêàþòü ó
âèãëÿäi

∗
z(t) := ck cosωt+ dk sinωt,

äå ck i dk çíàõîäÿòü iç ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêó îòðèìóþòü ïðè ïiä-
ñòàíîâöi ïðî¹êòó ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ó íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ.

• ßêùî æ fk(t) = akt+ bk, òî

∗
z(t) := ckt+ dk,

äå ck i dk çíàõîäÿòü iç ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêó îòðèìóþòü ïðè ïiä-
ñòàíîâöi ïðî¹êòó ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ó ðiâíÿííÿ çàäà÷i (18).

• ßêùî fk(t) = ake
ωt, òî

∗
z(t) := cke

ωt,

äå ck çíàõîäÿòü iç ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå îòðèìóþòü ïðè ïiäñòàíîâöi
ïðî¹êòó ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ó ðiâíÿííÿ çàäà÷i (18).

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷

Ïðèêëàä 1. Íåõàé l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Q := (0, l) × (0, T ].
Ïîòðiáíî çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

â ñòåðæíi

ũt − a2ũxx = x sin t, (x, t) ∈ Q, (24)

ũ|x=0 = sin t, ũx|x=l = 1, t ∈ (0, T ], (25)

ũ|t=0 = x+ 1, x ∈ [0, l], (26)

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

0-èé êðîê. Îñêiëüêè êðàéîâi óìîâè íå ¹ îäíîðiäíèìè, òî â çàäà÷i ðîáèìî çàìiíó íåâiäîìî¨
ôóíêöi¨:

ũ(x, t) = u(x, t) + h(x, t), (x, t) ∈ Q,

äå u � íîâà íåâiäîìà ôóíêöiÿ, à h � âiäîìà äîïîìiæíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî

h|x=0 = sin t, hx|x=l = 1, t ∈ (0, T ]. (27)

Øóêà¹ìî ôóíêöiþ h ó âèãëÿäi

h(x, t) := p(t)x2 + q(t)x+ r(t), (x, t) ∈ Q,

äå p, q, r òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (27), òîáòî

r(t) = sin t, 2lp(t) + q(t) = 1, t ∈ [0, T ].
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Çâiäñè, ïîêëàâøè p(t) = 0, t ∈ [0, T ], çíàõîäèìî r(t) = sin t, q(t) = 1, t ∈ [0, T ], òîáòî

h(x, t) := x+ sin t, (x, t) ∈ Q.

Îòîæ, â íàøié çàäà÷i ðîáèìî çàìiíó

ũ(x, t) = u(x, t) + x+ sin t, (x, t) ∈ Q.

Ìà¹ìî
ut + cos t− a2uxx = x sin t, (x, t) ∈ Q,

u|x=0 + sin t = sin t, ux|x=l + 1 = 1, t ∈ (0, T ],

u|t=0 + x = x+ 1, x ∈ [0, l],

çâiäêè îòðèìó¹ìî çàäà÷ó äëÿ íîâî¨ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ u:

ut − a2uxx = − cos t+ x sin t, (x, t) ∈ Q, (28)

u|x=0 = 0, ux|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (29)

u|t=0 = 1, x ∈ [0, l]. (30)

1-èé êðîê. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

f(x, t) := − cos t+ x sin t, (x, t) ∈ Q, ϕ(x) := 1, x ∈ [0, l],

i çâåäåìî çàäà÷ó (28) � (30) äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ.
Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A)→ L2(0, l) çà ïðàâèëîì:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (31)

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] 3 t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ (0, l);

ϕ := ϕ(x), x ∈ [0, l].

Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (28) � (30) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

u ′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (32)

u(0) = ϕ. (33)

Çíàéäåìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (28) � (30), âèêîðèñòîâóþ÷è ñõåìó
âiäøóêàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (32), (33).

2-èé êðîê. Çíàõîäèìî âëàñíi çíà÷åííÿ i âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi åëåìåíòè îïåðàòîðà A, à
äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîðíå
ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ C2([0, l]) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àé-
íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w(0) = 0, w′(l) = 0.
(34)
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Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ äîäàòíèìè, áî β0 6= 0.
Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè ÷èñëà λ > 0 òàêi, ùî çàäà÷à (34) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (34), ÿêå ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi

w′′ + λw = 0. (35)

Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ éîãî ïîâíîãî
çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i � óÿâíà îäèíèöÿ.

Îòæå, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (35) ìà¹ âèãëÿä

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (36)

äå C1, C2 � âiäïîâiäíi ñòàëi.
Çíàéäåìî

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (37)

i ïiäñòàâèìî âèðàçè (36) i (37) â êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (34):{
w(0) ≡ C1 = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(38)

Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè çíàéòè çíà÷åííÿ λ > 0, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (38)
ñòîñîâíî C1 i C2 ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì çíàéòè öi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè. Iç ñèñòåìè
(38) ìà¹ìî

C1 = 0, C2 6= 0, cos
√
λl = 0. (39)

Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ cos
√
λl = 0 ç âðàõóâàííÿì òîãî, ùî

√
λl > 0, îòðèìà¹ìî

√
λl = −π

2
+ πk, k ∈ N,

çâiäêè âèçíà÷à¹ìî âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A:

λk =
(−π + 2πk

2l

)2
, k ∈ N. (40)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ
λ,C1, C2 ó ôîðìóëó (36) i äëÿ êîæíîãî k ∈ N îòðèìà¹ìî

wk(x) = C2 sin
√
λkx, x ∈ [0, l], (41)

äå C2 � íåíóëüîâà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ

l∫
0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

sin2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

2

l∫
0

sin2 −π + 2πk

2l
x dx = 1 ⇔

⇔ C2
2

l∫
0

1

2

(
1− cos

−π + 2πk

l
x
)
dx = 1⇔ 1

2
C2

2

(
x− l

−π + 2πk
sin
−π + 2πk

l
x
)∣∣x=l
x=0

= 1
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⇔ C2
2

l

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

l
.

Îòîæ, ìè âñòàíîâèëè, ùî îðòîíîðìîâàíà áàçà {wk} â L2(0, l) ñêëàäåíà ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ
îïåðàòîðà A, ¹ òàêîþ:

wk(x) =

√
2

l
sin
√
λkx ≡

√
2

l
sin
−π + 2πk

2l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N. (42)

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk} âõiäíi äàíi:

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), x ∈ [0, l], f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (43)

äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî

ϕ̂k :=

∫ l

0

ϕ(x)wk(x) dx =

√
2

l

∫ l

0

1 · sin −π + 2πk

2l
x dx ,

f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx =

√
2

l

∫ l

0

(− cos t+ x sin t) · sin −π + 2πk

2l
x dx =

= − cos t ·
√

2

l

∫ l

0

sin
−π + 2πk

2l
x dx+ sin t ·

√
2

l

∫ l

0

x · sin −π + 2πk

2l
x dx = ak · sin t+ bk · sin t,

t ∈ [0, T ] , ak := −
√

2

l

∫ l

0

sin
−π + 2πk

2l
x dx, bk :=

√
2

l

∫ l

0

x sin
−π + 2πk

2l
x dx.

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (28) � (30) ó âèãëÿäi ñóìè
ðÿäó Ôóð'¹

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ Q, (44)

äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ ûk çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi{
û ′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = ϕk,
k ∈ N. (45)

Óìîâè (45) íà êîåôiöi¹íòè ðÿäó (44) îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî öåé ðÿä ìîæíà äâi÷i
ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (28) i óìîâè (30), âðàõóâàâøè
ðîçâèíåííÿ ϕ i f â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (43)) i òå, ùî

Awk = λkwk ⇒ w′′k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N.

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

∞∑
k=1

[
û ′k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), x ∈ [0, l].

8



Çâiäñè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi (45).
Çíàéäåìî ûk äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N. Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (45), áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ ûk

(âiäïîâiäíèé êîåôiöi¹íò ðÿäó (44)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi{
z′ + a2λkz = ak cos t+ bk sin t, t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k .
(46)

Ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ öi-
¹¨ çàäà÷i. Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ, òî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñóìîþ
ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ i ÷àñòêîâîãî
ðîçâ'ÿçêó äàíîãî (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ. Îòîæ, ðîçâ'ÿæåìî ëiíiéíå îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

z′ + a2λkz = 0.

Âîíî ¹ ëiíiéíèì îäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó i ðiâíÿííÿì ç âiäîêðåìëþâàíèìè
çìiííèìè. Ðîçâ'ÿæåìî éîãî:

dz

dt
= −a2λkz

∣∣∣×dt
z

⇒ dz

z
= −a2λk dt, z = 0 ⇒ ln |z| = −a2λk t+ln |Ak|, z = 0 ⇒

⇒ z = Ake
−a2λk t, t ∈ [0, T ], Ak ∈ R � äîâiëüíà ñòàëà, (47)

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.
×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê äàíîãî (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ øóêàòèìåìî ìåòîäîì íåîçíà÷å-

íèõ êîåôiöi¹íòiâ, òîáòî ó âèãëÿäi

z = ck cos t+ dk sin t, t ∈ [0, T ],

äå ck, dk � ñòàëi, çíà÷åííÿ ÿêî¨ çíàõîäèìî çà óìîâè, ùî öÿ ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàøîãî
ðiâíÿííÿ:

−ck sin t+ dk cos t+ a2λk(ck cos t+ dk sin t) = ak cos t+ bk sin t ⇒

cos t : a2λkck + dk = ak
sin t : −ck + a2λkdk = bk

=⇒
(
a2λk 1
−1 a2λk

)(
ck
dk

)
=

(
ak
bk

)
.

Îòðèìàíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçó¹ìî ìåòîäîì Êðàìåðà. Äëÿ öüî-
ãî çíàõîäèìî âèçíà÷íèêè îñíîâíî¨ i äîïîìiæíèõ ìàòðèöü:

4 =

∣∣∣∣ a2λk 1
−1 a2λk

∣∣∣∣ = a4λ2k + 1,

41 =

∣∣∣∣ ak 1
bk a2λk

∣∣∣∣ = a2λkak − bk, 42 =

∣∣∣∣ a2λk ak
−1 bk

∣∣∣∣ = a2λkbk + ak.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî

ck =
41

4
≡ a2λkak − bk

a4λ2k + 1
, dk =

42

4
≡ a2λkbk + ak

a4λ2k + 1
. (48)

Îòîæ, ìà¹ìî

z = Ake
−a2λk t + ck cos t+ dk sin t, t ∈ [0, T ], Ak ∈ R � äîâiëüíà ñòàëà,
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� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (46). Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç â ïî÷àòêîâó
óìîâó äàíî¨ çàäà÷i äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ ñòàëî¨ Ak. Òîäi

z(0) = Ak + ck = ϕ̂k .

Çâiäñè
Ak = ϕ̂k − ck,

à çíà÷èòü,
ûk(t) = (ϕ̂k − ck)e−a

2λk t + ck cos t+ dk sin t, t ∈ [0, T ].

Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i (24) � (26) ¹ (äèâ. (44)) ñóìîþ
çáiæíîãî â ïðîñòîði C([0, T ];L2(0, l)) ðÿäó

ũ(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

[
(ϕ̂k − ck)e−a

2λk t + ck cos t+ dk sin t
]
sin
√
λkx+ x+ sin t, (x, t) ∈ Q,

äå λk, ϕ̂k, ψ̂k, ck, dk äëÿ êîæíîãî k ∈ N îá÷èñëþþòüñÿ çà âèùå íàâåäåíèìè ôîðìóëàìè.
�

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Íåõàé l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Q := (0, l) × (0, T ]. Çíàéòè ñèëüíî

óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â ñòåðæíi:

1.
ũt − a2ũxx = x2t, (x, t) ∈ Q,

ũx|x=0 = 2t, ũ|x=l = t− 1, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = x, x ∈ [0, l].

2.
ũt − a2ũxx = (x− 1)et, (x, t) ∈ Q,

ũx|x=0 = et, ũx|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 3x, x ∈ [0, l].

3.
ũt − a2ũxx = ext2, (x, t) ∈ Q,

(ũx − h0ũ)|x=0 = 2t, ũx|x=l = 2, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = cosx, x ∈ [0, l].

4.
ũt − a2ũxx = (x+ 2)e2t, (x, t) ∈ Q,

ũ|x=0 = e2t, (ũx + h1ũ)|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = sin 3x, x ∈ [0, l].

5.
ũt − a2ũxx = x sin t, (x, t) ∈ Q,

(ũx − h0ũ)|x=0 = sin t, (ũx + h1ũ)|x=l = 2 sin t, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 2x, x ∈ [0, l].
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Êîíòðîëüíà ðîáîòà � 2

Âàðiàíò � j, j � Âàø ïîðÿäêîâèé íîìåð ó æóðíàëi

Çàäà÷à 1. Ðîçâ'ÿçàòè ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü ñòðóíè

utt − a2uxx = (x− j)ejt, (x, t) ∈ Q := (0; l)× (0; 1],

u|x=0 = jejt, ux|x=l = 0, t ∈ (0; 1],

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = 1, x ∈ [0; l],

äå a = (|j − 10|+ 1),
l = (|j − 10|+ 1),
ϕ(x) = sin(jx), ÿêùî j � íåïàðíå,

ϕ(x) = cos(jx), ÿêùî j � ïàðíå.

Çàäà÷à 2. Ðîçâ'ÿçàòè ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü ìåìáðàíè

utt − a2(uxx + uyy) = f(x, y, t), (x, y, t) ∈ Q := (0; p)× (0; q)× (0; 1],{
u|x=0 = 0, ux|x=p = 0, (y, t) ∈ [0; q]× (0; 1],

u|y=0 = 0, u|y=q = 0, (x, t) ∈ [0; p]× (0; 1],

u|t=0 = jx, ut|t=0 = y + j − 10, (x, y) ∈ Ω := [0; p]× [0; q],

äå a = (|j − 10|+ 1),
p = (|j − 10|+ 1),
q = (|j − 10|+ 1),
f(x, y, t) = y sin(jt), ÿêùî j � íåïàðíå,

f(x, y, t) = x cos(jt), ÿêùî j � ïàðíå.
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ � 12

Ìiøàíi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â êðóãîâîìó äèñêó.

Ìåòîä Ôóð'¹

I. Äîâiäêîâèé ìàòåðiàë

1. Ðiâíÿííÿì Áåññåëÿ íàçèâàþòü ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, (1)

äå ν = const > 0, x � íåçàëåæíà çìiííà, ùî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â R.
Îñêiëüêè êîåôiöi¹íò ðiâíÿííÿ (1) ïðè y′′ â òî÷öi x = 0 ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü, òî éîãî

ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü ìàòè îñîáëèâîñòi ïðè x = 0. Âðàõîâóþ÷è öå, à òàêîæ òå, ùî ëiâà ÷àñòèíà
ðiâíÿííÿ (1) íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè çàìiíi x íà −x, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî íàì äîñòàòíüî
ðîçãëÿäàòè öå ðiâíÿííÿ íà ïðîìåíi (0, +∞).

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1) øóêàþòü, âðàõîâóþ÷è éîãî âèðîäæóâàíiñòü ïðè x = 0, ó âèãëÿäi
óçàãàëüíåíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ

y = xρ
∞∑
k=0

ckx
k ≡

∞∑
k=0

ckx
k+ρ, x ∈ (0,+∞), (2)

äå ρ ∈ R, ck ∈ R, k ∈ N ∪ {0}.
Ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (1) ¹ ôóíêöi¨ Áåññåëÿ

J±ν(x) :=
∞∑
m=0

(−1)m

Γ(±ν +m+ 1)Γ(m+ 1)

(x
2

)2m±ν
, x ∈ (0, +∞), (3)

ν-ãî ïîðÿäêó, ïðè÷îìó, êîëè ν � íå öiëå (i, î÷åâèäíî, ùî äîäàòíå), òî ôóíêöi¨ Jν i J−ν ¹
ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, à êîëè ν = n ∈ N, òî J−n = (−1)nJn, çâiäêè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî
Jn i J−n ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè. Òîìó ââîäÿòü â ðîçãëÿä ôóíêöiþ Âåáåðà

Yν(x) :=
Jν(x) cos νπ − J−ν(x)

sin νπ
, x ∈ (0, +∞),

ÿêùî ν > 0 � íå öiëå, i

Yn(x) := lim
ν→n

Yν(x) =
2

π
Jn(x) ln

x

2
− 1

π

n−1∑
k=0

(n− k − 1)!

k!

(x
2

)−n+2k

− (4)

− 1

π

∞∑
k=0

(−1)k
( t

2

)n+2k

k!(n+ k)!
·

(
Γ′(k + 1)

Γ(k + 1)
+

Γ′(k + n+ 1)

Γ(k + n+ 1)

)
, x ∈ (0, +∞),

ÿêùî n ∈ N ∪ {0}.

Òâåðäæåííÿ 1. Ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) íà ïðîìåíi (0,+∞) ìà¹ âèãëÿä

y = C1Jν(x) + C2Yν(x), x ∈ (0,+∞), C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.
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Çàóâàæåííÿ 1. Ñiì'ÿ ôóíêöié Áåññåëÿ Jρ, ρ ∈ R, âîëîäi¹, çîêðåìà, òàêèìè âëàñòèâî-
ñòÿìè:

J−n(x) = (−1)nJn(x), n ∈ N, çîêðåìà, J−1(x) = −J1(x), x ∈ (0,+∞),

(xρJρ(x))′ = xρJρ−1(x), çîêðåìà, J ′0(x) = J−1(x) = −J1(x), x ∈ (0,+∞),

Jρ+1(x) =
2ρ

x
Jρ(x)− Jρ−1(x), x ∈ (0,+∞).

2. Íåõàé
• l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà,

• Ω := {x = (x1, x2) ∈ R2
∣∣∣x2

1 +x2
2 < l2} � êðóã ðàäióñà l ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò,

• Γ := {x = (x1, x2) ∈ R2
∣∣∣x2

1 + x2
2 = l2} � êîëî ðàäióñà l ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò

(âîíî îáìåæó¹ Ω),
• Q := Ω× (0, T ] � öèëiíäð ç îñíîâîþ Ω i òâiðíîþ, ïàðàëåëüíîþ îñi t,
• Σ := Γ× (0, T ] � ái÷íà ïîâåðõíÿ öèëiíäðà Q.

Ìiøàíà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â êðóãîâîìó äèñêó ïîëÿãà¹ ó çíàõî-
äæåííi ôóíêöi¨ u : Q→ R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi) ðiâíÿííÿ

ut − a2∆u = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (5)

êðàéîâó óìîâó

àáî u
∣∣∣
Σ

= µ, àáî
∂u

∂ν

∣∣∣
Σ

= µ, àáî
(∂u
∂ν

+ hu
)∣∣∣

Σ
= µ (6)

òà ïî÷àòêîâó óìîâó
u|t=0 = ϕ(x), x ∈ Ω, (7)

äå a > 0, h > 0, ϕ : Ω → R, µ : Σ → R, f : Q → R � çàäàíi, ∆u := ux1x1 + ux2x2 , ν �
îäèíè÷íà çîâíiøíÿ íîðìàëü äî Γ, ∂u

∂ν
� ïîõiäíà u ïî íîðìàëi ν.

Íàñ öiêàâèòü ïðîáëåìà çíàõîäæåííÿ ñèëüíî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5) � (7),
ÿêùî

ϕ ∈ L2(Ω), f ∈ C([0, T ];L2(Ω)).

Ïåðåéäåìî â öié çàäà÷i äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò:{
x1 = r cos θ,

x2 = r sin θ,
r > 0, −∞ < θ < +∞. (8)

Ó ðåçóëüòàòi, âðàõóâàâøè, ùî ÿêùî ũ(r, θ) := u(x1, x2), òî

∆u = ũrr +
1

r
ũr +

1

r2
ũθθ,

îòðèìà¹ìî çàäà÷ó : çíàéòè ôóíêöiþ ũ : Q→ R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi) ðiâíÿ-
ííÿ

ũt − a2
(
ũrr +

1

r
ũr +

1

r2
ũθθ
)

= f̃(r, θ, t), (r, θ, t) ∈ Q̃ := (0, l)× R× (0, T ], (9)

êðàéîâi óìîâè
ũ(r, θ + 2π, t) = ũ(r, θ, t), (r, θ, t) ∈ (0, l]× R× [0, T ],
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lim
r→0+

ũ(r, θ, t) <∞, (α1ũr + β1ũ)|r=l = 0, (θ, t) ∈ R× (0, T ], (10)

òà ïî÷àòêîâó óìîâó
ũ|t=0 = ϕ̃(r, θ), (r, θ) ∈ [0, l]× R, (11)

äå

• α1, β1 ∈ R � ñòàëi òàêi, ùî |α1|+ |β1| > 0, α1β1 ≥ 0,

• ϕ̃ : [0, l]× R→ R, f̃ : (0, l)× R× (0, T ]→ R � çàäàíi ôóíêöi¨, ïðè÷îìó
ϕ̃(r, θ + 2π) = ϕ̃(r, θ), (r, θ) ∈ (0, l]× R,
f̃(r, θ + 2π, t) = f̃(r, θ, t), (r, θ, t) ∈ (0, l]× R× [0, T ].

Óâàãà!!! Äàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê, êîëè çàäàíi ôóíêöi¨ f̃ , ϕ̃ ÿâíî âiä çìiííî¨ θ
íå çàëåæàòü. Òîäi âiä öi¹¨ çìiííî¨ íå áóäå çàëåæàòè i ðîçâ'ÿçîê ũ îòðèìàíî¨ çàäà÷i, à îòæå,
çàäà÷à ìàòèìå ïðîñòiøèé âèãëÿä. Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèêîðèñòîâóþòü âàãîâèé ïðîñòið
L2(ρ; 0, l), äå ρ(r) := r, r ∈ (0, l), ñêëàäåíèé ç âèìiðíèõ ôóíêöié v : (0, l) → R òàêèõ, ùî
l∫

0

r|v(r)|2 dr < ∞. Öåé ïðîñòið ¹ ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì i ïîðîäæåíîþ íèì

íîðìîþ:

(v, w)L2(ρ; 0, l) :=

l∫
0

rv(r)w(r) dr, ‖v‖L2(ρ; 0, l) :=
( l∫

0

r|v(r)|2 dr
)1/2

, v, w ∈ L2(ρ; 0, l).

3. Äàëi ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó , ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÿêî¨ ¹ ìåòîþ íàøîãî çàíÿòòÿ.

Íåõàé l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Q := (0, l) × (0, T ]. Ìiøàíà
çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â êðóãîâîìó äèñêó ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ôóíêöi¨
u : Q→ R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi) ðiâíÿííÿ

ut − a2
(
urr +

1

r
ur
)

= f(r, t), (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (12)

êðàéîâi óìîâè
lim
r→0+

u(r, t) <∞, (α1ur + β1u)|r=l = 0, t ∈ (0, T ], (13)

òà ïî÷àòêîâó óìîâó
u|t=0 = ϕ(r), r ∈ [0, l], (14)

äå

• α1, β1 ∈ R � ñòàëi òàêi, ùî |α1|+ |β1| > 0, α1β1 ≥ 0,

• ϕ : [0, l]→ R, f : Q→ R � çàäàíi ôóíêöi¨.

Ïîòðiáíî çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (12) � (14), ÿêùî

ϕ ∈ L2(ρ; 0, l), f ∈ C([0, T ];L2(ρ; 0, l)).

Ñõåìà ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâ-
íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi äëÿ âiäïîâiäíîãî äèôåðåíöiàëü-
íî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ. Çàïèøåìî òó çàäà÷ó, ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ ¹ ñèëüíî óçàãàëü-
íåíèì ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ çàäà÷i. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A) → L2(ρ; 0, l), ÿê

çàìèêàííÿ îïåðàòîðà Ã : C2([0, l])→ L2(ρ; 0, l), âèçíà÷åíîãî çà ïðàâèëîì:

D(Ã) := {v ∈ C2([0, l]) | v′(0) = 0, (α1v
′ + β1v)|r=l = 0},
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Ãv = −
(
v′′ +

1

r
v′
)
, v ∈ D(Ã),

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := u(r, t), r ∈ [0, l] ; [0, T ] 3 t 7→ f(t) := f(r, t), r ∈ (0, l);

ϕ := ϕ(r), r ∈ [0, l].

Îòæå, çàäà÷à (12) � (14) çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî
ðiâíÿííÿ

u ′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (15)

u(0) = ϕ. (16)

ßê áóëî ñêàçàíî, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (12) � (14) � öå ñëàáêèé ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i (15), (16). Òîìó áóäåìî øóêàòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (12) �
(14), âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìèé ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (15), (16).

2-èé êðîê. Çíàéäåìî îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk} â L2(ρ; 0, l) i âiäïîâiäíó ¨é ÷èñëîâó ïîñëi-
äîâíiñòü {λk}, ÿêi ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà
A òàê, ùî

Awk = λkwk, k ∈ N.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âiäïîâiäíèõ ¨ì âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A
çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ C2((0, l]) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àé-
íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

−w′′ − 1

r
w′ = λw, r ∈ (0, l), (17)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

lim
r→0+

w(r) <∞, α1w
′(l) + β1w(l) = 0. (18)

ßê óæå ãîâîðèëîñÿ ðàíiøå, çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ åëåìåíòiâ
îïåðàòîðà A, ÿêà ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi âñåìîæëèâèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ ðiâ-
íÿííÿ (17) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (18), i çíàõîäæåííÿ
öèõ ðîçâ'ÿçêiâ, íàçèâà¹ìî çàäà÷åþ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ (i ôàêòè÷íî ðîçâ'ÿçó¹ìî â ïðîñòîði
C2((0, l])).

Ïîêàæåìî, ùî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A ¹ äîäàòíèìè, ÿêùî β1 6= 0, i íåâiä'¹ì-
íèìè, çîêðåìà, íóëü ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì, êîëè β1 = 0. Äëÿ öüîãî äîìíîæèìî ðiâíÿííÿ
(17) íà r i âðàõóâàâøè, ùî rw′′ + w′ = (rw′)′, çàïèøåìî:

−(rw′)′ = λrw, r ∈ (0, l), (19)

Íåõàé w � íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (17), (18), òîáòî âëàñíèé åëåìåíò îïåðàòîðà A.
Äîìíîæèìî ðiâíiñòü (19) íà w i ïðîiíòåãðó¹ìî çäîáóòó ðiâíiñòü ïî ïðîìiæêó (0, l):

−
l∫

0

(rw′)′w dr = λ

l∫
0

r|w|2 dr ⇔ −rw′w
∣∣∣l
0

+

l∫
0

r|w′|2 dr = λ

l∫
0

r|w|2 dr.
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Âiäìiòèìî, ùî −rw′w
∣∣∣l
0
> 0. Ñïðàâäi, ÿêùî àáî α1 = 0, àáî β1 = 0, òî, âiäïîâiäíî, àáî

w(l) = 0, àáî w′(0) = 0, à îòæå, −lw′(l)w(l) = 0, à ÿêùî α1β1 > 0, òî −lw′(l)w(l) =
lβ1

α1

|w(l)|2 > 0. Âðàõîâóþ÷è ñêàçàíå, îòðèìó¹ìî

λ >

l∫
0

r|w′|2 dr
/ l∫

0

r|w|2 dr > 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

λ = 0 ⇔ w′(r) = 0 ∀r ∈ [0, l] ⇔ w(r) = C ∀r ∈ [0, l], äå C � ñòàëà.

Íà ïiäñòàâi öüîãî i äðóãî¨ ç êðàéîâèõ óìîâ (18) îòðèìó¹ìî, ùî ÿêùî β1 6= 0, òî λ > 0, à
ÿêùî β1 = 0, òî λ > 0, çîêðåìà, 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì.

Çíàõîäèìî ïîñëiäîâíîñòi {wk} i {λk} òàê. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî êîëè λ = 0, òî ç
ðiâíÿííÿ (19) ìà¹ìî

(rw′)′ = 0 ⇔ rw′ = C1 ⇔ w′ =
C1

r
⇔ w = C1 ln r + C2, r ∈ (0, l).

Çâiäñè ùå ðàç âèïëèâà¹, ùî êîëè β1 6= 0, òî w ≡ 0, à ÿêùî β1 = 0, òîáòî äðóãà ç êðàéîâèõ
óìîâ (18) ìà¹ âèãëÿä w′(l) = 0, òî w0(r) = C2, äå C2 � ñòàëà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè
íîðìóâàííÿ

l∫
0

r|w0(r)|2 dr = 1 ⇔ |C2|2
l∫

0

r dr = 1 ⇔ |C2|2
l2

2
= 1 ⇒ C2 :=

√
2

l
.

Îòîæ, êîëè β1 = 0, òîáòî äðóãà ç êðàéîâèõ óìîâ (18) ìà¹ âèãëÿä w′(l) = 0, òî ìà¹ìî

λ0 = 0, w0(r) =

√
2

l
, r ∈ [0, l]. (20)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê λ > 0. Òîäi, ïîìíîæèâøè ðiâíÿííÿ (17) íà r2 òà ïåðåíiñøè â
ëiâó ÷àñòèíó òå, ùî ñòî¨òü â ïðàâié, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

r2w′′ + rw′ + λr2w = 0, r ∈ (0,+∞), (21)

Çðîáèìî â öüîìó ðiâíÿííi çàìiíó çìiííèõ

x =
√
λr. (22)

Òîäi, ÿêùî
y(x) := w(r) ïðè x =

√
λr,

òî
w′(r) = y′(x) ·

√
λ, w′′(r) = y′′(x) · λ,

à îòæå, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó

x2y′′ + xy′ + x2y = 0, x ∈ (0,+∞). (23)
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Ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ íà ïðîìåíi (0,+∞) ìà¹ âèãëÿä

y = C1J0(x) + C2Y0(x), x ∈ (0,+∞), C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi, (24)

äå J0 � ôóíêöiÿ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó, à Y0 � ôóíêöiÿ Âåáåðà íóëüîâîãî ïîðÿäêó.
Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (21) ìà¹ âèãëÿä

w = C1J0(
√
λr) + C2Y0(

√
λr), r ∈ (0, l], C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi. (25)

Ëåãêî çíàéòè, ùî

w′ = C1

√
λJ ′0(
√
λr) + C2

√
λY ′0(
√
λr), r ∈ (0, l],

ßê âiäîìî, ôóíêöiÿ Áåññåëÿ â òî÷öi 0 ìà¹ ñêií÷åíå çíà÷åííÿ, à ôóíêöiÿ Âåáåðà â òî÷öi 0
íå âèçíà÷åíà, à ïðè íàáëèæåííi àðãóìåíòó äî òî÷êè 0 çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Y0 ïðÿìó¹ äî ∞.
Âðàõîâóþ÷è öå (òîáòî, ùî lim

r→0+
Y0(
√
λr) = ∞), ç ïåðøî¨ ç êðàéîâèõ óìîâ (18) îòðèìà¹ìî

C2 = 0, C1 � äîâiëüíà ñòàëà, à ç äðóãî¨ ç êðàéîâèõ óìîâ (18) ìà¹ìî

C1

[
α1

√
λJ ′0(
√
λl) + β1J0(

√
λl)
]

= 0, C1 6= 0� äîâiëüíà ñòàëà.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü:

α1

√
λJ ′0(
√
λl) + β1J0(

√
λl) = 0 . (26)

Çðîáèâøè â öüîìó ðiâíÿííi çàìiíó µ :=
√
λl, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

α1
µ

l
J ′0(µ) + β1J0(µ) = 0 , µ > 0. (27)

ßê âiäîìî, ðiâíÿííÿ (27) ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü êîðåíiâ {µk}∞k=1, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè â
ïîðÿäêó çðîñòàííÿ òàê

0 < µ1 < µ2 < . . . < µk < . . . , ïðè÷îìó µk →
k→∞
∞.

Îòæå, ñåðåä äîäàòíèõ ÷èñåë âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ¹

λk :=
(µk
l

)2

, k ∈ N, (28)

à âiäïîâiäíèìè ¨ì âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ¹ (äèâ. (25))

wk(r) := MkJ0

(µk
l
r
)
, r ∈ [0, l], k ∈ N, (29)

äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N ñòàëà Mk > 0 òàêà, ùî
l∫

0

r|wk(r)|2 dr = 1, òîáòî

Mk := 1/
( l∫

0

r|J0

(µk
l
r
)
|2 dr

)1/2

.

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk} âõiäíi äàíi:

ϕ(r) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(r), r ∈ [0, l], f(r, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(r), r ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (30)
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äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî

ϕ̂k :=

∫ l

0

rϕ(r)wk(r) dr, f̂k(t) :=

∫ l

0

rf(r, t)wk(r) dr, t ∈ [0, T ].

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (12) � (14) ó âèãëÿäi ñóìè
ðÿäó Ôóð'¹

u(r, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(r), (r, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (31)

êîåôiöi¹íòè {ûk}∞k=1 ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û ′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = ϕ̂k,
k ∈ N. (32)

Öi ðiâíîñòi îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä (31) ìîæíà äâi÷i ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþ-
âàòè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (12) i ïî÷àòêîâi óìîâè (14) çàìiñòü u (êðàéîâi óìîâè
(13) äëÿ ñóìè ðÿäó âèêîíóþòüñÿ çà ðàõóíîê íàëåæíîñòi wk äî D(A), k ∈ N). Âðàõóâàâøè
ðîçâèíåííÿ ϕ i f â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (30)) i òå, ùî

w′′k(r) +
1

r
w′k(r) = −λkwk(r), r ∈ [0, l], k ∈ N,

ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

∞∑
k=1

[
û ′k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(r) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(r), (r, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(r) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(r), r ∈ [0, l].

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè {wk}, ìà¹ìî ðiâíîñòi (32).
Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (32), áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ ûk ¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i Êîøi {
z ′ + a2λkz = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k.
(33)

Î÷åâèäíî, ùî ðiâíÿííÿ çàäà÷i (33) ¹ çâè÷àéíèì ëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì
ïåðøîãî ïîðÿäêó, à îòæå, éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñóìîþ ïîâíîãî çàãàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

z ′ + a2λkz = 0, t ∈ (0, T ], (34)

i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ùî ¹ ðiâíÿííÿì çàäà÷i (33).
Ñïî÷àòêó äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî k ∈ N çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (34). Äëÿ öüîãî ïîìíîæèìî öå ðiâíÿííÿ íà ea
2λkt i ïðîiíòåãðó¹ìî éîãî:

ea
2λktz′ + a2λke

a2λktz = 0⇔
(
ea

2λktz
)′

= 0⇔ ea
2λktz = Ak, t ∈ [0, T ], (35)

äå Ak � äîâiëüíà ñòàëà. Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (34) ìà¹ âèãëÿä

z = Ake
−a2λkt, t ∈ [0, T ], (36)
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äå Ak � äîâiëüíà ñòàëà.
×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê

∗
z ðiâíÿííÿ çàäà÷i (33) øóêà¹ìî ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëèõ àáî ìåòî-

äîì íåîçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ. ßêùî ìè çíàéøëè ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê
∗
z ðiâíÿííÿ çàäà÷i

(33), òî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

z = Ake
−a2λkt +

∗
z(t), t ∈ [0, T ], (37)

äå Ak � äîâiëüíà ñòàëà. Ïiäñòàâèâøè âèðàç ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â ïî÷àòêîâó
óìîâó çàäà÷i (33), îòðèìà¹ìî

Ak +
∗
z(0) = ϕ̂k ⇒ Ak = ϕ̂k −

∗
z(0).

Îòîæ, ìè çäîáóëè

ûk(t) := (ϕ̂k −
∗
z(0))e−a

2λkt +
∗
z(t), t ∈ [0, T ], (38)

à çíà÷èòü, ðîçâ'ÿçîê íàøî¨ çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä

u(r, t) =
∞∑
k=1

Mk

[
(ϕ̂k −

∗
z(0))e−a

2λkt +
∗
z(t)

]
J0

(µk
l
r
)
, (r, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (39)

Ïðè íàøèõ óìîâàõ íà ϕ i f ðÿä (39) çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði C([0, T ];L2(ρ; 0, l)), à çíà÷èòü,
ôóíêöiÿ u íàëåæèòü öüîìó æ ïðîñòîðó, òîáòî äëÿ ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè îçíà÷åííÿ
ñèëüíî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü. �

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî ìà¹ìî çàäà÷ó

ũt − a2(ũrr +
1

r
ũr) = f̃(r, t), (r, t) ∈ Q, (40)

lim
r→0+

ũ(r, t) <∞, (α1ũr + β1ũ)|r=l = µ1(t), t ∈ (0, T ], (41)

ũ|t=0 = ϕ̃(r), r ∈ [0, l], (42)

äå

• α1, β1 ∈ R � ñòàëi òàêi, ùî |α1|+ |β1| > 0, α1β1 ≥ 0,

•ϕ : [0, l]→ R, f : Q→ R, µ1 : (0, T ]→ R � çàäàíi ôóíêöi¨, ïðè÷îìó µ1 6= 0, òîáòî äðóãà
ç êðàéîâèõ óìîâ (13) ¹ íåîäíîðiäíîþ, òî ñïî÷àòêó ðîáèìî
0-èé êðîê. Øóêà¹ìî ôóíêöiþ h ∈ H2(Q), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó óìîâó (41), òîáòî

(α1hr + β1h)|x=l = µ1(t), t ∈ (0, T ]. (43)

Ôóíêöiþ h ìîæíà øóêàòè ó âèãëÿäi

h(r, t) = a(t)r + b(t), (r, t) ∈ Q, (44)

äå a, b ∈ H2(0, T ) � ôóíêöi¨ âiä çìiííî¨ t, ÿêi âèáèðàþòü òàêèìè, ùîáè âèêîíóâàëàñÿ
óìîâà (43).

Äëÿ çíàõîäæåííÿ a i b øóêàþòü ïîõiäíó hr(r, t) = a(t) i ïiäñòàâëÿþòü âèðàçè h i hr
â óìîâó (43):

α1a(t) + β1(la(t) + b(t)) = µ1(t), t ∈ (0, T ].

Çâiäñè çíàõîäÿòü a i b. Îñêiëüêè ìà¹ìî îäíå ðiâíÿííÿ, à íåâiäîìèõ ôóíêöié � äâi, òî
îäíà ç ôóíêöié a, b ìîæå áóòè äîâiëüíîþ i ¨¨ áåðåìî ðiâíîþ, ÿê ïðàâèëî, íóëåâi.
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ßêùî ôóíêöiþ h çíàéäåíî, òî â çàäà÷i (40) � (48) ðîáëÿòü çàìiíó

ũ = u+ h, (45)

äå u � íîâà íåâiäîìà ôóíêöiÿ:

(u+ h)t − a2
[
(u+ h)rr +

1

r
(u+ h)r

]
= f̃(r, t),

lim
r→0+

(u+ h) <∞, (α1(u+ h)r + β1(u+ h))|r=l = µ1(t),

(u+ h)|t=0 = ϕ̃(r).

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ, ìà¹ìî

ut + ht − a2(urr +
1

r
ur)− a2(hrr +

1

r
hr) = f̃(r, t),

lim
r→0+

u(r, t) + lim
r→0+

h(r, t) <∞, (α1ur + β1u)|r=l + (α1hr + β1h)|r=l = µ1(t),

u|t=0 + h|t=0 = ϕ(r).

Îòîæ, âðàõóâàâøè (43), äëÿ íîâî¨ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ u îòðèìà¹ìî çàäà÷ó

ut − a2(urr +
1

r
ur) = f(r, t), (r, t) ∈ Q, (46)

lim
r→0+

u(r, t) <∞, (α1ur + β1u)|r=l = 0, t ∈ (0, T ], (47)

u|t=0 = ϕ(r), r ∈ [0, l], (48)

äå f(r, t) := f̃(r, t)− ht(r, t) + a2(hrr(r, t) + 1
r
hr(r, t)), ϕ(r) := ϕ̃(r)− h(r, 0).

Âiäìiòèìî, ùî êîëè µ1 = 0, òî h = 0 i 0-ãî êðîêó íå ðîáèìî (òîäi â çàäà÷i (40) � (48)

ìà¹ìî ũ = u, f̃ = f, ϕ̃ = ϕ) i ïî÷èíà¹ìî ç 1-ãî êðîêó.

II. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷

Ïðèêëàä 1. Íåõàé l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Q := (0, l) × (0, T ].
Ïîòðiáíî çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

â êðóãîâîìó äèñêó

ut − a2(urr +
1

r
ur) = r2 cos 2t, (r, t) ∈ Q, (49)

lim
r→0+

u(r, t) <∞, ur|r=l = 0, t ∈ (0, T ], (50)

u|t=0 = 1, r ∈ [0, l]. (51)

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Ïîçíà÷èìî

f(r, t) := r2 cos 2t, (r, t) ∈ Q, ϕ(r) := 1, r ∈ [0, l],

i çâåäåìî çàäà÷ó (49) � (51) äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿ-
ííÿ. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A) → L2(ρ; 0, l), ÿê çàìèêàííÿ îïåðàòîðà

Ã : C2([0, l])→ L2(ρ; 0, l), âèçíà÷åíîãî çà ïðàâèëîì:

D(Ã) := {v ∈ C2([0, l]) | v′(0) = 0, v′(l) = 0},
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Ãv = −
(
v′′ +

1

r
v′
)
, v ∈ D(Ã), (52)

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := u(r, t), r ∈ [0, l]; [0, T ] 3 t 7→ f(t) := f(r, t), r ∈ (0, l);

ϕ := ϕ(r), r ∈ [0, l].

Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (49) � (51) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

u ′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (53)

u(0) = ϕ. (54)

Çíàéäåìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (49) � (51), âèêîðèñòîâóþ÷è ñõåìó âiä-
øóêàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (53), (54).

2-èé êðîê. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âiäïîâiäíèõ ¨ì âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðà-
òîðà A çàóâàæèìî, ùî íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ öüîãî îïåðàòîðà îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîðíå
ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ C2((0, l]) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àé-
íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ−w′′ −

1

r
w′ = λw, r ∈ (0, l),

lim
r→0+

w(r) <∞, w′(l) = 0.
(55)

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè ÷èñëà λ > 0 òàêi, ùî çàäà÷à (55) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.
Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó λ = 0 ç ðiâíÿííÿ çàäà÷i (55) (ïiñëÿ ìíîæåííÿ
íà −r) ìà¹ìî

(rw′)′ = 0 ⇔ rw′ = C1 ⇔ w′ =
C1

r
⇔ w = C1 ln r + C2, r ∈ (0, l).

Çâiäñè òà ç êðàéîâèõ óìîâ âèïëèâà¹, ùî w0(r) = C2, äå C2 � ñòàëà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ç
óìîâè íîðìóâàííÿ

l∫
0

r|w0(r)|2 dr = 1 ⇔ |C2|2
l∫

0

r dr = 1 ⇔ |C2|2
l2

2
= 1 ⇒ C2 :=

√
2

l
.

Îòîæ, ìà¹ìî

λ0 = 0, w0(r) =

√
2

l
, r ∈ [0, l]. (56)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê λ > 0. Òîäi, ïîìíîæèâøè ðiâíÿííÿ çàäà÷i (55) íà r2 òà ïåðåíiñøè
â ëiâó ÷àñòèíó òå, ùî ñòî¨òü â ïðàâié, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

r2w′′ + rw′ + λr2w = 0, r ∈ (0,+∞),

Çðîáèìî â öüîìó ðiâíÿííi çàìiíó çìiííèõ

x =
√
λr. (57)
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Òîäi, ÿêùî
y(x) := w(r) ïðè x =

√
λ r,

òî
w(r) = y(x), w′(r) = y′(x) ·

√
λ, w′′(r) = y′′(x) · λ,

à îòæå, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó

x2y′′ + xy′ + x2y = 0, x ∈ (0,+∞).

Ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ íà ïðîìåíi (0,+∞) ìà¹ âèãëÿä

y = C1J0(x) + C2Y0(x), x ∈ (0,+∞), C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi, (58)

äå J0 � ôóíêöiÿ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó, à Y0 � ôóíêöiÿ Âåáåðà íóëüîâîãî ïîðÿäêó.
Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (55) ìà¹ âèãëÿä

w = C1J0(
√
λr) + C2Y0(

√
λr), r ∈ (0, l], C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi. (59)

ßê âiäîìî, ôóíêöiÿ Áåññåëÿ â òî÷öi 0 ìà¹ ñêií÷åíå çíà÷åííÿ, à ôóíêöiÿ Âåáåðà â òî÷öi
0 íå âèçíà÷åíà, à ïðè íàáëèæåííi àðãóìåíòó äî òî÷êè 0 çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Y0 ïðÿìó¹ äî
∞. Òîäi ç ïåðøî¨ ç êðàéîâèõ óìîâ çàäà÷i (55), çâàæàþ÷è íà òå, ùî lim

r→0+
Y0(
√
λr) = ∞,

îòðèìà¹ìî, ùî C2 = 0, C1 � äîâiëüíà ñòàëà, à ç äðóãî¨ ç êðàéîâèõ óìîâ çàäà÷i (55) ìà¹ìî

C1

√
λJ ′0(
√
λl) = 0, C1 6= 0 � äîâiëüíà ñòàëà.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü:

J ′0(
√
λl) = 0 ⇔ J1(

√
λl) = 0 (60)

(òóò âèêîðèñòàíà ðiâíiñòü J ′0(x) = −J1(x), x ∈ (0,+∞)). Çðîáèâøè â öüîìó ðiâíÿííi çàìiíó
µ :=

√
λl, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

J1(µ) = 0 , µ > 0. (61)

ßê âiäîìî, ðiâíÿííÿ (61) ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü êîðåíiâ {µk}∞k=1, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè â
ïîðÿäêó çðîñòàííÿ òàê

0 < µ1 < µ2 < . . . < µk < . . . , ïðè÷îìó µk →
k→∞
∞.

Îòæå, ñåðåä äîäàòíèõ ÷èñåë âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ¹

λk :=
(µk
l

)2

, k ∈ N, (62)

à âiäïîâiäíèìè ¨ì âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ¹ (äèâ. (59))

wk(r) := C1J0

(µk
l
r
)
, r ∈ [0, l], C1 6= 0 � äîâiëüíà ñòàëà, k ∈ N. (63)

Äëÿ êîæíîãî k ∈ N âèáåðåìî çíà÷åííÿ C1 òàêèì, ùîáè ôóíêöiÿ wk áóëà íîðìîâàíîþ,
òîáòî âèêîíóâàëàñü óìîâà

l∫
0

r|wk(r)|2 dr ≡ C2
1

l∫
0

r|J0

(µk
l
r
)
|2 dr = 1. (64)
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Ìà¹ìî

l∫
0

r
∣∣J0

(µk
l
r
)∣∣2 dr =

[
x =

µk
l
r, r =

l

µn
x, dr =

l

µk
dx
]

=
( l

µk

)2
µk∫

0

x|J0(x)|2 dx.

Äàëi íàì áóäóòü ïîòðiáíi òàêi âiäîìi äëÿ ôóíêöié Áåññåëÿ ðiâíîñòi

J ′0(x) = −J1(x), (xJ1(x))′ = xJ0(x), (x2J2(x))′ = x2J1(x),

J2(x) =
2

x
J1(x)− J0(x), x ∈ (0,+∞).

Âðàõîâóþ÷è öå òà âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, îòðèìà¹ìî

µk∫
0

x|J0(x)|2 dx =

µk∫
0

|J0(x)|2 dx
2

2
=
x2

2
|J0(x)|2

∣∣∣µk
0
−

µk∫
0

x2J0(x)J ′0(x) dx =

=
|µkJ0(µk)|2

2
+

µk∫
0

xJ1(x) d(xJ1(x)) =
|µkJ0(µk)|2

2
+
|xJ1(x)|2

2

∣∣∣µk
0

=
|µkJ0(µk)|2

2
.

Çâiäñè òà ç (64) çíàõîäèìî

C2
1

( l

µk

)2 |µkJ0(µk)|2

2
= 1 ⇒ C1 =

√
2

lJ0(µk)
=: Mk.

Îòîæ, âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ¹

wk(r) := MkJ0

(µk
l
r
)
, r ∈ [0, l], k ∈ N. (65)

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk} âõiäíi äàíi:

ϕ(r) =
∞∑
k=0

ϕ̂kwk(r), r ∈ [0, l], f(r, t) =
∞∑
k=0

f̂k(t)wk(r), r ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (66)

äå

ϕ̂0 :=

∫ l

0

rϕ(r)w0(r) dr =

√
2l

2
,

à äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî

ϕ̂k :=

∫ l

0

rϕ(r)wk(r) dr = Mk

∫ l

0

rJ0(
µk
l
r) dr =

[
çàìiíà : x =

µk
l
r, r =

l

µn
x, dr =

l

µk
dx
]

= Mk

( l

µk

)2
µk∫

0

xJ0(x) dx = Mk

( l

µk

)2
µk∫

0

(xJ1(x))′ dx = Mk

( l

µk

)2

xJ1(x)
∣∣∣µk
0

= 0 ,

f̂0(t) :=

∫ l

0

rf(r, t)w0(r) dr =

√
2

l

∫ l

0

r3 cos 2t dr =

√
2l3

4
cos 2t = a0 cos 2t, a0 :=

√
2l3

4
,
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f̂k(t) :=

∫ l

0

rf(r, t)wk(r) dr = Mk

∫ l

0

r · r2 cos 2t · J0(
µk
l
r) dr = cos 2t ·Mk

∫ l

0

r3J0(
µk
l
r) dr =

= ak cos 2t, t ∈ [0, T ] ,

äå

ak := Mk

∫ l

0

r3J0(
µk
l
r) dr =

[
çàìiíà : x =

µk
l
r, r =

l

µn
x, dr =

l

µk
dx
]

=

= Mk

( l

µk

)4
µk∫

0

x3J0(x) dx.

Çíàõîäèìî

µk∫
0

x3J0(x) dx =

µk∫
0

x2(xJ1(x))′ dx = x3J1(x)
∣∣∣µk
0
− 2

µk∫
0

x2J1(x) dx =

= −2

µk∫
0

x2J1(x) dx = −2

µk∫
0

(x2J2(x))′ dx = −2x2J2(x)
∣∣∣µk
0

= −2(µk)
2J2(µk) =

= −2(µk)
2
( 2

µk
J1(µk)− J0(µk)

)
= 2(µk)

2J0(µk).

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (49) � (51) ó âèãëÿäi ñóìè
ðÿäó Ôóð'¹

u(r, t) =
∞∑
k=0

ûk(t)wk(r), (r, t) ∈ Q, (67)

äå ôóíêöi¨ {ûk} çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û ′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = ϕk,
k ∈ N ∪ {0}. (68)

Óìîâè (68) íà êîåôiöi¹íòè ðÿäó (67) îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî öåé ðÿä ìîæíà äâi÷i
ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (49) i óìîâè (51), âðàõóâàâøè
ðîçâèíåííÿ ϕ, ψ i f â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (66)) i òå, ùî

Awk = λkwk ⇒ w′′k(r) +
1

r
w′k = −λkwk(r), r ∈ [0, l], k ∈ N ∪ {0}.

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

∞∑
k=0

[
û ′k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(r) =

∞∑
k=0

f̂k(t)wk(r), (r, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=0

ûk(0)wk(r) =
∞∑
k=0

ϕ̂kwk(r), r ∈ [0, l].

Çâiäñè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi (68).
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Çíàéäåìî {ûk}∞k=0. Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (68), áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ∪ {0}
ôóíêöiÿ ûk (âiäïîâiäíèé êîåôiöi¹íò ðÿäó (67)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi{

z′ + a2λkz = ak cos 2t, t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k .
(69)

Ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî k ∈ N ∪ {0}. Ïåðø çà âñå ðîçãëÿ-
íåìî âèïàäîê k = 0. Îñêiëüêè λ0 = 0, òî ðiâíÿííÿ çàäà÷i (69) ìà¹ âèãëÿä z′ = a0 cos 2t,
ïîâíèé çàãàëüíèé ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä z = a0

2
sin 2t+A0, äå A0 � äîâiëüíà ñòàëà. Çâiäñè òà ç

ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ çàäà÷i (69) ìàòèìåìî z(0) ≡ A0 = ϕ0. Îòîæ, ìè îòðèìàëè

û0(t) :=
a0

2
sin 2t+ ϕ0, t ∈ [0, T ]. (70)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê k ∈ N. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ çàäà÷i (69). Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ, òî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹
ñóìîþ ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ i ÷àñ-
òêîâîãî ðîçâ'ÿçêó äàíîãî (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ. Îòîæ, ðîçâ'ÿæåìî ëiíiéíå îäíîðiäíå
ðiâíÿííÿ

z′ + a2λkz = 0.

Âîíî ¹ ëiíiéíèì îäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó i ðiâíÿííÿì ç âiäîêðåìëþâàíèìè
çìiííèìè. Ðîçâ'ÿæåìî éîãî:

dz

dt
= −a2λkz

∣∣∣×dt
z

⇒ dz

z
= −a2λk dt, z = 0 ⇒ ln |z| = −a2λk t+ln |Ak|, z = 0 ⇒

⇒ z = Ake
−a2λk t, t ∈ [0, T ], Ak ∈ R � äîâiëüíà ñòàëà, (71)

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.
×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê äàíîãî (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ øóêàòèìåìî ìåòîäîì íåîçíà÷å-

íèõ êîåôiöi¹íòiâ, òîáòî ó âèãëÿäi

z = ck cos 2t+ dk sin 2t, t ∈ [0, T ],

äå ck, dk � ñòàëi, çíà÷åííÿ ÿêî¨ çíàõîäèìî çà óìîâè, ùî öÿ ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàøîãî
ðiâíÿííÿ:

−2ck sin 2t+ 2dk cos 2t+ a2λk(2ck cos 2t+ 2dk sin 2t) = ak cos 2t ⇒

cos 2t : 2a2λkck + 2dk = ak
sin 2t : −2ck + 2a2λkdk = 0

=⇒
(

2a2λk 2
−2 2a2λk

)(
ck
dk

)
=

(
ak
0

)
.

Îòðèìàíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçó¹ìî ìåòîäîì Êðàìåðà. Äëÿ öüî-
ãî çíàõîäèìî âèçíà÷íèêè îñíîâíî¨ i äîïîìiæíèõ ìàòðèöü:

4 =

∣∣∣∣ 2a2λk 2
−2 2a2λk

∣∣∣∣ = 4(a4λ2
k + 1),

41 =

∣∣∣∣ ak 2
0 2a2λk

∣∣∣∣ = 2a2λkak, 42 =

∣∣∣∣ 2a2λk ak
−2 0

∣∣∣∣ = 2ak.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî

ck =
41

4
≡ a2λkak

2(a4λ2
k + 1)

, dk =
42

4
≡ ak

2(a4λ2
k + 1)

. (72)

14



Îòîæ, ìà¹ìî

z = Ake
−a2λk t + ck cos 2t+ dk sin 2t, t ∈ [0, T ], Ak ∈ R � äîâiëüíà ñòàëà,

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (69). Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç â ïî÷àòêîâó
óìîâó äàíî¨ çàäà÷i äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ ñòàëî¨ Ak. Òîäi

z(0) = Ak + ck = ϕ̂k .

Çâiäñè
Ak = ϕ̂k − ck,

à çíà÷èòü,
ûk(t) = (ϕ̂k − ck)e−a

2λk t + ck cos 2t+ dk sin 2t, t ∈ [0, T ].

Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i (49) � (51) ¹ (äèâ. (67)) ñóìîþ
çáiæíîãî â ïðîñòîði C([0, T ];L2(ρ; 0, l)) ðÿäó

u(r, t) =

√
2

l

[a0

2
sin 2t+ϕ0

]
+
∞∑
k=1

Mk

[
(ϕ̂k−ck)e−a

2λk t+ck cos 2t+dk sin 2t
]
J0

(√λk
l
r
)
, (r, t) ∈ Q,

äå λk, ϕ̂k, ck, dk äëÿ êîæíîãî k ∈ N ∪ {0} îá÷èñëþþòüñÿ çà âèùå íàâåäåíèìè ôîðìóëàìè.
�

III. Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Íåõàé l > 0, T > 0, h1 > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà. Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíi

ðîçâ'ÿçêè ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â êðóãîâîìó äèñêó:

1.

ut − a2
(
urr +

1

r
ur
)

= t2, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

u(r, t) <∞, u(l, t) = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = 4, r ∈ [0, l].

2.

ut − a2
(
urr +

1

r
ur
)

= e2t, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

u(r, t) <∞, ur(l, t) = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = r2 + 2, r ∈ [0, l],

3.

ut − a2
(
urr +

1

r
ur
)

= (r2 − 1)et, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

u(r, t) <∞, (ur + h1u)|r=l = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = 1, r ∈ [0, l].

4.

ũt − a2
(
ũrr +

1

r
ũr
)

= r2(t+ 1), (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

ũ(r, t) <∞, ũ(l, t) = t, t ∈ (0, T ],
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u|t=0 = 2, r ∈ [0, l].

5.

ũt − a2
(
ũrr +

1

r
ũr
)

= 2t3, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

ũ(r, t) <∞, ũr(l, t) = 5, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = l2 − r2, r ∈ [0, l].

6.

ũt − a2
(
ũrr +

1

r
ũr
)

= r2t, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

ũ(r, t) <∞, ũr(l, t) + h1ũ(l, t) = t, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 7, r ∈ [0, l].

(Çàâäàííÿ �6 áàæàíî çðîáèòè, àëå íå îáîâ'ÿçêîâî)
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ � 12

Ìiøàíi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â êðóãîâîìó äèñêó.

Ìåòîä Ôóð'¹

I. Äîâiäêîâèé ìàòåðiàë

1. Ðiâíÿííÿì Áåññåëÿ íàçèâàþòü ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, (1)

äå ν = const > 0, x � íåçàëåæíà çìiííà, ùî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â R.
Îñêiëüêè êîåôiöi¹íò ðiâíÿííÿ (1) ïðè y′′ â òî÷öi x = 0 ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü, òî éîãî

ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü ìàòè îñîáëèâîñòi ïðè x = 0. Âðàõîâóþ÷è öå, à òàêîæ òå, ùî ëiâà ÷àñòèíà
ðiâíÿííÿ (1) íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè çàìiíi x íà −x, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî íàì äîñòàòíüî
ðîçãëÿäàòè öå ðiâíÿííÿ íà ïðîìåíi (0, +∞).

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1) øóêàþòü, âðàõîâóþ÷è éîãî âèðîäæóâàíiñòü ïðè x = 0, ó âèãëÿäi
óçàãàëüíåíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ

y = xρ
∞∑
k=0

ckx
k ≡

∞∑
k=0

ckx
k+ρ, x ∈ (0,+∞), (2)

äå ρ ∈ R, ck ∈ R, k ∈ N ∪ {0}.
Ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (1) ¹ ôóíêöi¨ Áåññåëÿ

J±ν(x) :=
∞∑
m=0

(−1)m

Γ(±ν +m+ 1)Γ(m+ 1)

(x
2

)2m±ν
, x ∈ (0, +∞), (3)

ν-ãî ïîðÿäêó, ïðè÷îìó, êîëè ν � íå öiëå (i, î÷åâèäíî, ùî äîäàòíå), òî ôóíêöi¨ Jν i J−ν ¹
ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, à êîëè ν = n ∈ N, òî J−n = (−1)nJn, çâiäêè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî
Jn i J−n ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè. Òîìó ââîäÿòü â ðîçãëÿä ôóíêöiþ Âåáåðà

Yν(x) :=
Jν(x) cos νπ − J−ν(x)

sin νπ
, x ∈ (0, +∞),

ÿêùî ν > 0 � íå öiëå, i

Yn(x) := lim
ν→n

Yν(x) =
2

π
Jn(x) ln

x

2
− 1

π

n−1∑
k=0

(n− k − 1)!

k!

(x
2

)−n+2k

− (4)

− 1

π

∞∑
k=0

(−1)k
( t

2

)n+2k

k!(n+ k)!
·

(
Γ′(k + 1)

Γ(k + 1)
+

Γ′(k + n+ 1)

Γ(k + n+ 1)

)
, x ∈ (0, +∞),

ÿêùî n ∈ N ∪ {0}.

Òâåðäæåííÿ 1. Ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) íà ïðîìåíi (0,+∞) ìà¹ âèãëÿä

y = C1Jν(x) + C2Yν(x), x ∈ (0,+∞), C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.
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Çàóâàæåííÿ 1. Ñiì'ÿ ôóíêöié Áåññåëÿ Jρ, ρ ∈ R, âîëîäi¹, çîêðåìà, òàêèìè âëàñòèâî-
ñòÿìè:

J−n(x) = (−1)nJn(x), n ∈ N, çîêðåìà, J−1(x) = −J1(x), x ∈ (0,+∞),

(xρJρ(x))′ = xρJρ−1(x), çîêðåìà, J ′0(x) = J−1(x) = −J1(x), x ∈ (0,+∞),

Jρ+1(x) =
2ρ

x
Jρ(x)− Jρ−1(x), x ∈ (0,+∞).

2. Íåõàé
• l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà,

• Ω := {x = (x1, x2) ∈ R2
∣∣∣x2

1 +x2
2 < l2} � êðóã ðàäióñà l ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò,

• Γ := {x = (x1, x2) ∈ R2
∣∣∣x2

1 + x2
2 = l2} � êîëî ðàäióñà l ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò

(âîíî îáìåæó¹ Ω),
• Q := Ω× (0, T ] � öèëiíäð ç îñíîâîþ Ω i òâiðíîþ, ïàðàëåëüíîþ îñi t,
• Σ := Γ× (0, T ] � ái÷íà ïîâåðõíÿ öèëiíäðà Q.

Ìiøàíà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â êðóãîâîìó äèñêó ïîëÿãà¹ ó çíàõî-
äæåííi ôóíêöi¨ u : Q→ R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi) ðiâíÿííÿ

ut − a2∆u = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (5)

êðàéîâó óìîâó

àáî u
∣∣∣
Σ

= µ, àáî
∂u

∂ν

∣∣∣
Σ

= µ, àáî
(∂u
∂ν

+ hu
)∣∣∣

Σ
= µ (6)

òà ïî÷àòêîâó óìîâó
u|t=0 = ϕ(x), x ∈ Ω, (7)

äå a > 0, h > 0, ϕ : Ω → R, µ : Σ → R, f : Q → R � çàäàíi, ∆u := ux1x1 + ux2x2 , ν �
îäèíè÷íà çîâíiøíÿ íîðìàëü äî Γ, ∂u

∂ν
� ïîõiäíà u ïî íîðìàëi ν.

Íàñ öiêàâèòü ïðîáëåìà çíàõîäæåííÿ ñèëüíî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5) � (7),
ÿêùî

ϕ ∈ L2(Ω), f ∈ C([0, T ];L2(Ω)).

Ïåðåéäåìî â öié çàäà÷i äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò:{
x1 = r cos θ,

x2 = r sin θ,
r > 0, −∞ < θ < +∞. (8)

Ó ðåçóëüòàòi, âðàõóâàâøè, ùî ÿêùî ũ(r, θ) := u(x1, x2), òî

∆u = ũrr +
1

r
ũr +

1

r2
ũθθ,

îòðèìà¹ìî çàäà÷ó : çíàéòè ôóíêöiþ ũ : Q→ R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi) ðiâíÿ-
ííÿ

ũt − a2
(
ũrr +

1

r
ũr +

1

r2
ũθθ
)

= f̃(r, θ, t), (r, θ, t) ∈ Q̃ := (0, l)× R× (0, T ], (9)

êðàéîâi óìîâè
ũ(r, θ + 2π, t) = ũ(r, θ, t), (r, θ, t) ∈ (0, l]× R× [0, T ],
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lim
r→0+

ũ(r, θ, t) <∞, (α1ũr + β1ũ)|r=l = 0, (θ, t) ∈ R× (0, T ], (10)

òà ïî÷àòêîâó óìîâó
ũ|t=0 = ϕ̃(r, θ), (r, θ) ∈ [0, l]× R, (11)

äå

• α1, β1 ∈ R � ñòàëi òàêi, ùî |α1|+ |β1| > 0, α1β1 ≥ 0,

• ϕ̃ : [0, l]× R→ R, f̃ : (0, l)× R× (0, T ]→ R � çàäàíi ôóíêöi¨, ïðè÷îìó
ϕ̃(r, θ + 2π) = ϕ̃(r, θ), (r, θ) ∈ (0, l]× R,
f̃(r, θ + 2π, t) = f̃(r, θ, t), (r, θ, t) ∈ (0, l]× R× [0, T ].

Óâàãà!!! Äàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê, êîëè çàäàíi ôóíêöi¨ f̃ , ϕ̃ ÿâíî âiä çìiííî¨ θ
íå çàëåæàòü. Òîäi âiä öi¹¨ çìiííî¨ íå áóäå çàëåæàòè i ðîçâ'ÿçîê ũ îòðèìàíî¨ çàäà÷i, à îòæå,
çàäà÷à ìàòèìå ïðîñòiøèé âèãëÿä. Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèêîðèñòîâóþòü âàãîâèé ïðîñòið
L2(ρ; 0, l), äå ρ(r) := r, r ∈ (0, l), ñêëàäåíèé ç âèìiðíèõ ôóíêöié v : (0, l) → R òàêèõ, ùî
l∫

0

r|v(r)|2 dr < ∞. Öåé ïðîñòið ¹ ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì i ïîðîäæåíîþ íèì

íîðìîþ:

(v, w)L2(ρ; 0, l) :=

l∫
0

rv(r)w(r) dr, ‖v‖L2(ρ; 0, l) :=
( l∫

0

r|v(r)|2 dr
)1/2

, v, w ∈ L2(ρ; 0, l).

3. Äàëi ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó , ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÿêî¨ ¹ ìåòîþ íàøîãî çàíÿòòÿ.

Íåõàé l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Q := (0, l) × (0, T ]. Ìiøàíà
çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â êðóãîâîìó äèñêó ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ôóíêöi¨
u : Q→ R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi) ðiâíÿííÿ

ut − a2
(
urr +

1

r
ur
)

= f(r, t), (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (12)

êðàéîâi óìîâè
lim
r→0+

u(r, t) <∞, (α1ur + β1u)|r=l = 0, t ∈ (0, T ], (13)

òà ïî÷àòêîâó óìîâó
u|t=0 = ϕ(r), r ∈ [0, l], (14)

äå

• α1, β1 ∈ R � ñòàëi òàêi, ùî |α1|+ |β1| > 0, α1β1 ≥ 0,

• ϕ : [0, l]→ R, f : Q→ R � çàäàíi ôóíêöi¨.

Ïîòðiáíî çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (12) � (14), ÿêùî

ϕ ∈ L2(ρ; 0, l), f ∈ C([0, T ];L2(ρ; 0, l)).

Ñõåìà ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâ-
íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi äëÿ âiäïîâiäíîãî äèôåðåíöiàëü-
íî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ. Çàïèøåìî òó çàäà÷ó, ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ ¹ ñèëüíî óçàãàëü-
íåíèì ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ çàäà÷i. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A) → L2(ρ; 0, l), ÿê

çàìèêàííÿ îïåðàòîðà Ã : C2([0, l])→ L2(ρ; 0, l), âèçíà÷åíîãî çà ïðàâèëîì:

D(Ã) := {v ∈ C2([0, l]) | v′(0) = 0, (α1v
′ + β1v)|r=l = 0},
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Ãv = −
(
v′′ +

1

r
v′
)
, v ∈ D(Ã),

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := u(r, t), r ∈ [0, l] ; [0, T ] 3 t 7→ f(t) := f(r, t), r ∈ (0, l);

ϕ := ϕ(r), r ∈ [0, l].

Îòæå, çàäà÷à (12) � (14) çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî
ðiâíÿííÿ

u ′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (15)

u(0) = ϕ. (16)

ßê áóëî ñêàçàíî, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (12) � (14) � öå ñëàáêèé ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i (15), (16). Òîìó áóäåìî øóêàòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (12) �
(14), âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìèé ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (15), (16).

2-èé êðîê. Çíàéäåìî îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk} â L2(ρ; 0, l) i âiäïîâiäíó ¨é ÷èñëîâó ïîñëi-
äîâíiñòü {λk}, ÿêi ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà
A òàê, ùî

Awk = λkwk, k ∈ N.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âiäïîâiäíèõ ¨ì âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A
çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ C2((0, l]) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àé-
íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

−w′′ − 1

r
w′ = λw, r ∈ (0, l), (17)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

lim
r→0+

w(r) <∞, α1w
′(l) + β1w(l) = 0. (18)

ßê óæå ãîâîðèëîñÿ ðàíiøå, çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ åëåìåíòiâ
îïåðàòîðà A, ÿêà ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi âñåìîæëèâèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ ðiâ-
íÿííÿ (17) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (18), i çíàõîäæåííÿ
öèõ ðîçâ'ÿçêiâ, íàçèâà¹ìî çàäà÷åþ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ (i ôàêòè÷íî ðîçâ'ÿçó¹ìî â ïðîñòîði
C2((0, l])).

Ïîêàæåìî, ùî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A ¹ äîäàòíèìè, ÿêùî β1 6= 0, i íåâiä'¹ì-
íèìè, çîêðåìà, íóëü ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì, êîëè β1 = 0. Äëÿ öüîãî äîìíîæèìî ðiâíÿííÿ
(17) íà r i âðàõóâàâøè, ùî rw′′ + w′ = (rw′)′, çàïèøåìî:

−(rw′)′ = λrw, r ∈ (0, l), (19)

Íåõàé w � íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (17), (18), òîáòî âëàñíèé åëåìåíò îïåðàòîðà A.
Äîìíîæèìî ðiâíiñòü (19) íà w i ïðîiíòåãðó¹ìî çäîáóòó ðiâíiñòü ïî ïðîìiæêó (0, l):

−
l∫

0

(rw′)′w dr = λ

l∫
0

r|w|2 dr ⇔ −rw′w
∣∣∣l
0

+

l∫
0

r|w′|2 dr = λ

l∫
0

r|w|2 dr.
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Âiäìiòèìî, ùî −rw′w
∣∣∣l
0
> 0. Ñïðàâäi, ÿêùî àáî α1 = 0, àáî β1 = 0, òî, âiäïîâiäíî, àáî

w(l) = 0, àáî w′(0) = 0, à îòæå, −lw′(l)w(l) = 0, à ÿêùî α1β1 > 0, òî −lw′(l)w(l) =
lβ1

α1

|w(l)|2 > 0. Âðàõîâóþ÷è ñêàçàíå, îòðèìó¹ìî

λ >

l∫
0

r|w′|2 dr
/ l∫

0

r|w|2 dr > 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

λ = 0 ⇔ w′(r) = 0 ∀r ∈ [0, l] ⇔ w(r) = C ∀r ∈ [0, l], äå C � ñòàëà.

Íà ïiäñòàâi öüîãî i äðóãî¨ ç êðàéîâèõ óìîâ (18) îòðèìó¹ìî, ùî ÿêùî β1 6= 0, òî λ > 0, à
ÿêùî β1 = 0, òî λ > 0, çîêðåìà, 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì.

Çíàõîäèìî ïîñëiäîâíîñòi {wk} i {λk} òàê. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî êîëè λ = 0, òî ç
ðiâíÿííÿ (19) ìà¹ìî

(rw′)′ = 0 ⇔ rw′ = C1 ⇔ w′ =
C1

r
⇔ w = C1 ln r + C2, r ∈ (0, l).

Çâiäñè ùå ðàç âèïëèâà¹, ùî êîëè β1 6= 0, òî w ≡ 0, à ÿêùî β1 = 0, òîáòî äðóãà ç êðàéîâèõ
óìîâ (18) ìà¹ âèãëÿä w′(l) = 0, òî w0(r) = C2, äå C2 � ñòàëà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè
íîðìóâàííÿ

l∫
0

r|w0(r)|2 dr = 1 ⇔ |C2|2
l∫

0

r dr = 1 ⇔ |C2|2
l2

2
= 1 ⇒ C2 :=

√
2

l
.

Îòîæ, êîëè β1 = 0, òîáòî äðóãà ç êðàéîâèõ óìîâ (18) ìà¹ âèãëÿä w′(l) = 0, òî ìà¹ìî

λ0 = 0, w0(r) =

√
2

l
, r ∈ [0, l]. (20)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê λ > 0. Òîäi, ïîìíîæèâøè ðiâíÿííÿ (17) íà r2 òà ïåðåíiñøè â
ëiâó ÷àñòèíó òå, ùî ñòî¨òü â ïðàâié, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

r2w′′ + rw′ + λr2w = 0, r ∈ (0,+∞), (21)

Çðîáèìî â öüîìó ðiâíÿííi çàìiíó çìiííèõ

x =
√
λr. (22)

Òîäi, ÿêùî
y(x) := w(r) ïðè x =

√
λr,

òî
w′(r) = y′(x) ·

√
λ, w′′(r) = y′′(x) · λ,

à îòæå, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó

x2y′′ + xy′ + x2y = 0, x ∈ (0,+∞). (23)
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Ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ íà ïðîìåíi (0,+∞) ìà¹ âèãëÿä

y = C1J0(x) + C2Y0(x), x ∈ (0,+∞), C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi, (24)

äå J0 � ôóíêöiÿ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó, à Y0 � ôóíêöiÿ Âåáåðà íóëüîâîãî ïîðÿäêó.
Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (21) ìà¹ âèãëÿä

w = C1J0(
√
λr) + C2Y0(

√
λr), r ∈ (0, l], C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi. (25)

Ëåãêî çíàéòè, ùî

w′ = C1

√
λJ ′0(
√
λr) + C2

√
λY ′0(
√
λr), r ∈ (0, l],

ßê âiäîìî, ôóíêöiÿ Áåññåëÿ â òî÷öi 0 ìà¹ ñêií÷åíå çíà÷åííÿ, à ôóíêöiÿ Âåáåðà â òî÷öi 0
íå âèçíà÷åíà, à ïðè íàáëèæåííi àðãóìåíòó äî òî÷êè 0 çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Y0 ïðÿìó¹ äî ∞.
Âðàõîâóþ÷è öå (òîáòî, ùî lim

r→0+
Y0(
√
λr) = ∞), ç ïåðøî¨ ç êðàéîâèõ óìîâ (18) îòðèìà¹ìî

C2 = 0, C1 � äîâiëüíà ñòàëà, à ç äðóãî¨ ç êðàéîâèõ óìîâ (18) ìà¹ìî

C1

[
α1

√
λJ ′0(
√
λl) + β1J0(

√
λl)
]

= 0, C1 6= 0� äîâiëüíà ñòàëà.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü:

α1

√
λJ ′0(
√
λl) + β1J0(

√
λl) = 0 . (26)

Çðîáèâøè â öüîìó ðiâíÿííi çàìiíó µ :=
√
λl, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

α1
µ

l
J ′0(µ) + β1J0(µ) = 0 , µ > 0. (27)

ßê âiäîìî, ðiâíÿííÿ (27) ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü êîðåíiâ {µk}∞k=1, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè â
ïîðÿäêó çðîñòàííÿ òàê

0 < µ1 < µ2 < . . . < µk < . . . , ïðè÷îìó µk →
k→∞
∞.

Îòæå, ñåðåä äîäàòíèõ ÷èñåë âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ¹

λk :=
(µk
l

)2

, k ∈ N, (28)

à âiäïîâiäíèìè ¨ì âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ¹ (äèâ. (25))

wk(r) := MkJ0

(µk
l
r
)
, r ∈ [0, l], k ∈ N, (29)

äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N ñòàëà Mk > 0 òàêà, ùî
l∫

0

r|wk(r)|2 dr = 1, òîáòî

Mk := 1/
( l∫

0

r|J0

(µk
l
r
)
|2 dr

)1/2

.

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk} âõiäíi äàíi:

ϕ(r) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(r), r ∈ [0, l], f(r, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(r), r ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (30)
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äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî

ϕ̂k :=

∫ l

0

rϕ(r)wk(r) dr, f̂k(t) :=

∫ l

0

rf(r, t)wk(r) dr, t ∈ [0, T ].

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (12) � (14) ó âèãëÿäi ñóìè
ðÿäó Ôóð'¹

u(r, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(r), (r, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (31)

êîåôiöi¹íòè {ûk}∞k=1 ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û ′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = ϕ̂k,
k ∈ N. (32)

Öi ðiâíîñòi îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä (31) ìîæíà äâi÷i ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþ-
âàòè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (12) i ïî÷àòêîâi óìîâè (14) çàìiñòü u (êðàéîâi óìîâè
(13) äëÿ ñóìè ðÿäó âèêîíóþòüñÿ çà ðàõóíîê íàëåæíîñòi wk äî D(A), k ∈ N). Âðàõóâàâøè
ðîçâèíåííÿ ϕ i f â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (30)) i òå, ùî

w′′k(r) +
1

r
w′k(r) = −λkwk(r), r ∈ [0, l], k ∈ N,

ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

∞∑
k=1

[
û ′k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(r) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(r), (r, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(r) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(r), r ∈ [0, l].

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè {wk}, ìà¹ìî ðiâíîñòi (32).
Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (32), áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ ûk ¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i Êîøi {
z ′ + a2λkz = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k.
(33)

Î÷åâèäíî, ùî ðiâíÿííÿ çàäà÷i (33) ¹ çâè÷àéíèì ëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì
ïåðøîãî ïîðÿäêó, à îòæå, éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñóìîþ ïîâíîãî çàãàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

z ′ + a2λkz = 0, t ∈ (0, T ], (34)

i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ùî ¹ ðiâíÿííÿì çàäà÷i (33).
Ñïî÷àòêó äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî k ∈ N çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (34). Äëÿ öüîãî ïîìíîæèìî öå ðiâíÿííÿ íà ea
2λkt i ïðîiíòåãðó¹ìî éîãî:

ea
2λktz′ + a2λke

a2λktz = 0⇔
(
ea

2λktz
)′

= 0⇔ ea
2λktz = Ak, t ∈ [0, T ], (35)

äå Ak � äîâiëüíà ñòàëà. Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (34) ìà¹ âèãëÿä

z = Ake
−a2λkt, t ∈ [0, T ], (36)
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äå Ak � äîâiëüíà ñòàëà.
×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê

∗
z ðiâíÿííÿ çàäà÷i (33) øóêà¹ìî ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëèõ àáî ìåòî-

äîì íåîçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ. ßêùî ìè çíàéøëè ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê
∗
z ðiâíÿííÿ çàäà÷i

(33), òî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

z = Ake
−a2λkt +

∗
z(t), t ∈ [0, T ], (37)

äå Ak � äîâiëüíà ñòàëà. Ïiäñòàâèâøè âèðàç ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â ïî÷àòêîâó
óìîâó çàäà÷i (33), îòðèìà¹ìî

Ak +
∗
z(0) = ϕ̂k ⇒ Ak = ϕ̂k −

∗
z(0).

Îòîæ, ìè çäîáóëè

ûk(t) := (ϕ̂k −
∗
z(0))e−a

2λkt +
∗
z(t), t ∈ [0, T ], (38)

à çíà÷èòü, ðîçâ'ÿçîê íàøî¨ çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä

u(r, t) =
∞∑
k=1

Mk

[
(ϕ̂k −

∗
z(0))e−a

2λkt +
∗
z(t)

]
J0

(µk
l
r
)
, (r, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (39)

Ïðè íàøèõ óìîâàõ íà ϕ i f ðÿä (39) çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði C([0, T ];L2(ρ; 0, l)), à çíà÷èòü,
ôóíêöiÿ u íàëåæèòü öüîìó æ ïðîñòîðó, òîáòî äëÿ ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè îçíà÷åííÿ
ñèëüíî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü. �

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî ìà¹ìî çàäà÷ó

ũt − a2(ũrr +
1

r
ũr) = f̃(r, t), (r, t) ∈ Q, (40)

lim
r→0+

ũ(r, t) <∞, (α1ũr + β1ũ)|r=l = µ1(t), t ∈ (0, T ], (41)

ũ|t=0 = ϕ̃(r), r ∈ [0, l], (42)

äå

• α1, β1 ∈ R � ñòàëi òàêi, ùî |α1|+ |β1| > 0, α1β1 ≥ 0,

•ϕ : [0, l]→ R, f : Q→ R, µ1 : (0, T ]→ R � çàäàíi ôóíêöi¨, ïðè÷îìó µ1 6= 0, òîáòî äðóãà
ç êðàéîâèõ óìîâ (13) ¹ íåîäíîðiäíîþ, òî ñïî÷àòêó ðîáèìî
0-èé êðîê. Øóêà¹ìî ôóíêöiþ h ∈ H2(Q), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó óìîâó (41), òîáòî

(α1hr + β1h)|x=l = µ1(t), t ∈ (0, T ]. (43)

Ôóíêöiþ h ìîæíà øóêàòè ó âèãëÿäi

h(r, t) = a(t)r + b(t), (r, t) ∈ Q, (44)

äå a, b ∈ H2(0, T ) � ôóíêöi¨ âiä çìiííî¨ t, ÿêi âèáèðàþòü òàêèìè, ùîáè âèêîíóâàëàñÿ
óìîâà (43).

Äëÿ çíàõîäæåííÿ a i b øóêàþòü ïîõiäíó hr(r, t) = a(t) i ïiäñòàâëÿþòü âèðàçè h i hr
â óìîâó (43):

α1a(t) + β1(la(t) + b(t)) = µ1(t), t ∈ (0, T ].

Çâiäñè çíàõîäÿòü a i b. Îñêiëüêè ìà¹ìî îäíå ðiâíÿííÿ, à íåâiäîìèõ ôóíêöié � äâi, òî
îäíà ç ôóíêöié a, b ìîæå áóòè äîâiëüíîþ i ¨¨ áåðåìî ðiâíîþ, ÿê ïðàâèëî, íóëåâi.
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ßêùî ôóíêöiþ h çíàéäåíî, òî â çàäà÷i (40) � (48) ðîáëÿòü çàìiíó

ũ = u+ h, (45)

äå u � íîâà íåâiäîìà ôóíêöiÿ:

(u+ h)t − a2
[
(u+ h)rr +

1

r
(u+ h)r

]
= f̃(r, t),

lim
r→0+

(u+ h) <∞, (α1(u+ h)r + β1(u+ h))|r=l = µ1(t),

(u+ h)|t=0 = ϕ̃(r).

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ, ìà¹ìî

ut + ht − a2(urr +
1

r
ur)− a2(hrr +

1

r
hr) = f̃(r, t),

lim
r→0+

u(r, t) + lim
r→0+

h(r, t) <∞, (α1ur + β1u)|r=l + (α1hr + β1h)|r=l = µ1(t),

u|t=0 + h|t=0 = ϕ(r).

Îòîæ, âðàõóâàâøè (43), äëÿ íîâî¨ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ u îòðèìà¹ìî çàäà÷ó

ut − a2(urr +
1

r
ur) = f(r, t), (r, t) ∈ Q, (46)

lim
r→0+

u(r, t) <∞, (α1ur + β1u)|r=l = 0, t ∈ (0, T ], (47)

u|t=0 = ϕ(r), r ∈ [0, l], (48)

äå f(r, t) := f̃(r, t)− ht(r, t) + a2(hrr(r, t) + 1
r
hr(r, t)), ϕ(r) := ϕ̃(r)− h(r, 0).

Âiäìiòèìî, ùî êîëè µ1 = 0, òî h = 0 i 0-ãî êðîêó íå ðîáèìî (òîäi â çàäà÷i (40) � (48)

ìà¹ìî ũ = u, f̃ = f, ϕ̃ = ϕ) i ïî÷èíà¹ìî ç 1-ãî êðîêó.

II. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷

Ïðèêëàä 1. Íåõàé l > 0, T > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Q := (0, l) × (0, T ].
Ïîòðiáíî çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

â êðóãîâîìó äèñêó

ut − a2(urr +
1

r
ur) = r2 cos 2t, (r, t) ∈ Q, (49)

lim
r→0+

u(r, t) <∞, ur|r=l = 0, t ∈ (0, T ], (50)

u|t=0 = 1, r ∈ [0, l]. (51)

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Ïîçíà÷èìî

f(r, t) := r2 cos 2t, (r, t) ∈ Q, ϕ(r) := 1, r ∈ [0, l],

i çâåäåìî çàäà÷ó (49) � (51) äî çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿ-
ííÿ. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A) → L2(ρ; 0, l), ÿê çàìèêàííÿ îïåðàòîðà

Ã : C2([0, l])→ L2(ρ; 0, l), âèçíà÷åíîãî çà ïðàâèëîì:

D(Ã) := {v ∈ C2([0, l]) | v′(0) = 0, v′(l) = 0},
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Ãv = −
(
v′′ +

1

r
v′
)
, v ∈ D(Ã), (52)

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, T ] 3 t 7→ u(t) := u(r, t), r ∈ [0, l]; [0, T ] 3 t 7→ f(t) := f(r, t), r ∈ (0, l);

ϕ := ϕ(r), r ∈ [0, l].

Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (49) � (51) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

u ′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (53)

u(0) = ϕ. (54)

Çíàéäåìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (49) � (51), âèêîðèñòîâóþ÷è ñõåìó âiä-
øóêàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (53), (54).

2-èé êðîê. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âiäïîâiäíèõ ¨ì âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðà-
òîðà A çàóâàæèìî, ùî íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ öüîãî îïåðàòîðà îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîðíå
ðiâíÿííÿ

Aw = λw

åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ C2((0, l]) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àé-
íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ−w′′ −

1

r
w′ = λw, r ∈ (0, l),

lim
r→0+

w(r) <∞, w′(l) = 0.
(55)

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè ÷èñëà λ > 0 òàêi, ùî çàäà÷à (55) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.
Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó λ = 0 ç ðiâíÿííÿ çàäà÷i (55) (ïiñëÿ ìíîæåííÿ
íà −r) ìà¹ìî

(rw′)′ = 0 ⇔ rw′ = C1 ⇔ w′ =
C1

r
⇔ w = C1 ln r + C2, r ∈ (0, l).

Çâiäñè òà ç êðàéîâèõ óìîâ âèïëèâà¹, ùî w0(r) = C2, äå C2 � ñòàëà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ç
óìîâè íîðìóâàííÿ

l∫
0

r|w0(r)|2 dr = 1 ⇔ |C2|2
l∫

0

r dr = 1 ⇔ |C2|2
l2

2
= 1 ⇒ C2 :=

√
2

l
.

Îòîæ, ìà¹ìî

λ0 = 0, w0(r) =

√
2

l
, r ∈ [0, l]. (56)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê λ > 0. Òîäi, ïîìíîæèâøè ðiâíÿííÿ çàäà÷i (55) íà r2 òà ïåðåíiñøè
â ëiâó ÷àñòèíó òå, ùî ñòî¨òü â ïðàâié, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

r2w′′ + rw′ + λr2w = 0, r ∈ (0,+∞),

Çðîáèìî â öüîìó ðiâíÿííi çàìiíó çìiííèõ

x =
√
λr. (57)
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Òîäi, ÿêùî
y(x) := w(r) ïðè x =

√
λ r,

òî
w(r) = y(x), w′(r) = y′(x) ·

√
λ, w′′(r) = y′′(x) · λ,

à îòæå, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó

x2y′′ + xy′ + x2y = 0, x ∈ (0,+∞).

Ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ íà ïðîìåíi (0,+∞) ìà¹ âèãëÿä

y = C1J0(x) + C2Y0(x), x ∈ (0,+∞), C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi, (58)

äå J0 � ôóíêöiÿ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó, à Y0 � ôóíêöiÿ Âåáåðà íóëüîâîãî ïîðÿäêó.
Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (55) ìà¹ âèãëÿä

w = C1J0(
√
λr) + C2Y0(

√
λr), r ∈ (0, l], C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi. (59)

ßê âiäîìî, ôóíêöiÿ Áåññåëÿ â òî÷öi 0 ìà¹ ñêií÷åíå çíà÷åííÿ, à ôóíêöiÿ Âåáåðà â òî÷öi
0 íå âèçíà÷åíà, à ïðè íàáëèæåííi àðãóìåíòó äî òî÷êè 0 çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Y0 ïðÿìó¹ äî
∞. Òîäi ç ïåðøî¨ ç êðàéîâèõ óìîâ çàäà÷i (55), çâàæàþ÷è íà òå, ùî lim

r→0+
Y0(
√
λr) = ∞,

îòðèìà¹ìî, ùî C2 = 0, C1 � äîâiëüíà ñòàëà, à ç äðóãî¨ ç êðàéîâèõ óìîâ çàäà÷i (55) ìà¹ìî

C1

√
λJ ′0(
√
λl) = 0, C1 6= 0 � äîâiëüíà ñòàëà.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü:

J ′0(
√
λl) = 0 ⇔ J1(

√
λl) = 0 (60)

(òóò âèêîðèñòàíà ðiâíiñòü J ′0(x) = −J1(x), x ∈ (0,+∞)). Çðîáèâøè â öüîìó ðiâíÿííi çàìiíó
µ :=

√
λl, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

J1(µ) = 0 , µ > 0. (61)

ßê âiäîìî, ðiâíÿííÿ (61) ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü êîðåíiâ {µk}∞k=1, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè â
ïîðÿäêó çðîñòàííÿ òàê

0 < µ1 < µ2 < . . . < µk < . . . , ïðè÷îìó µk →
k→∞
∞.

Îòæå, ñåðåä äîäàòíèõ ÷èñåë âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ¹

λk :=
(µk
l

)2

, k ∈ N, (62)

à âiäïîâiäíèìè ¨ì âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ¹ (äèâ. (59))

wk(r) := C1J0

(µk
l
r
)
, r ∈ [0, l], C1 6= 0 � äîâiëüíà ñòàëà, k ∈ N. (63)

Äëÿ êîæíîãî k ∈ N âèáåðåìî çíà÷åííÿ C1 òàêèì, ùîáè ôóíêöiÿ wk áóëà íîðìîâàíîþ,
òîáòî âèêîíóâàëàñü óìîâà

l∫
0

r|wk(r)|2 dr ≡ C2
1

l∫
0

r|J0

(µk
l
r
)
|2 dr = 1. (64)
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Ìà¹ìî

l∫
0

r
∣∣J0

(µk
l
r
)∣∣2 dr =

[
x =

µk
l
r, r =

l

µn
x, dr =

l

µk
dx
]

=
( l

µk

)2
µk∫

0

x|J0(x)|2 dx.

Äàëi íàì áóäóòü ïîòðiáíi òàêi âiäîìi äëÿ ôóíêöié Áåññåëÿ ðiâíîñòi

J ′0(x) = −J1(x), (xJ1(x))′ = xJ0(x), (x2J2(x))′ = x2J1(x),

J2(x) =
2

x
J1(x)− J0(x), x ∈ (0,+∞).

Âðàõîâóþ÷è öå òà âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, îòðèìà¹ìî

µk∫
0

x|J0(x)|2 dx =

µk∫
0

|J0(x)|2 dx
2

2
=
x2

2
|J0(x)|2

∣∣∣µk
0
−

µk∫
0

x2J0(x)J ′0(x) dx =

=
|µkJ0(µk)|2

2
+

µk∫
0

xJ1(x) d(xJ1(x)) =
|µkJ0(µk)|2

2
+
|xJ1(x)|2

2

∣∣∣µk
0

=
|µkJ0(µk)|2

2
.

Çâiäñè òà ç (64) çíàõîäèìî

C2
1

( l

µk

)2 |µkJ0(µk)|2

2
= 1 ⇒ C1 =

√
2

lJ0(µk)
=: Mk.

Îòîæ, âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ¹

wk(r) := MkJ0

(µk
l
r
)
, r ∈ [0, l], k ∈ N. (65)

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk} âõiäíi äàíi:

ϕ(r) =
∞∑
k=0

ϕ̂kwk(r), r ∈ [0, l], f(r, t) =
∞∑
k=0

f̂k(t)wk(r), r ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (66)

äå

ϕ̂0 :=

∫ l

0

rϕ(r)w0(r) dr =

√
2l

2
,

à äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî

ϕ̂k :=

∫ l

0

rϕ(r)wk(r) dr = Mk

∫ l

0

rJ0(
µk
l
r) dr =

[
çàìiíà : x =

µk
l
r, r =

l

µn
x, dr =

l

µk
dx
]

= Mk

( l

µk

)2
µk∫

0

xJ0(x) dx = Mk

( l

µk

)2
µk∫

0

(xJ1(x))′ dx = Mk

( l

µk

)2

xJ1(x)
∣∣∣µk
0

= 0 ,

f̂0(t) :=

∫ l

0

rf(r, t)w0(r) dr =

√
2

l

∫ l

0

r3 cos 2t dr =

√
2l3

4
cos 2t = a0 cos 2t, a0 :=

√
2l3

4
,
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f̂k(t) :=

∫ l

0

rf(r, t)wk(r) dr = Mk

∫ l

0

r · r2 cos 2t · J0(
µk
l
r) dr = cos 2t ·Mk

∫ l

0

r3J0(
µk
l
r) dr =

= ak cos 2t, t ∈ [0, T ] ,

äå

ak := Mk

∫ l

0

r3J0(
µk
l
r) dr =

[
çàìiíà : x =

µk
l
r, r =

l

µn
x, dr =

l

µk
dx
]

=

= Mk

( l

µk

)4
µk∫

0

x3J0(x) dx.

Çíàõîäèìî

µk∫
0

x3J0(x) dx =

µk∫
0

x2(xJ1(x))′ dx = x3J1(x)
∣∣∣µk
0
− 2

µk∫
0

x2J1(x) dx =

= −2

µk∫
0

x2J1(x) dx = −2

µk∫
0

(x2J2(x))′ dx = −2x2J2(x)
∣∣∣µk
0

= −2(µk)
2J2(µk) =

= −2(µk)
2
( 2

µk
J1(µk)− J0(µk)

)
= 2(µk)

2J0(µk).

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (49) � (51) ó âèãëÿäi ñóìè
ðÿäó Ôóð'¹

u(r, t) =
∞∑
k=0

ûk(t)wk(r), (r, t) ∈ Q, (67)

äå ôóíêöi¨ {ûk} çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û ′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = ϕk,
k ∈ N ∪ {0}. (68)

Óìîâè (68) íà êîåôiöi¹íòè ðÿäó (67) îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî öåé ðÿä ìîæíà äâi÷i
ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (49) i óìîâè (51), âðàõóâàâøè
ðîçâèíåííÿ ϕ, ψ i f â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (66)) i òå, ùî

Awk = λkwk ⇒ w′′k(r) +
1

r
w′k = −λkwk(r), r ∈ [0, l], k ∈ N ∪ {0}.

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

∞∑
k=0

[
û ′k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(r) =

∞∑
k=0

f̂k(t)wk(r), (r, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=0

ûk(0)wk(r) =
∞∑
k=0

ϕ̂kwk(r), r ∈ [0, l].

Çâiäñè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi (68).
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Çíàéäåìî {ûk}∞k=0. Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (68), áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ∪ {0}
ôóíêöiÿ ûk (âiäïîâiäíèé êîåôiöi¹íò ðÿäó (67)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi{

z′ + a2λkz = ak cos 2t, t ∈ (0, T ],

z(0) = ϕ̂k .
(69)

Ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî k ∈ N ∪ {0}. Ïåðø çà âñå ðîçãëÿ-
íåìî âèïàäîê k = 0. Îñêiëüêè λ0 = 0, òî ðiâíÿííÿ çàäà÷i (69) ìà¹ âèãëÿä z′ = a0 cos 2t,
ïîâíèé çàãàëüíèé ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä z = a0

2
sin 2t+A0, äå A0 � äîâiëüíà ñòàëà. Çâiäñè òà ç

ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ çàäà÷i (69) ìàòèìåìî z(0) ≡ A0 = ϕ0. Îòîæ, ìè îòðèìàëè

û0(t) :=
a0

2
sin 2t+ ϕ0, t ∈ [0, T ]. (70)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê k ∈ N. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ çàäà÷i (69). Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ, òî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹
ñóìîþ ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ i ÷àñ-
òêîâîãî ðîçâ'ÿçêó äàíîãî (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ. Îòîæ, ðîçâ'ÿæåìî ëiíiéíå îäíîðiäíå
ðiâíÿííÿ

z′ + a2λkz = 0.

Âîíî ¹ ëiíiéíèì îäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó i ðiâíÿííÿì ç âiäîêðåìëþâàíèìè
çìiííèìè. Ðîçâ'ÿæåìî éîãî:

dz

dt
= −a2λkz

∣∣∣×dt
z

⇒ dz

z
= −a2λk dt, z = 0 ⇒ ln |z| = −a2λk t+ln |Ak|, z = 0 ⇒

⇒ z = Ake
−a2λk t, t ∈ [0, T ], Ak ∈ R � äîâiëüíà ñòàëà, (71)

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.
×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê äàíîãî (íåîäíîðiäíîãî) ðiâíÿííÿ øóêàòèìåìî ìåòîäîì íåîçíà÷å-

íèõ êîåôiöi¹íòiâ, òîáòî ó âèãëÿäi

z = ck cos 2t+ dk sin 2t, t ∈ [0, T ],

äå ck, dk � ñòàëi, çíà÷åííÿ ÿêî¨ çíàõîäèìî çà óìîâè, ùî öÿ ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàøîãî
ðiâíÿííÿ:

−2ck sin 2t+ 2dk cos 2t+ a2λk(2ck cos 2t+ 2dk sin 2t) = ak cos 2t ⇒

cos 2t : 2a2λkck + 2dk = ak
sin 2t : −2ck + 2a2λkdk = 0

=⇒
(

2a2λk 2
−2 2a2λk

)(
ck
dk

)
=

(
ak
0

)
.

Îòðèìàíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçó¹ìî ìåòîäîì Êðàìåðà. Äëÿ öüî-
ãî çíàõîäèìî âèçíà÷íèêè îñíîâíî¨ i äîïîìiæíèõ ìàòðèöü:

4 =

∣∣∣∣ 2a2λk 2
−2 2a2λk

∣∣∣∣ = 4(a4λ2
k + 1),

41 =

∣∣∣∣ ak 2
0 2a2λk

∣∣∣∣ = 2a2λkak, 42 =

∣∣∣∣ 2a2λk ak
−2 0

∣∣∣∣ = 2ak.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî

ck =
41

4
≡ a2λkak

2(a4λ2
k + 1)

, dk =
42

4
≡ ak

2(a4λ2
k + 1)

. (72)
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Îòîæ, ìà¹ìî

z = Ake
−a2λk t + ck cos 2t+ dk sin 2t, t ∈ [0, T ], Ak ∈ R � äîâiëüíà ñòàëà,

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (69). Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç â ïî÷àòêîâó
óìîâó äàíî¨ çàäà÷i äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ ñòàëî¨ Ak. Òîäi

z(0) = Ak + ck = ϕ̂k .

Çâiäñè
Ak = ϕ̂k − ck,

à çíà÷èòü,
ûk(t) = (ϕ̂k − ck)e−a

2λk t + ck cos 2t+ dk sin 2t, t ∈ [0, T ].

Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i (49) � (51) ¹ (äèâ. (67)) ñóìîþ
çáiæíîãî â ïðîñòîði C([0, T ];L2(ρ; 0, l)) ðÿäó

u(r, t) =

√
2

l

[a0

2
sin 2t+ϕ0

]
+
∞∑
k=1

Mk

[
(ϕ̂k−ck)e−a

2λk t+ck cos 2t+dk sin 2t
]
J0

(√λk
l
r
)
, (r, t) ∈ Q,

äå λk, ϕ̂k, ck, dk äëÿ êîæíîãî k ∈ N ∪ {0} îá÷èñëþþòüñÿ çà âèùå íàâåäåíèìè ôîðìóëàìè.
�

III. Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Íåõàé l > 0, T > 0, h1 > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà. Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíi

ðîçâ'ÿçêè ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â êðóãîâîìó äèñêó:

1.

ut − a2
(
urr +

1

r
ur
)

= t2, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

u(r, t) <∞, u(l, t) = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = 4, r ∈ [0, l].

2.

ut − a2
(
urr +

1

r
ur
)

= e2t, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

u(r, t) <∞, ur(l, t) = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = r2 + 2, r ∈ [0, l],

3.

ut − a2
(
urr +

1

r
ur
)

= (r2 − 1)et, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

u(r, t) <∞, (ur + h1u)|r=l = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = 1, r ∈ [0, l].

4.

ũt − a2
(
ũrr +

1

r
ũr
)

= r2(t+ 1), (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

ũ(r, t) <∞, ũ(l, t) = t, t ∈ (0, T ],
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u|t=0 = 2, r ∈ [0, l].

5.

ũt − a2
(
ũrr +

1

r
ũr
)

= 2t3, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

ũ(r, t) <∞, ũr(l, t) = 5, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = l2 − r2, r ∈ [0, l].

6.

ũt − a2
(
ũrr +

1

r
ũr
)

= r2t, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

ũ(r, t) <∞, ũr(l, t) + h1ũ(l, t) = t, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 7, r ∈ [0, l].

(Çàâäàííÿ �6 áàæàíî çðîáèòè, àëå íå îáîâ'ÿçêîâî)
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ � 13

Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà â ïðÿìîêóòíié îáëàñòi.

Ìåòîä Ôóð'¹

Çàâäàííÿ: Íåõàé p > 0, q > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Ω := (0, p) × (0, q).
Ïîòðiáíî çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà

uxx + uyy = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, (1){
(α0ux + β0u)|x=0 = ω(y), (α1ux + β1u)|x=p = σ(y), y ∈ (0, q),

(γ0uy + δ0u)|y=0 = ϕ(x), (γ1uy + δ1u)|y=q = ψ(x), x ∈ [0, p],
(2)

äå

• α0, β0, α1, β1, γ0, δ0, γ1, δ1 ∈ R � ñòàëi òàêi, ùî
|α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, |γ0|+ |δ0| > 0, |γ1|+ |δ1| > 0,
α0β0 ≤ 0, α1β1 ≥ 0, γ0δ0 ≤ 0, γ1δ1 ≥ 0,

• ω, σ ∈ L2(0, q), ϕ, ψ ∈ L2(0, p), f ∈ L2(Ω) � çàäàíi ôóíêöi¨.

Êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà äàëi êîðîòêî íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ (1), (2).
Çàóâàæèìî, ùî êðàéîâi óìîâè (2) çàäàíi íà ìåæi îáëàñòi Ω, ÿêà ¹ ïðÿìîêóòíèêîì,

òîáòî íà ñòîðîíàõ ïðÿìîêóòíèêà. Öèõ óìîâ ¹ ÷îòèðè (âiäïîâiäíî äî ñòîðií ïðÿìîêóòíèêà)
i ìè áóäåìî ðîçðiçíÿòè äâi ïàðè êðàéîâèõ óìîâ: ïåðøà � óìîâè íà âåðòèêàëüíèõ ñòîðîíàõ,
òîáòî ïðè x = 0 òà x = p (âîíè çàïèñàíi â ïåðøîìó ðÿäêó ôîðìóëþâàííÿ óìîâ (2)), äðóãà
� óìîâè íà ãîðèçîíòàëüíèõ ñòîðîíàõ, òîáòî ïðè y = 0 òà y = q (âîíè çàïèñàíi â äðóãîìó
ðÿäêó ôîðìóëþâàííÿ óìîâ (2)). Äëÿ áåçïîñåðåäíüîãî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ðÿäiâ Ôóð'¹
ïîòðiáíî, ùîáè îäíà ç ïàð êðàéîâèõ óìîâ áóëà îäíîðiäíîþ, òîáòî àáî ω = 0 i σ = 0,
àáî ϕ = 0 i ψ = 0. ßêùî öå íå òàê, òî ïîòðiáíî àáî çðîáèòè çàìiíó øóêàíî¨ ôóíêöi¨
íà iíøó, äëÿ ÿêî¨ çàäà÷à áóäå iäåíòè÷íîþ äî äàíî¨, àëå ç ïàðîþ îäíîðiäíèõ óìîâ, àáî
ðîçáèòè äàíó çàäà÷ó íà äâi iäåíòè÷íi ç äàíîþ, àëå ÿêi ìàþòü õî÷à áè îäíié ïàði îäíîðiäíèõ
êðàéîâèõ óìîâ. Äåòàëüíiøå ïðî öå ñêàæåìî ïiçíiøå, à çàðàç ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (1), (2),
êîëè ω = 0, σ = 0, i ïîêàæåìî ÿê ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàòè.

Çàâäàííÿ I: Íåõàé p > 0, q > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Ω := (0, p) × (0, q).
Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà

uxx + uyy = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, (3){
(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=p = 0, y ∈ (0, q),

(γ0uy + δ0u)|y=0 = ϕ(x), (γ1uy + δ1u)|y=q = ψ(x), x ∈ [0, p],
(4)

äå

• α0, β0, α1, β1, γ0, δ0, γ1, δ1 ∈ R � ñòàëi òàêi, ùî
|α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, |γ0|+ |δ0| > 0, |γ1|+ |δ1| > 0,
α0β0 ≤ 0 , α1β1 ≥ 0, γ0δ0 ≤ 0 , γ1δ1 ≥ 0,

• ϕ, ψ ∈ L2(0, p), f ∈ L2(Ω) � çàäàíi ôóíêöi¨.
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Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñèëüíî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâ-
íÿííÿ Ïóàññîíà â ïðÿìîêóòíié îáëàñòi çâîäèìî ¨¨ äî êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ âiäïîâiäíîãî
äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ i çíàõîäèìî ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i. Çàïè-
øåìî òó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ, äî ÿêî¨ çâîäèòüñÿ
äàíà çàäà÷à. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A)→ L2(0, p) çà ïðàâèëîì:

D(A) := {v ∈ H2(Ω) | α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(p) + β1v(p) = 0},

Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (5)

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, q] 3 y 7→ u(y) := u(x, y), x ∈ [0, p]; (0, q) 3 y 7→ f(y) := f(x, y), x ∈ (0, p);

ϕ := ϕ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, p].

Îòæå, çàäà÷à (3), (4) çâîäèòüñÿ äî êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâ-
íÿííÿ

u′′ − Au = f(y), y ∈ (0, q), (6)

γ0u
′(0) + δ0u(0) = ϕ, γ1u

′(q) + δ1u(q) = ψ. (7)

Ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3), (4) áóäåìî øóêàòè çà ñõåìîþ âiäøóêàííÿ
ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (6), (7).

2-èé êðîê. Îñêiëüêè îïåðàòîð A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (SNC), òî iñíó¹ îðòîíîðìîâàíà áàçà
{wk} â L2(0, p) i âiäïîâiäíà ¨é ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk}, ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ
åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A òàê, ùî

Awk = λkwk, k ∈ N,

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., ïðè÷îìó λk −→
k→+∞

+∞.

Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ äîäàòíèìè, ÿêùî àáî β0 6= 0, àáî β1 6= 0, i íåâiä'¹ìíèìè, çîêðåìà,
íóëü ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì, êîëè β0 = 0 i β1 = 0.

Çíàéäåìî îðòîíîðìîâàíó áàçó â L2(0, p), ñêëàäåíó ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A.
Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw,

ÿêå âèçíà÷à¹ âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi åëåìåíòè îïåðàòîðà A, åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõî-
äæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ H2(0, p) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

−w′′ = λw, x ∈ (0, p), (8)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

α0w
′(0) + β0w(0) = 0, α1w

′(p) + β1w(p) = 0. (9)

Íàãàäà¹ìî, ùî ìè øóêà¹ìî âñåìîæëèâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ ðiâíÿííÿ (8),
ÿêå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

w′′ + λw = 0,
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ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (9), à òàêîæ øóêà¹ìî öi ðîçâ'ÿç-
êè, ôàêòè÷íî, â ïðîñòîði C2([0, p]). Çíàõîäèìî ïîñëiäîâíîñòi {wk} i {λk} òàê ÿê öå ðîáèëîñÿ
íà ïðàêòè÷íîìó çàíÿòòi �7. Âiäìiòèìî, ùî

w′′k = −λkwk, k ∈ N. (10)

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî âõiäíi äàíi â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk}:

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, p], (11)

f(x, y) =
∞∑
k=1

f̂k(y)wk(x), x ∈ (0, p), y ∈ (0, q), (12)

äå äëÿ êîæíîãî k ìà¹ìî

ϕ̂k :=

∫ p

0

ϕ(x)wk(x) dx, ψ̂k :=

∫ p

0

ψ(x)wk(x) dx, f̂k(y) :=

∫ p

0

f(x, y)wk(x) dx, y ∈ (0, q).

(13)

4-èé êðîê. Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3), (4) ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó
Ôóð'¹

u(x, y) =
∞∑
k=1

ûk(y)wk(x), (x, y) ∈ Ω = [0, p]× [0, q], (14)

êîåôiöi¹íòè {ûk}∞k=1 ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û ′′k (y)− λkûk(y) = f̂k(y), y ∈ (0, q),

γ0û
′
k(0) + δ0ûk(0) = ϕ̂k, γ1û

′
k(p) + δ1ûk(p) = ψ̂k,

k ∈ N. (15)

Öi ðiâíîñòi îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä (14) ìîæíà äâi÷i ïî÷ëåííî äèôåðåíöi-
þâàòè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (3) i äðóãó ïàðó êðàéîâèõ óìîâ (4) çàìiñòü u
(ïåðøà ïàðà êðàéîâèõ óìîâ (4) äëÿ ñóìè ðÿäó âèêîíóþòüñÿ çà ðàõóíîê íàëåæíîñòi wk äî
D(A), k ∈ N). Âðàõóâàâøè ðîçâèíåííÿ ϕ, ψ i f â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (11) � (13)) i ðiâíîñòi
(10), ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

∞∑
k=1

[û′′k(y)− λkûk(y)]wk(x) =
∞∑
k=1

f̂k(y)wk(x), (x, y) ∈ Ω,

∞∑
k=1

(
γ0û

′
k(0) + δ0ûk(0)

)
wk(x) =

∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), x ∈ [0, p],

∞∑
k=1

(
γ1û

′
k(p) + δ1ûk(p)

)
wk(x) =

∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, p].

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè {wk}, ìà¹ìî ðiâíîñòi (15).
Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (15), áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ ûk ¹ ðîçâ'ÿçêîì

êðàéîâî¨ çàäà÷i {
z ′′ − λkz = f̂k(y), y ∈ (0, q),

γ0z
′(0) + δ0z(0) = ϕ̂k, γ1z

′(q) + δ1z(q) = ψ̂k.
(16)
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Ðîçâ'ÿçó¹ìî çàäà÷ó (16) ïðè äîâiëüíî âèáðàíîìó i çàôiêñîâàíîìó çíà÷åííþ k ∈ N. Äëÿ
öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Îñêiëüêè ðiâ-
íÿííÿ çàäà÷i (16) ¹ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì, òî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê áóäå ñóìîþ
ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

z′′ − λkz = 0, (17)

i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ çàäà÷i (16).
Ðiâíÿííÿ (17) ¹ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òîìó

äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ íàì ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè
éîãî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ: µ2 − λk = 0. Êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ¹
÷èñëà µ1,2 = ±

√
λk, ÿêùî λk > 0, i µ1 = 0, ÿêùî λk = 0. Îòîæ, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (17) ìà¹ âèãëÿä

z = Ake
−
√
λky +Bke

√
λky, y ∈ [0, q], ÿêùî λk > 0,

i
z = Aky +Bk, y ∈ [0, q], ÿêùî λk = 0,

äå Ak, Bk � äîâiëüíi ñòàëi.
Äàëi çíàõîäèìî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (16). Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä âàðiàöi¨

ñòàëèõ, òîáòî øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi

z = ak(y)e−
√
λky + bk(y)e

√
λky, y ∈ [0, q],

äå ak, bk � ôóíêöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü(
e−
√
λky e

√
λky

−
√
λke

−
√
λky

√
λke

√
λky

)(
a′k(y)
b′k(y)

)
=

(
0

f̂k(y)

)
, y ∈ [0, q].

Ïîòðàêòóâàâøè öþ ñèñòåìó ÿê ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâi-
äîìèõ a′k(y) i b′k(y) äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî y ∈ [0, q], ðîçâ'ÿæåìî ¨¨ ìåòîäîì Êðàìåðà:

4k(y) =

∣∣∣∣ e−
√
λky e

√
λky

−
√
λke

−
√
λky

√
λke

√
λky

∣∣∣∣ = 2
√
λk,

41,k(y) =

∣∣∣∣ 0 e
√
λky

f̂k(y)
√
λke

√
λky

∣∣∣∣ = −e
√
λkyf̂k(y),

42,k(y) =

∣∣∣∣ e−
√
λky 0

−
√
λke

−
√
λky f̂k(y)

∣∣∣∣ = e−
√
λkyf̂k(y), y ∈ [0, q].

Çâiäñè ìà¹ìî

ak(y) =
41,k(y)

4k(y)
= − 1

2
√
λk

y∫
0

e
√
λksf̂k(s) ds, bk(y) =

41,k(y)

4k(y)
= − 1

2
√
λk

q∫
y

e−
√
λksf̂k(s) ds,

y ∈ [0, q], à çíà÷èòü, ôóíêöiÿ z =
∗
z(y), y ∈ [0, q], äå

∗
z(y) := − 1

2
√
λk

y∫
0

e−
√
λk(y−s)f̂k(s) ds−

1

2
√
λk

q∫
y

e
√
λk(y−s)f̂k(s) ds, y ∈ [0, q],
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� ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (16). Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
çàäà÷i (16) ìà¹ âèãëÿä

z = Ake
−
√
λky +Bke

√
λky +

∗
z(y), y ∈ [0, q]. (18)

Çíàéäåìî

z′ = −Ak
√
λke

−
√
λky +Bk

√
λke

√
λky +

∗
z
′
(y), y ∈ [0, q]. (19)

Ç êðàéîâèõ óìîâ çàäà÷i (16), âðàõóâàâøè (18), (19), ìà¹ìî

γ0
(
− Ak

√
λk +Bk

√
λk +

∗
z
′
(0)
)

+ δ0
(
Ak +Bk +

∗
z(0)

)
= ϕ̂k,

γ1
(
− Ak

√
λke

−
√
λkq +Bk

√
λke

√
λkq +

∗
z
′
(q)
)

+ δ1
(
Ake

−
√
λkq +Bke

√
λkq +

∗
z(q)

)
= ψ̂k.

Çâiäñè ïiñëÿ ñïðîùåíü i âiäïîâiäíèõ ïåðåïîçíà÷åíü îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷-
íèõ ðiâíÿíü ñòîñîâíî íåâiäîìèõ Ak, Bk:{

c1,kAk + d1,kBk = Pk
c2,kAk + d2,kBk = Rk

⇒
(
c1,k d1,k
c2,k d2,k

)(
Ak
Bk

)
=

(
Pk
Rk

)
.

Ðîçâ'ÿçó¹ìî öþ ñèñòåìó ìåòîäîì Êðàìåðà:

4k =

∣∣∣∣ c1,k d1,k
c2,k d2,k

∣∣∣∣ , 41,k =

∣∣∣∣ Pk d1,k
Rk d2,k

∣∣∣∣ , 42,k =

∣∣∣∣ c1,k Pk
c2,k Rk

∣∣∣∣ .
Îòæå,

Ak =
41,k

4k

, Bk =
42,k

4k

, k ∈ N. (20)

Ïiäñòàâèâøè (20) â (18), îòðèìà¹ìî âèðàçè ûk, k ∈ N, êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó (14). Ïðè íàøèõ
óìîâàõ íà ϕ, ψ i f ðÿä (14) çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði L2(Ω), à çíà÷èòü, ôóíêöiÿ u íàëåæèòü
öüîìó æ ïðîñòîðó, òîáòî äëÿ ôóíêöi¨ u âèêîíàíi âñi óìîâè îçíà÷åííÿ ñèëüíî óçàãàëüíåíîãî
ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà. �

Çàâäàííÿ II: Íåõàé p > 0, q > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Ω := (0, p)× (0, q).
Çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà

uxx + uyy = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, (21){
(α0ux + β0u)|x=0 = ω(y), (α1ux + β1u)|x=p = σ(y), y ∈ [0, q],

(γ0uy + δ0u)|y=0 = 0, (γ1uy + δ1u)|y=q = 0, x ∈ (0, p),
(22)

äå

• α0, β0, α1, β1, γ0, δ0, γ1, δ1 ∈ R � ñòàëi òàêi, ùî
|α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, |γ0|+ |δ0| > 0, |γ1|+ |δ1| > 0,
α0β0 ≤ 0 , α1β1 ≥ 0, γ0δ0 ≤ 0 , γ1δ1 ≥ 0,

• ω, σ ∈ L2(0, q), f ∈ L2(Ω) � çàäàíi ôóíêöi¨.
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Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñèëüíî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâ-
íÿííÿ Ïóàññîíà â ïðÿìîêóòíié îáëàñòi çâîäèìî ¨¨ äî êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ âiäïîâiäíîãî
äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ i çíàõîäèìî ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i. Çàïè-
øåìî òó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ, äî ÿêî¨ çâîäèòüñÿ
äàíà çàäà÷à. Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A)→ L2(0, q) çà ïðàâèëîì:

D(A) := {v ∈ H2(0, q) | γ0v′(0) + δ0v(0) = 0, γ1v
′(q) + δ1v(q) = 0},

Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (23)

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, p] 3 x 7→ u(x) := u(x, y), y ∈ [0, q]; (0, p) 3 x 7→ f(x) := f(x, y), y ∈ (0, q);

ω := ω(y), σ := σ(y), x ∈ [0, q].

Îòæå, çàäà÷à (21), (22) çâîäèòüñÿ äî êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî
ðiâíÿííÿ

u′′ − Au = f(x), x ∈ (0, p), (24)

α0u
′(0) + β0u(0) = ω, α1u

′(p) + β1u(p) = σ. (25)

Áóäåìî øóêàòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (21), (22), âèêîðèñòîâóþ÷è âiäî-
ìèé ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (24), (25).

2-èé êðîê. Îñêiëüêè îïåðàòîð A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (SNC), òî iñíó¹ îðòîíîðìîâàíà áàçà
{wk} â L2(0, q) i âiäïîâiäíà ¨é ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk}, ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ
åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A òàê, ùî

Awk = λkwk, k ∈ N,

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., ïðè÷îìó λk −→
k→+∞

+∞.

Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ äîäàòíèìè, ÿêùî àáî δ0 6= 0, àáî δ1 6= 0, i íåâiä'¹ìíèìè, çîêðåìà,
íóëü ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì, êîëè δ0 = 0 i δ1 = 0.

Çíàéäåìî îðòîíîðìîâàíó áàçó â L2(0, q), ñêëàäåíó ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A.
Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw,

ÿêå âèçíà÷à¹ âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi åëåìåíòè îïåðàòîðà A, åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõî-
äæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ H2(0, p) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

−w′′ = λw, y ∈ (0, q), (26)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

γ0w
′(0) + δ0w(0) = 0, γ1w

′(q) + δ1w(q) = 0. (27)

Íàãàäà¹ìî, ùî ìè øóêà¹ìî âñåìîæëèâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ ðiâíÿííÿ (26),
ÿêå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

w′′ + λw = 0,
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ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (27), à òàêîæ øóêà¹ìî öi
ðîçâ'ÿçêè, ôàêòè÷íî, â ïðîñòîði C2([0, q]). Çíàõîäèìî ïîñëiäîâíîñòi {wk} i {λk} òàê ÿê
öå ðîáèëîñÿ íà ïðàêòè÷íîìó çàíÿòòi �7. Âiäìiòèìî, ùî

w′′k = −λkwk, k ∈ N. (28)

3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî âõiäíi äàíi â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk}:

ω(y) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(y), σ(y) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(y), y ∈ [0, q], (29)

f(x, y) =
∞∑
k=1

f̂k(x)wk(y), x ∈ (0, p), y ∈ (0, q), (30)

äå äëÿ êîæíîãî k ìà¹ìî

ω̂k :=

∫ q

0

ω(y)wk(y) dy, σ̂k :=

∫ q

0

σ(y)wk(y) dy, f̂k(x) :=

∫ q

0

f(x, y)wk(y) dy, x ∈ (0, p).

4-èé êðîê.Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (21), (22) ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó
Ôóð'¹

u(x, y) =
∞∑
k=1

ûk(x)wk(y), (x, y) ∈ Ω, (31)

êîåôiöi¹íòè {ûk}∞k=1 ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û ′′k (x)− λkûk(x) = f̂k(x), x ∈ (0, p),

α0û
′
k(0) + β0ûk(0) = ω̂k, α1û

′
k(p) + β1ûk(p) = σ̂k,

k ∈ N. (32)

Öi ðiâíîñòi îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä (31) ìîæíà äâi÷i ïî÷ëåííî äèôåðåíöi-
þâàòè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (21) i ïåðøó ïàðó êðàéîâèõ óìîâ (22) çàìiñòü u
(äðóãà ïàðà êðàéîâèõ óìîâ (22) äëÿ ñóìè ðÿäó âèêîíóþòüñÿ çà ðàõóíîê íàëåæíîñòi wk äî
D(A), k ∈ N). Âðàõóâàâøè ðîçâèíåííÿ ω, σ i f â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (29), (30)) i ðiâíîñòi
(28), ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

∞∑
k=1

[û′′k(x)− λkûk(x)]wk(y) =
∞∑
k=1

f̂k(x)wk(y), (x, y) ∈ Ω,

∞∑
k=1

(
α0û

′
k(0) + β0ûk(0)

)
wk(y) =

∞∑
k=1

ω̂kwk(y), y ∈ [0, q],

∞∑
k=1

(
α1û

′
k(p) + β1ûk(p)

)
wk(y) =

∞∑
k=1

σ̂kwk(y), y ∈ [0, q].

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè {wk}, ìà¹ìî ðiâíîñòi (55).
Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (55), áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ ûk ¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i Êîøi {
z ′′ − λkz = f̂k(x), x ∈ (0, p),

α0z
′(0) + β0z(0) = ω̂k, α1z

′(p) + β1z(p) = σ̂k.
(33)
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Ðîçâ'ÿçó¹ìî çàäà÷ó (33) ïðè äîâiëüíî âèáðàíîìó i ôiêñîâàíîìó çíà÷åííþ k ∈ N. Äëÿ öüîãî
ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ
çàäà÷i (33) ¹ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì, òî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê áóäå ñóìîþ ïîâíîãî
çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

z′′ − λkz = 0, (34)

i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ çàäà÷i (33).
Ðiâíÿííÿ (34) ¹ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òîìó

äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ íàì ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè
éîãî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ: µ2 − λk = 0. Êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ¹
÷èñëà µ1,2 = ±

√
λk, ÿêùî λk > 0, i µ1 = 0, ÿêùî λk = 0. Îòîæ, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (34) ìà¹ âèãëÿä

z = Ake
−
√
λkx +Bke

√
λkx, x ∈ [0, p], ÿêùî λk > 0,

i
z = Akx+Bk, x ∈ [0, p], ÿêùî λk = 0,

äå Ak, Bk � äîâiëüíi ñòàëi.
Äàëi çíàõîäèìî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (33). Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä âàðiàöi¨

ñòàëèõ, òîáòî øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi

z = ak(x)e−
√
λkx + bk(x)e

√
λkx, x ∈ [0, p],

äå ak, bk � ôóíêöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü(
e−
√
λkx e

√
λkx

−
√
λke

−
√
λkx

√
λke

√
λkx

)(
a′k(x)
b′k(x)

)
=

(
0

f̂k(x)

)
, x ∈ [0, p].

Ïîòðàêòóâàâøè öþ ñèñòåìó ÿê ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâi-
äîìèõ a′k(x) i b′k(x) äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ [0, p], ðîçâ'ÿæåìî ¨¨ ìåòîäîì Êðàìåðà:

4k(x) =

∣∣∣∣ e−
√
λkx e

√
λkx

−
√
λke

−
√
λkx ωke

√
λkx

∣∣∣∣ = 2
√
λk,

41,k(x) =

∣∣∣∣ 0 e
√
λkx

f̂k(x) ωke
√
λkx

∣∣∣∣ = −e
√
λkxf̂k(x),

42,k(x) =

∣∣∣∣ e−
√
λkx 0

−
√
λke

−
√
λkx f̂k(x)

∣∣∣∣ = e−
√
λkxf̂k(x), x ∈ [0, p].

Çâiäñè ìà¹ìî

ak(x) = − 1

2
√
λk

x∫
0

e
√
λksf̂k(s) ds, bk(x) = − 1

2
√
λk

q∫
x

e−
√
λksf̂k(s) ds, x ∈ [0, p],

à çíà÷èòü, ôóíêöiÿ z =
∗
z(x), x ∈ [0, p], äå

∗
z(x) := − 1

2
√
λk

x∫
0

e−
√
λk(x−s)f̂k(s) ds−

1

2
√
λk

q∫
x

e
√
λk(x−s)f̂k(s) ds, x ∈ [0, p],
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� ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (33). Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
çàäà÷i (33) ìà¹ âèãëÿä

z = Ake
−
√
λkx +Bke

√
λkx +

∗
z(x), x ∈ [0, p]. (35)

Çíàéäåìî

z′ = −Ak
√
λke

−
√
λkx +Bk

√
λke

√
λkx +

∗
z
′
(x), x ∈ [0, p]. (36)

Ç êðàéîâèõ óìîâ çàäà÷i (33), âðàõóâàâøè (35), (36), ìà¹ìî

γ0
(
− Ak

√
λk +Bk

√
λk +

∗
z
′
(0)
)

+ δ0
(
Ak +Bk +

∗
z(0)

)
= ω̂k,

γ1
(
− Ak

√
λke

−
√
λkp +Bk

√
λke

√
λkp +

∗
z
′
(p)
)

+ δ1
(
Ake

−
√
λkq +Bke

√
λkp +

∗
z(p)

)
= σ̂k.

Çâiäñè ïiñëÿ ñïðîùåíü i âiäïîâiäíèõ ïåðåïîçíà÷åíü îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨-
÷íèõ ðiâíÿíü ñòîñîâíî íåâiäîìèõ Ak, Bk:{

c1,kAk + d1,kBk = Pk
c2,kAk + d2,kBk = Rk

⇒
(
c1,k d1,k
c2,k d2,k

)(
Ak
Bk

)
=

(
Pk
Rk

)
.

Ðîçâ'ÿçó¹ìî öþ ñèñòåìó ìåòîäîì Êðàìåðà:

4k =

∣∣∣∣ c1,k d1,k
c2,k d2,k

∣∣∣∣ , 41,k =

∣∣∣∣ Pk d1,k
Rk d2,k

∣∣∣∣ , 42,k =

∣∣∣∣ c1,k Pk
c2,k Rk

∣∣∣∣ .
Îòæå,

Ak =
41,k

4k

, Bk =
42,k

4k

, k ∈ N. (37)

Ïiäñòàâèâøè (37) â (35), îòðèìà¹ìî âèðàçè ûk, k ∈ N, � êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó (54). Ïðè íàøèõ
óìîâàõ íà ϕ, ψ i f ðÿä (54) çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði L2(Ω), à çíà÷èòü, ôóíêöiÿ u íàëåæèòü
öüîìó æ ïðîñòîðó, òîáòî äëÿ ôóíêöi¨ u âèêîíàíi âñi óìîâè îçíà÷åííÿ ñèëüíî óçàãàëüíåíîãî
ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà. �

Ïðèìiòêà. ßêùî â çàäà÷i (1), (2) íåìà æîäíî¨ ïàðè îäíîðiäíèõ óìîâ, òîáòî êîòðàñü
iç ôóíêöié ϕ àáî ψ i ÿêà-íåáóäü iç ôóíêöié ω àáî σ âiäìiííi âiä íóëÿ, òî ìîæíà çðîáèòè
îäíå iç äâîõ: 1) ââåñòè íîâó íåâiäîìó ôóíêöiþ ũ çà ïðàâèëîì u = ũ + w̃, äå w̃ � çàäàíà
ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ îäíó ç ïàð êðàéîâèõ óìîâ ;

2) ïîäàòè ðîçâ'ÿçîê äàíî¨ çàäà÷i ÿê ñóìó ðîçâ'ÿçêiâ ïîäiáíèõ çàäà÷, àëå ç ïîòðiáíèìè
äëÿ ðåàëiçàöi¨ ìåòîäó ðÿäiâ Ôóð'¹ êðàéîâèìè óìîâàìè, à òî÷íiøå, øóêàòè ñèëüíî óçàãàëü-
íåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2) ó âèãëÿäi

u = u1 + u2,

äå u1 � ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

u1,xx + u1,yy = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,{
(α0u1,x + β0u1)|x=0 = 0, (α1u1,x + β1u1)|x=p = 0, y ∈ (0, q),

(γ0u1,y + δ0u1)|y=0 = ϕ(x), (γ1u1,y + δ1u1)|y=q = ψ(x), x ∈ [0, p],

à u2 � ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

u2,xx + u2,yy = 0, (x, y) ∈ Ω,{
(α0u2,x + β0u2)|x=0 = ω(y), (α1u2,x + β1u2)|x=p = σ(y), y ∈ (0, q),

(γ0u2,y + δ0u2)|y=0 = 0, (γ1u2,y + δ1u2)|y=q = 0, x ∈ [0, p].
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Ïðèêëàä ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷

Ïðèêëàä 1. Íåõàé p > 0, q > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Ω := (0, p) × (0, q).
Ïîòðiáíî çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà â ïðÿ-

ìîêóòíié îáëàñòi Ω := (0, p)× (0, q):

uxx + uyy = x cos 2y, (x, y) ∈ Ω, (38){
u|x=0 = 0, ux|x=p = 0, y ∈ (0, q),

u|y=0 = x+ 1, u|y=q = 2, x ∈ [0, p].
(39)

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Ïîçíà÷èìî

f(x, y) := x cos 2y, (x, y) ∈ Ω, ϕ(x) := x+ 1, ψ(x) := 2, x ∈ [0, p],

i çâåäåìî çàäà÷ó (38), (39) äî êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ.
Äëÿ öüîãî ââåäåìî îïåðàòîð A : D(A)→ L2(0, p) çà ïðàâèëîì:

D(A) := {v ∈ H2(0, p) | v(0) = 0, v ′(p) = 0},

Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (40)

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ:

[0, q] 3 y 7→ u(y) := u(x, y), x ∈ [0, p]; (0, q) 3 y 7→ f(y) := f(x, y), x ∈ (0, p);

ϕ := ϕ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, p].

Îòæå, çàäà÷à (38), (39) çâîäèòüñÿ äî êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî
ðiâíÿííÿ

u ′′ − Au = f(y), y ∈ (0, q), (41)

u(0) = ϕ, u ′(q) = ψ. (42)

Áóäåìî øóêàòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (38) � (39), âèêîðèñòîâóþ÷è âi-
äîìèé ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (41), (42).

2-èé êðîê. Çíàéäåìî îðòîíîðìîâàíó áàçó â L2(0, p), ñêëàäåíó ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïå-
ðàòîðà A. Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Aw = λw,

ÿêå âèçíà÷à¹ âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi åëåìåíòè îïåðàòîðà A, åêâiâàëåíòíå çàäà÷i íà çíàõî-
äæåííÿ ðîçâ'ÿçêó w ∈ H2(0, p) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ{

−w′′ = λw, x ∈ (0, p),

w(0) = 0, w′(p) = 0.
(43)

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè âñåìîæëèâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ òàêi, ùî çàäà÷à (43) ìà¹
íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè â ïðîñòîði C2([0, p]). ßê âiäîìî, öi çíà÷åííÿ ìîæóòü áóòè òiëüêè ñåðåä
äîäàòíèõ ÷èñåë. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (43), ÿêå
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

w′′ + λw = 0. (44)
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Îñêiëüêè öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ éîãî ïîâíîãî
çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå éîìó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ,
âðàõóâàâøè, ùî λ > 0:

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i � óÿâíà îäèíèöÿ.

Îòæå, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (44) ìà¹ âèãëÿä

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, p], (45)

äå C1, C2 � âiäïîâiäíi ñòàëi.
Çíàéäåìî

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, p], (46)

i ïiäñòàâèìî âèðàçè (45) i (46) â êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (43):{
w(0) ≡ C1 = 0,

w′(p) ≡ −C1

√
λ sin

√
λp+ C2

√
λ cos

√
λp = 0.

(47)

Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè çíàéòè çíà÷åííÿ λ > 0, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (47)
ñòîñîâíî C1 i C2 ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì çíàéòè öi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè. Iç ñèñòåìè
(47) ìà¹ìî

C1 = 0, C2 6= 0, cos
√
λp = 0. (48)

Ç ðiâíÿííÿ cos
√
λp = 0 i âðàõóâàííÿ òîãî, ùî

√
λp > 0, çíàõîäèìî

√
λp = −π

2
+ πk, k ∈ N, ⇔ λk =

(−π + 2πk

2p

)2
, k ∈ N. (49)

Îòîæ, ìè çíàéøëè âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ

λ,C1, C2 ó âèðàç (45) i äëÿ êîæíîãî k ∈ N îòðèìà¹ìî

wk(x) = C2 sin
√
λkx, x ∈ [0, p], (50)

äå C2 � íåíóëüîâà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ âèáèðà¹ìî çà óìîâè íîðìóâàííÿ

p∫
0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

p∫
0

sin2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

2

p∫
0

sin2 −π + 2πk

2l
x dx = 1 ⇔

⇔ C2
2

p

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

p
.

Îòîæ, ìè âñòàíîâèëè, ùî îðòîíîðìîâàíà áàçà {wk} â L2(0, p) i ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {λk},
ñêëàäåíi, âiäïîâiäíî, ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ òà âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A, ¹ òàêèìè:

λk =
(−π + 2πk

2p

)2
, wk(x) =

√
2

p
sin
√
λkx ≡

√
2

p
sin
−π + 2πk

2p
x, x ∈ [0, p], k ∈ N.

(51)
Î÷åâèäíî, ùî

w′′k = −λkwk, k ∈ N, (52)
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3-ié êðîê. Ðîçâèâà¹ìî â ðÿäè Ôóð'¹ çà áàçîþ {wk} âõiäíi äàíi:

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), x ∈ [0, p], ψ(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), x ∈ [0, p],

f(x, y) =
∞∑
k=1

f̂k(y)wk(x), x ∈ (0, p), y ∈ (0, q), (53)

äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî

ϕ̂k :=

p∫
0

ϕ(x)wk(x) dx =

√
2

p

p∫
0

(x+ 1) sin
−π + 2πk

2p
x dx =

= −
√

2

p

2p

(−π + 2πk)

(
(x+ 1) cos

−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0
−

p∫
0

cos
−π + 2πk

2p
x dx

)
=

= −
√

2

p

2l

(−π + 2πk)

(
− 1− 2p

−π + 2πk
sin
−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0

)
=

= −
√

2

p

2p

(−π + 2πk)

(
− 1− (−1)k+1 2p

−π + 2πk

)
=

√
2

p

2p

(−π + 2πk)

(
1 + (−1)k+1 2p

−π + 2πk

)
,

ψ̂k :=

∫ p

0

ψ(x)wk(x) dx =

√
2

p

p∫
0

2 · sin −π + 2πk

2p
x dx =

= −2

√
2

p

2p

(−π + 2πk)
cos
−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0
= 2

√
2

p

2p

(−π + 2πk)
,

f̂k(y) :=

∫ p

0

f(x, y)wk(x) dx =

∫ p

0

f(x, y)wk(x) dx =

√
2

p

l∫
0

x cos 2y · sin
√
λkx dx =

= cos 2y ·
√

2

p

p∫
0

x sin
√
λkx dx = cos 2y ·

√
2

p

l∫
0

x sin
−π + 2πk

2p
x dx =

= − cos 2y ·
√

2

p

2p

(−π + 2πk)

(
x cos

−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0
−

p∫
0

cos
−π + 2πk

2l
x dx

)
=

= − cos 2y ·
√

2

p

2p

(−π + 2πk)

(
0− 2p

−π + 2πk
sin
−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0

)
=

= cos 2y ·
√

2

l

2p

(−π + 2πk)
((−1)k+1 2p

−π + 2πk
) = (−1)k+1

√
2

p

( 2p

−π + 2πk

)2
· cos 2y =

= ak · cos 2y, y ∈ (0, q) , äå ak := (−1)k+1

√
2

p

( 2p

−π + 2πk

)2
.
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4-èé êðîê.Øóêà¹ìî ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (38), (39) ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó
Ôóð'¹

u(x, y) =
∞∑
k=1

ûk(y)wk(x), (x, y) ∈ Ω, (54)

êîåôiöi¹íòè {ûk}∞k=1 ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi{
û ′′k (y)− λkûk(y) = f̂k(y), y ∈ (0, q),

ûk(0) = ϕ̂k, ûk(q) = ψ̂k,
k ∈ N. (55)

Öi ðiâíîñòi îòðèìóþòü òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä (54) ìîæíà äâi÷i ïî÷ëåííî äèôåðåíöi-
þâàòè, i ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â ðiâíÿííÿ (21) i äðóãó ïàðó êðàéîâèõ óìîâ (22) çàìiñòü u
(ïåðøà ïàðà êðàéîâèõ óìîâ (22) äëÿ ñóìè ðÿäó âèêîíóþòüñÿ çà ðàõóíîê íàëåæíîñòi wk
äî D(A), k ∈ N). Âðàõóâàâøè ðîçâèíåííÿ ϕ, ψ i f â ðÿäè Ôóð'¹ (äèâ. (29)) i ðiâíîñòi (52),
ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

∞∑
k=1

[û′′k(y)− λkûk(y)]wk(x) =
∞∑
k=1

f̂k(y)wk(x), (x, y) ∈ Ω,

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

ϕ̂kwk(x), x ∈ [0, p],

∞∑
k=1

ûk(q)wk(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, p].

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè {wk}, ìà¹ìî ðiâíîñòi (55).
Äèâëÿ÷èñü íà ðiâíîñòi (55) i âèðàç f̂k, áà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ ûk ¹

ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i{
z ′′ − λkz = ak cos 2y, y ∈ (0, q),

z(0) = ϕ̂k, z(q) = ψ̂k.
(56)

Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó (56) ïðè äîâiëüíî âèáðàíîìó i ôiêñîâàíîìó çíà÷åííþ k ∈ N. Äëÿ
öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (56). Îñêiëüêè öå
ðiâíÿííÿ ¹ ëiíiéíèì, òî éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê áóäå ñóìîþ ïîâíîãî çàãàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

z′′ − λkz = 0, (57)

i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ çàäà÷i (56).
Ðiâíÿííÿ (57) ¹ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òîìó

äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ íàì ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè
éîãî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ:

µ2 − λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±λk.

Îòîæ, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (56) ìà¹ âèãëÿä

z = Ake
−
√
λky +Bke

√
λky, y ∈ [0, q],

äå Ak, Bk � äîâiëüíi ñòàëi.
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Çíàéäåìî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (56). Îñêiëüêè âiëüíèé ÷ëåí öüîãî ðiâ-
íÿííÿ ¹ êâàçiìíîãî÷ëåíîì, òî âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä íåîçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ. Îòîæ, çàïè-
ñó¹ìî ïðî¹êò ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ çàäà÷i (56) ó âèãëÿäi

z = bk cos 2y, y ∈ [0, q], (58)

äå bk � ïîêè ùî íåîçíà÷åíèé êîåôiöi¹íò, çíà÷åííÿ ÿêîãî çíàõîäèìî çà óìîâè, ùî äàíà
ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàøîãî ðiâíÿííÿ. Äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ bk ïiäñòàâèìî ïðî¹êò
ðîçâ'ÿçêó â ðiâíÿííÿ çàäà÷i (56):

−4bk cos 2y − λkbk cos 2y = ak cos 2y ⇒ −(λk + 4)bk = ak ⇒

⇒ bk = − ak
λk + 4

.

Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíå çíà÷åííÿ bk ó âèðàç (58), îòðèìà¹ìî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
çàäà÷i (56).

Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (56) ìà¹ âèãëÿä

z = Ake
−
√
λky +Bke

√
λky + bk cos 2y, y ∈ [0, q]. (59)

Ç êðàéîâèõ óìîâ çàäà÷i (56) ìà¹ìî

z(0) = ϕ̂k ⇒ Ak +Bk = ϕ̂k − bk,

z(q) = ψ̂k ⇒ Ake
−
√
λkq +Bke

√
λkq = ψ̂k − bk cos 2q.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

Pk := ϕ̂k − bk, Rk := ψ̂k − bk cos 2q.

Îòæå, çíà÷åííÿ Ak i Bk çíàõîäèìî iç ñèñòåìè ðiâíÿíü{
Ak +Bk = Pk
e−ωkTAk + eωkTBk = Rk

⇔
(

1 1

e−
√
λkq e

√
λkq

)(
Ak
Bk

)
=

(
Pk
Rk

)
.

Ðîçâ'ÿçó¹ìî öþ ñèñòåìó ìåòîäîì Êðàìåðà. Çíàõîäèìî

4k :=

∣∣∣∣ 1 1

e−
√
λkq e

√
λkq

∣∣∣∣ = e
√
λkq − e−

√
λkq = e

√
λkq
(
1− e−2

√
λkq
)
6= 0 îñêiëüêè

√
λk 6= 0,

41,k :=

∣∣∣∣ Pk 1

Rk e
√
λkq

∣∣∣∣ = Pke
√
λkq −Rk, 42,k :=

∣∣∣∣ 1 Pk
e−
√
λkq Rk

∣∣∣∣ = Rk − Pke−
√
λkq.

Îòæå,

Ak =
41,k

4k

=
Pke

√
λkq −Rk

e
√
λkq
(
1− e−2

√
λkq
) ≡ Pk −Rke

−
√
λkq

1− e−2
√
λkq

, (60)

Bk =
42,k

4k

=
Rk − Pke−

√
λkq

e
√
λkq
(
1− e−2

√
λkq
) ≡ Rk − Pke−

√
λkq

1− e−2
√
λkq

e−
√
λkq, k ∈ N. (61)

Íà ïiäñòàâi (60) i (61) ç (59) îòðèìà¹ìî

ûk(y) =
Pk −Rke

−
√
λkq

1− e−2
√
λkq

e−
√
λky +

Rk − Pke−
√
λkq

1− e−2
√
λkq

e−
√
λk(q−y) − ak

λk + 4
cos 2y, y ∈ [0, q], (62)
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� êîåôiöi¹íò ðÿäó (54).
Îòæå, ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (38), (39) (äèâ. (54)) ¹ ñóìîþ

çáiæíîãî â ïðîñòîði L2(Ω) ðÿäó

u(x, y) =

√
2

p

∞∑
k=1

[Pk −Rke
−
√
λkq

1− e−2
√
λkq

e−
√
λky+

Rk − Pke−
√
λkq

1− e−2
√
λkq

e−
√
λk(q−y)− ak

λk + 4
cos 2y

]
sin
√
λkx,

(63)

(x, y) ∈ Ω, äå λk, ϕ̂k, ψ̂k, ak, Pk, Rk äëÿ êîæíèõ k ∈ N îá÷èñëþþòüñÿ çà âèùå íàâåäåíèìè
ôîðìóëàìè. �

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Íåõàé p > 0, q > 0 � äîâiëüíî çàäàíi i ôiêñîâàíi ÷èñëà, Ω := (0, p)× (0, q). Çíàéòè ñèëüíî

óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà â ïðÿìîêóòíié îáëàñòi:

1.
uxx + uyy = x2 + y, (x, y) ∈ Ω,{

u|x=0 = 2y, u|x=p = y, y ∈ (0, q),

u|y=0 = 0, u|y=q = 0, x ∈ [0, p];

2.
uxx + uyy = 2x cos 3y, (x, y) ∈ Ω,{

ux|x=0 = 0, ux|x=p = 0, y ∈ (0, q),

uy|y=0 = 5 sin x, uy|y=q = 2x+ 1, x ∈ [0, p];

3.
uxx + uyy = 2xey, (x, y) ∈ Ω,{

ux|x=0 = 2y, u|x=p = sin y, y ∈ (0, q),

u|y=0 = 3 sin x, uy|y=q = 2, x ∈ [0, p];

4.
uxx + uyy = 2xy + 1, (x, y) ∈ Ω,{

(ux − u)|x=0 = 0, ux|x=p = 0, y ∈ (0, q),

u|y=0 = 2x+ 1, uy|y=q = cosx, x ∈ [0, p].
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Êîíòðîëüíà ðîáîòà � 3

Âàðiàíò � j, j � Âàø ïîðÿäêîâèé íîìåð ó æóðíàëi

Çàäà÷à 1. Ðîçâ'ÿçàòè ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

ut − a2uxx = xf(t), (x, t) ∈ (0; l)× (0; 1],

ux|x=0 = 0, u|x=l = 2t, t ∈ [0; 1],

u|t=0 = ϕ(x), x ∈ [0; l],

äå

a = (|j − 10|+ 1), l = (|j − 10|+ 1),

f(t) =

{
cos(lt), ÿêùî j − íåïàðíå,

sin(lt), ÿêùî j − íåïàðíå,

ϕ(x) =

{
sin(jx), ÿêùî j − íåïàðíå,

cos(jx), ÿêùî j − íåïàðíå.

Çàäà÷à 2. Ðîçâ'ÿçàòè ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â äèñêó

ũt − a2
(
ũrr +

1

r
ũr

)
= f(t), (r, t) ∈ Q := (0; l)× (0; 1],

lim
r→0+

ũ(r, t) <∞, ũr(l, t) = 0, t ∈ (0; 1],

ũ|t=0 = lr2, r ∈ [0; l],

äå

a = (|j − 10|+ 1), l = (|j − 10|+ 1),

f(t) =

{
e−lt, ÿêùî j − íåïàðíå,

elt, ÿêùî j − íåïàðíå.
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ � 15

Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà i Ïóàññîíà â êðóãîâèõ

îáëàñòÿõ. Ìåòîä Ôóð'¹

Çàâäàííÿ �1: Íåõàé

Ω = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 < l2} � êðóã ðàäióñà l > 0,

∂Ω = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 = l2} � ìåæà Ω � êîëî ðàäióñà l,

ν � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ∂Ω.

Ïîòðiáíî çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê w ∈ L2(Ω) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿ-

ííÿ Ïóàññîíà â êðóçi :
∆w = g(x, y), (x, y) ∈ Ω,

α1
∂

∂ν
w(x, y) + β1w(x, y) = p(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω,

äå
g ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω), p ∈ C(∂Ω), α1, β1 ∈ R, α1β1 > 0, α1 + β1 > 0.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ äàíî¨ çàäà÷i ïåðåéäåìî â íié äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäè-
íàò:

x = r cos θ, y = r sin θ, r ∈ [0,+∞), θ ∈ R.

Ïîêëàäàþ÷è

u(r, θ) := w(r cos θ, r sin θ), f(r, θ) := g(r cos θ, r sin θ), ψ(θ) := p(l cos θ, l sin θ),

îòðèìà¹ìî çàäà÷ó

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = f(r, θ), r ∈ (0, l), θ ∈ R, (1)

u(r, θ) = u(r, θ + 2π), r ∈ (0, l], θ ∈ R, (2)

u
∣∣
r=0

<∞, (α1ur + β1u)
∣∣
r=l

= ψ(θ), θ ∈ R. (3)

Òóò i äàëi ïiä óìîâîþ u
∣∣
r=0

<∞ ðîçóìiòèìåìî îáìåæåíiñòü ôóíêöi¨ u â îêîëi 0.
Âiäìiòèìî, ùî

ψ(θ) = ψ(θ + 2π), θ ∈ R, f(r, θ) = f(r, θ + 2π), r ∈ (0, l), θ ∈ R.

Ââåäåìî ëiíiéíèé ïðîñòið C2π(R) âèçíà÷åíèõ íà R i íåïåðåðâíèõ òà 2π-ïåðiîäè÷íèõ
ôóíêöié, òîáòî v(θ+ 2π) = v(θ) äëÿ áóäü-ÿêèõ θ ∈ R. Íà íüîìó çàäàìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê
i âiäïîâiäíó íîðìó çà ïðàâèëàìè:

(v, w) =

∫ 2π

0

v(θ)w(θ) dθ, ‖v‖ =
(∫ 2π

0

|v(θ)|2 dθ
)1/2

.

Òàê ââåäåíèé ïðîñòið íå ¹ ïîâíèì i éîãî ïîïîâíåííÿ ïîçíà÷èìî ÷åðåç L2,2π(R). Î÷åâèäíî,
ùî L2,2π(R) ¹ ñêëàäåíèé ç ôóíêöié v ∈ L2,loc(R) òàêèõ, ùî v(θ+ 2π) = v(θ) äëÿ ìàéæå âñiõ
θ ∈ R.
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Âèçíà÷èìî îïåðàòîð
Ã : D(Ã)→ C2π(R)

çà ïðàâèëîì
D(Ã) = C2(R) ∩ C2π(R), Ãv = −v′′ ∀v ∈ D(Ã),

òà ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

(0, l] 3 r → u(r) := u(r, ·) ∈ C2π(R), (0, l) 3 r → f(r) := f(r, ·) ∈ C2π(R),

ψ := ψ(·) ∈ C2π(R).

Ó ðåçóëüòàòi çàäà÷à () � () ìîæå áóòè ïîòðàêòîâàíà ÿê êðàéîâà çàäà÷à äëÿ äèôåðåíöiàëü-
íî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

u ′′ +
1

r
u ′ − 1

r2
Ãu = f(r), r ∈ (0, l), (4)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè
u(0) <∞, α1ur(l) + β1u(l) = ψ, (5)

äå ïiä óìîâîþ u(0) < ∞ ðîçóìi¹ìî óìîâó limr→0+ ‖u(r)‖C2π(R) < ∞, òîáòî îáìåæåíiñòü
ôóíêöi¨ r → ‖u(r)‖C2π(R) â îêîëi òî÷êè 0.

Ðîçøèðèìî îïåðàòîð Ã äî çàìêíåíîãî îïåðàòîðà A : D(A)→ L2,2π(R), ïîêëàâøè

D(A) := H2
loc

(R) ∩ L2,2π(R), Av = −v′′ ∀v ∈ D(A).

Òîäi îòðèìà¹ìî çàäà÷ó

u′′ +
1

r
u′ − 1

r2
Au = f(r), r ∈ (0, l), (6)

u(0) <∞, α1ur(l) + β1u(l) = ψ, (7)

äå óìîâà u(0) <∞ îçíà÷à¹, ùî

lim
r→0+

‖u(r)‖L2,2π(R) <∞.

Çàäà÷à (6), (7) ¹ óçàãàëüíåííÿì çàäà÷i (4), (5). Ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
() � () áóäåìî øóêàòè ÿê ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6), (7), âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä Ôóð'¹.

2-èé êðîê. Çíàéäåìî îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk}∞k=1 â ïðîñòîði L2,2π(R) i ÷èñëîâó ïîñëiäîâ-
íiñòü {λk}∞k=1, ñêëàäåíi ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A òàê, ùî

Awk = λkwk, k ∈ N.

Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ Aw = λw åêâiâàëåíòíå çàäà÷i

−w′′ = λw, w(θ) = w(θ + 2π), θ ∈ R. (8)

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè âñåìîæëèâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ iñíóþòü íåíóëüîâi
2π-ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

w′′ + λw = 0, θ ∈ R. (9)
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Ïîêàæåìî, ùî λ > 0. Ñïðàâäi, ÿêùî ôóíêöiÿ w 6= 0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (8) ïðè äåÿêîìó
çíà÷åííi λ, òî äîìíîæèâøè ðiâíiñòü (9) íà w, ïðîiíòåãðó¹ìî îòðèìàíó ðiâíiñòü ïî θ âiä 0
äî 2π: ∫ 2π

0

w′′(θ)w(θ) dθ + λ

∫ 2π

0

|w2(θ)|2 dθ = 0.

Çâiäñè, iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè òà âðàõîâóþ÷è 2π-ïåðiîäè÷íiñòü ôóíêöi¨ w, îòðèìà¹ìî∫ 2π

0

|w′(θ)|2 dθ = λ

∫ 2π

0

|w2(θ)|2 dθ,

çâiäêè

λ =

∫ 2π

0

|w′(θ)|2 dθ
/∫ 2π

0

|w2(θ)|2 dθ > 0.

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ λ ìîæóòü áóòè òiëüêè íåâiä'¹ìíèìè, òî ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:
1) λ = 0; 2) λ > 0.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê. Îòîæ, íåõàé λ = 0. Òîäi

w′′ = 0 ⇔ w′ = C1 ⇔ w = C1θ + C2, θ ∈ R, C1, C2 − äîâiëüíi ñòàëi,

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (9) ïðè λ = 0. Ïiäñòàâèìî îòðèìàíèé âèðàç ïîâíîãî
çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â óìîâó ïåðiîäè÷íîñòi:

C1(θ + 2π) + C2 = C1θ + C2, θ ∈ R ⇔ C1 = 0, C2 � äîâiëüíà ñòàëà.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî íóëü ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì, à âiäïîâiäíi éîìó âëàñíi ôóíêöi¨ ìà-
þòü âèãëÿä w = C2, r ∈ (0, l]. Âèçíà÷èìî C2, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó íîðìóâàííÿ∫ 2π

0
|w(θ)|2 dθ = 1. Îòæå, ìà¹ìî

∫ 2π

0
|C2|2 dθ = 1, çâiäêè C2 = 1√

2π
, òîáòî

λ1 = 0, w1(θ) =
1√
2π
, θ ∈ R, (10)

� âiäïîâiäíî âëàñíå çíà÷åííÿ i âiäïîâiäíà éîìó íîðìîâàíà âëàñíà ôóíêöiÿ.
Òåïåð íåõàé λ > 0. Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ (9) ìà¹ âèãëÿä

µ2 + λ = 0 ⇒ µ1,2 = ±
√
λi.

Îòîæ, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (9) ìà¹ âèãëÿä

w = C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ, θ ∈ R, (11)

äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.
Ç óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi ìà¹ìî

C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ = C1 cos

√
λ(θ + 2π) + C2 sin

√
λ(θ + 2π) ⇔

⇔ C1

[
cos
√
λθ − cos

√
λ(θ + 2π)

]
+ C2

[
sin
√
λθ − sin

√
λ(θ + 2π)

]
= 0, θ ∈ R.

Çâiäñè, ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôîðìóë, îòðèìà¹ìî

[C1 sin
√
λθ + C2 cos

√
λθ] sin

√
λπ = 0, θ ∈ R, (12)

ùî ðiâíîñèëüíî ðiâíÿííþ sin
√
λπ = 0, à öå îçíà÷à¹, ùî

√
λπ = mπ ⇔ λ = m2, m ∈ N,
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òîáòî
λ∗m := m2, m ∈ N, (13)

� âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi âëàñíi çíà÷åííÿ (13) ó ðiâíiñòü (12). Ç îòðèìàíîãî ñïiââiäíîøåí-

íÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ C1, C2 áà÷èìî, ùî çíà÷åííÿ øóêàíèõ âåëè÷èí C1, C2 ìîæóòü áóòè
äîâiëüíèìè. Îòæå, äëÿ êîæíîãî m ∈ N ç (11) îòðèìà¹ìî ñiì'þ âñåìîæëèâèõ âëàñíèõ
åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó çíà÷åííþ λ∗m = m2, ó âèãëÿäi

w(θ) = C1 cosmθ + C2 sinmθ, θ ∈ R, (14)

äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.
Ç (14) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N âëàñíèé ïiäïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó

çíà÷åííþ λ∗m, ¹ äâîâèìiðíèì i îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ â íüîìó ¹ ôóíêöi¨

w2m(θ) :=
1√
π

cosmθ, w2m+1(θ) :=
1√
π

sinmθ, θ ∈ R,

ÿêi ìè îòðèìà¹ìî ç (14), âiäïîâiäíî, ïðè C1 = 1√
π
, C2 = 0 i C1 = 0, C2 = 1√

π
. Ìíîæíèê

1√
π
îòðèìó¹ìî ç óìîâè íîðìóâàííÿ

∫ 2π

0
|w(θ)|2 dθ = 1. Ïðèéìåìî

λ2m := m2, λ2m+1 := m2.

Çi ñêàçàííîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ â L2,2π(R), ñêëàäåíîþ ç âëà-
ñíèõ åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A, ¹ ôóíêöi¨

w1(θ) =
1√
2π
, w2(θ) =

1√
π

cos θ, w3(θ) =
1√
π

sin θ, . . . ,

w2m(θ) =
1√
π

cosmθ, w2m+1(θ) =
1√
π

sinmθ, . . . , θ ∈ R,
(15)

à ÷èñëîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ {λk}∞k=1, ñêëàäåíîþ ç âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A i äëÿ ÿêî¨

w′′k = −λkwk, k ∈ N, (16)

¹ òàêà:
λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 1, . . . , λ2m = m2, λ2m+1 = m2, . . . .

3-ié êðîê. Ðîçâèíåìî â ðÿäè Ôóð'¹ âõiäíi äàíi çà îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ {wk}∞k=1:

ψ(θ) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(θ) ≡
1√
2π
ψ̂1 +

1√
π

∞∑
m=1

ψ̂2m cosmθ + ψ̂2m+1 sinmθ, θ ∈ R, (17)

f(r, θ) =
∞∑
k=1

f̂k(r)wk(θ) ≡
1√
2π
f̂1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

f̂2m(r) cosmθ + f̂2m+1(r) sinmθ, (18)

r ∈ (0, l), θ ∈ R, äå

ψ̂1 =
1√
2π

∫ 2π

0

ψ(θ) dθ,

ψ̂2m =
1√
π

∫ 2π

0

ψ(θ) cosmθ dθ, ψ̂2m+1 =
1√
π

∫ 2π

0

ψ(θ) sinmθ dθ, m ∈ N,
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f̂1(r) =
1√
2π

∫ 2π

0

f(r, θ) dθ,

f̂2m(r) =
1√
π

∫ 2π

0

f(r, θ) cosmθ dθ, f̂2m+1(r) =
1√
π

∫ 2π

0

f(r, θ) sinmθ dθ, r ∈ (0, l), m ∈ N.

4-èé êðîê. Ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i () � () øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó
Ôóð'¹

u(r, θ) =
∞∑
k=1

ûk(r)wk(θ) ≡
1√
2π
û1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

û2m(r) cosmθ + û2m+1(r) sinmθ, (19)

r ∈ (0, l], θ ∈ R,
äå êîåôiöi¹íòè ðÿäó (19) âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè òà óìîâàìè

û1(r)
′′ +

1

r
û1(r)

′ = f̂1(r), r ∈ (0, l), (20)

û1(r)(0) <∞, α1û1(r)
′(l) + β1û1(r)(l) = ψ̂1; (21)

û′′2m(r) +
1

r
û′2m(r)− m2

r2
û2m(r) = f̂2m(r), r ∈ (0, l), (22)

û2m(0) <∞, α1û
′
2m(l) + β1û2m(l) = ψ̂2m, m ∈ N; (23)

û
′′

2m+1(r) +
1

r
û′2m+1(r)−

m2

r2
û2m+1(r) = f̂2m+1(r), r ∈ (0, l), (24)

û2m+1(0) <∞, α1û
′
2m+1(l) + β1û2m+1(l) = ψ̂2m+1, m ∈ N. (25)

Âiäìiòèìî, ùî ðiâíîñòi i óìîâè (20) � (25) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç òàêèõ ìiðêóâàíü:
ôîðìàëüíî ïiäñòàâëÿ¹ìî ðÿä (19) â ðiâíÿííÿ () òà óìîâè () i âèêîðèñòîâó¹ìî ðiâíîñòi (16)
òà ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè ôóíêöié {wk}∞k=1.

ßê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, êîåôiöi¹íòè ðÿäó (19) ìàþòü áóòè (äèâ. (20) � (25)) ðîçâ'ÿçêàìè
çàäà÷i

z
′′

+
1

r
z′ − m2

r2
z = f̂k(r), r ∈ (0, l), (26)

z(0) <∞, α1z
′(l) + β1z(l) = ψ̂k, (27)

äå k ∈ N, m := [k/2]. Òóò i äàëi [k/2] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà k/2.
Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó (26), (27). Î÷åâèäíî, ùî, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü ðiâíÿííÿ (26), ïî-

òðiáíî çíàéòè âèðàç ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâííÿ (âií áóäå ìiñòèòè äâi äî-
âiëüíi ñòàëi) i, ïiäñòàâèâøè öåé âèðàç ó êðàéîâi óìîâè (27), âèçíà÷èòè âiäïîâiäíi ñòàëi.

Çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (26). Äëÿ öüîãî ïîìíîæèìî öå ðiâíÿííÿ
íà r2:

r2z
′′

+ rz′ −m2z = r2f̂k(r), r ∈ (0, l), (28)

Î÷åâèäíî, ùî ðiâíÿííÿ (28) ¹ ðiâíÿííÿì Åéëåðà. Çâîäèìî éîãî äî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ çi
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè çàìiíîþ çìiííèõ: r = et, r ∈ [0,+∞), t ∈ R. Äëÿ öüîãî çàïèøåìî
âiäïîâiäíå õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

µ(µ− 1) + µ−m2 = 0 ⇔ µ2 −m2 = 0.
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Òîäi, ÿê âèïëèâà¹ ç òåîði¨ ðiâíÿíü Åéëåðà, äëÿ ôóíêöi¨ p(t) = z(r) ïðè r = et îòðèìà¹ìî
ðiâíÿííÿ

p′′ −m2p = qk(t), äå qk(t) := e2tf̂k(e
t). (29)

Öå ¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè i éîãî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñóìîþ
ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî éîìó îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

p′′ −m2p = 0 (30)

i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó äàíîãî ðiâíÿííÿ. Çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(30). Îñêiëüêè

µ2 −m2 = 0 ⇒ µ1,2 = ±m, ÿêùî m ∈ N, i µ1 = 0, ÿêùî m = 0,

òî ìà¹ìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (30) ó âèãëÿäi

p = A+Bt, ÿêùî m = 0,

p = Aemt +Be−mt, ÿêùî m ∈ N,

äå A,B � äîâiëüíi ñòàëi.

Äàëi øóêà¹ìî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê
∗
pk ðiâíÿííÿ (29) àáî ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëèõ àáî,

ÿêùî âiëüíèé ÷ëåí äàíîãî ðiâíÿííÿ ¹ êâàçiìíîãî÷ëåíîì, ìåòîäîì íåîçíà÷åíèõ êîåôiöi¹í-
òiâ.

Òîäi ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (29) ìà¹ âèãëÿä

p = A1 +B1t+
∗
p1(t), ÿêùî k = 1,

p = Ake
mt +Bke

−mt +
∗
pk(t), ÿêùî k > 1,

äå Ak, Bk � äîâiëüíi ñòàëi, k ∈ N.
Çâiäñè, âåðòàþ÷èñü äî çìiííî¨ r (çàóâàæèìî, ùî eλt = (et)λ = rλ) i ïîçíà÷àþ÷è

∗
zk(r) :=

∗
pk(ln r), r ∈ (0, l), îòðèìà¹ìî

z = A1 +B1 ln r +
∗
zk(r), ÿêùî k = 1,

z = Akr
m +Bkr

−m +
∗
zk(r), ÿêùî k > 1,

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (26).
Òîäi ç êðàéîâèõ óìîâ (27) ìà¹ìî

z(0) <∞ ⇒ Bk = 0, k ∈ N, (31)

α1z
′(l) + β1z(l) = ψ̂k ⇒

⇒ α1
∗
z
′
1(l) + β1(A1 +

∗
z1(l)) = ψ̂1, α1(Akml

m−1 +
∗
z
′
k(l)) + β1(Akl

m +
∗
zk(l)) = ψ̂k, k > 1,

çâiäêè

A1 =
[
ψ̂k − α1

∗
z
′
1(l)− β1

∗
z1(l)

]
/β1, Ak =

[
ψ̂k − α1

∗
z
′
k(l)− β1

∗
zk(l)

]/[
α1ml

m−1 + β1l
m
]
. (32)

Îòæå, ìè çíàéøëè ðîçâ'ÿçîê z = Akr
m +

∗
zk(r), r ∈ (0, l], çàäà÷i (26), (27), çâiäêè

ûk(r) := Akr
m +

∗
zk(r), r ∈ (0, l],
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äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N, m = [k/2].
Òîäi äëÿ îòðèìàííÿ ñèëüíî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i () � () ïîòðiáíî ïiäñòàâèòè

îòðèìàíi âèðàçè ûk, k ∈ N, ó ðÿä Ôóð'¹ (19).

Çàóâàæåííÿ 1. Ç âèùå ñêàçàíîãî î÷åâèäíî âèïëèâà¹, ùî êîëè f̂k = 0 i ψ̂k = 0, òî ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i (26), (27) ¹ òiëüêè ôóíêöiÿ z = 0, r ∈ (0, l].

Çàóâàæåííÿ 2. Âiäìiòèìî, ùî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (26), ÿêå ¹ ëiíiéíèì
äðóãîãî ïîðÿäêó, ìîæíà çíàéòè áåçïîñåðåäíüî, íå ðîáëÿ÷è çàìiíè çìiííèõ. Äëÿ öüîãî íàãà-
äà¹ìî, ùî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ ñóìîþ ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿç-
êó âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

z
′′

+
1

r
z′ − m2

r2
z = 0, r ∈ (0, l), (33)

i ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó äàíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.
Çíàéäåìî ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (33). Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê

m ∈ N. Âiäøóêà¹ìî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ äàíîãî ðiâíÿííÿ, òîáòî áóäåìî
øóêàòè äâà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ éîãî ðîçâ'ÿçêè. Öi ðîçâ'ÿçêè ñïðîáó¹ìî çíàéòè ó âèãëÿäi
z = rµ, äå µ ∈ R. Äëÿ çíàõîäæåíÿ çíà÷åíü µ îá÷èñëèìî z′ = µrµ−1, z′′ = µ(µ − 1)rµ−2 i
ïiäñòàâèìî îòðèìàíi âèðàçè ó ðiâíÿííÿ (33):

µ(µ− 1)rµ−2 + µrµ−2 −m2µrµ−2 = 0 ∀r ∈ (0, l) ⇔ µ2 −m2 = 0 ⇒ µ1,2 = ±m.

Îòæå, ôóíêöi¨ z = rm, z = r−m, r ∈ (0, l], ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ
(33), à òîìó

z = Arm +Br−m, r ∈ (0, l], A,B � äîâiëüíi ñòàëi, (34)

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê m = 0, òîáòî ðiâíÿííÿ

z
′′

+
1

r
z′ = 0, r ∈ (0, l). (35)

Çðîáèìî â öüîìó ðiâíÿííi çàìiíó: y := z′. Îòðèìà¹ìî

y′ +
1

r
y = 0 ⇔ dy

dr
= −y

r

∣∣∣× dr

y
⇔ dy

y
= −dr

r
, y = 0 ⇔

⇔ ln y = − ln r + ln |B|, y = 0 ⇔ y = B/r, B � äîâiëüíà ñòàëà.

Çâiäñè ìà¹ìî z′ = B/r, à îòæå,

z = A+B ln r, r ∈ (0, l], A,B � äîâiëüíi ñòàëi, (36)

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (35).
×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (26) ìîæíà øóêàòè ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëèõ. Ñïî÷àòêó

ðîçãëÿíåìî âèïàäîê k > 1. Äèâëÿ÷èñü íà (34), çàïèøåìî ïðî¹êò ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ (26):

z = ak(r)r
m + bk(r)r

−m, r ∈ (0, l], (37)

äå ak, bk � ôóíêöi¨, ÿêi çíàõîäèìî çà óìîâè, ùî ôóíêöiÿ (37) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (26).
Âèðàçè ak, bk çíàõîäèìî iç ñèñòåìè ðiâíÿíü(

rm r−m

mrm−1 −mr−m−1
)(

a′k(r)
b′k(r)

)
=

(
0

f̂k(r)

)
, r ∈ (0, l].
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Ïîòðàêòóâàâøè öþ ñèñòåìó ÿê ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâi-
äîìèõ a′k(r) i b

′
k(r) äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî r ∈ (0, l], ðîçâ'ÿæåìî ¨¨ ìåòîäîì Êðàìåðà:

4(r) =

∣∣∣∣ rm r−m

mrm−1 −mr−m−1
∣∣∣∣ = −2mr−1,

41(r) =

∣∣∣∣ 0 r−m

f̂k(r) −mr−m−1

∣∣∣∣ = −r−mf̂k(r),

42(r) =

∣∣∣∣ rm 0

mrm−1 f̂k(r)

∣∣∣∣ = rmf̂k(r), r ∈ (0, l].

Çâiäñè ìà¹ìî

a′k(r) =
41(r)

4(r)
=

1

2m
r−m+1f̂k(r); ak(r) = − 1

2m

l∫
r

s−m+1f̂k(s) ds, r ∈ (0, l];

b′k(r) =
42(r)

4(r)
= − 1

2m
rm+1f̂k(r); bk(r) = − 1

2m

r∫
0

sm+1f̂k(s) ds, r ∈ (0, l],

à çíà÷èòü, ôóíêöiÿ z =
∗
zk(r), r ∈ (0, l], äå

∗
zk(r) := − 1

2m
rm

l∫
r

s−m+1f̂k(s) ds−
1

2m
r−m

r∫
0

sm+1f̂k(s) ds, r ∈ (0, l],

� ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (26).
Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (26) ó âèïàäêó k > 1 ìà¹ âèãëÿä

z = Akr
m +Bkr

−m +
∗
zk(r), r ∈ (0, l], Ak, Bk � äîâiëüíi ñòàëi. (38)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê k = 1 (òîäi m = 0). Äèâëÿ÷èñü íà (36), çàïèøåìî ïðî¹êò
÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (26):

z = a1(r) + b1(r) ln r, r ∈ (0, l], (39)

äå a1, b1 � ôóíêöi¨, ÿêi çíàõîäèìî çà óìîâè, ùî ôóíêöiÿ (39) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (26).
Âèðàçè a1, b1 çíàõîäèìî iç ñèñòåìè ðiâíÿíü(

1 ln r
0 r−1

)(
a′1(r)
b′1(r)

)
=

(
0

f̂1(r)

)
, r ∈ (0, l].

Ïîòðàêòóâàâøè öþ ñèñòåìó ÿê ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâi-
äîìèõ a′0(r) i b

′
0(r) äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî r ∈ (0, l], ðîçâ'ÿæåìî ¨¨ ìåòîäîì Êðàìåðà:

4(r) =

∣∣∣∣ 1 ln r
0 r−1

∣∣∣∣ = r−1, 41(r) =

∣∣∣∣ 0 ln r

f̂1(r) r−1

∣∣∣∣ = −f̂1(r) ln r,

42(r) =

∣∣∣∣ 1 0

0 f̂1(r)

∣∣∣∣ = f̂1(r), r ∈ (0, l].
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Çâiäñè ìà¹ìî

a′1(r) =
41(r)

4(r)
= −f̂1(r)r ln r; a0(r) =

l∫
r

h(s)s ln s ds;

b′1(r) =
42(r)

4(r)
= rf̂1(r); b1(r) =

r∫
0

f̂1(r)s ds, r ∈ (0, l],

à çíà÷èòü, ôóíêöiÿ z =
∗
z1(r), r ∈ (0, l], äå

∗
z1(r) :=

l∫
r

f̂1(s)s ln s ds+

r∫
0

f̂1(s)s ds · ln r, r ∈ (0, l],

� ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàäà÷i (26) ïðè k = 1.
Îòæå, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (26) ó âèïàäêó k = 1 ìà¹ âèãëÿä

z = A1 +B1 ln r +
∗
z1(r), r ∈ (0, l], A1, B1 � äîâiëüíi ñòàëi. (40)

Çàóâàæåííÿ 3. ×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (26), êîëè

f̂k(r) = akr
ρ, r ∈ (0, l), äå ρ ∈ R, ρ 6= ±m− 2,

ìîæíà øóêàòè ìåòîäîì íåîçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ ó âèãëÿäi

z = bkr
ρ+2, r ∈ (0, l],

äå bk � íåîçíà÷åíèé êîåôiöi¹íò. Ñïðàâäi, îá÷èñëèâøè z′ = bk(ρ+ 2)rρ+1, z′′ = bk(ρ+ 2)(ρ+
1)rρ i ïiäñòàâèâøè öi âèðàçè â ðiâíÿííÿ (26), îòðèìà¹ìî

bk(ρ+ 2)(ρ+ 1)rρ + bk(ρ+ 2)rρ −m2bkr
ρ = akr

ρ, r ∈ (0, l), ⇔

⇔ ((ρ+ 2)2 −m2)bk = ak ⇔ bk =
ak

(ρ+ 2)2 −m2
,

òîáòî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ìàòèìå âèãëÿä

z =
ak

(ρ+ 2)2 −m2
rρ, r ∈ (0, l].
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Àíàëîãi÷íî ÿê âèùå íàâåäåíî ðîçâ'ÿçóþòü i òàêi çàâäàííÿ:

Çàâäàííÿ �2: Íåõàé

Ω = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 > l2} � çîâíiøíiñòü êðóãà ðàäióñà l > 0,

∂Ω = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 = l2} � ìåæà Ω � êîëî ðàäióñà l,

ν � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ∂Ω.

Ïîòðiáíî çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê w ∈ L2(Ω) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿ-

ííÿ Ïóàññîíà ïîçà êðóãîì :

∆w = g(x, y), (x, y) ∈ Ω,

α0
∂

∂ν
w(x, y) + β0w(x, y) = p(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω,

w � îáìåæåíà,

äå
p ∈ C(∂Ω), g ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω), α0, β0 ∈ R, α0β0 > 0, |α0|+ |β0| > 0.

Â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò öÿ çàäà÷à çàïèñó¹òüñÿ òàê:

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = f(r, θ), r ∈ (l,+∞), θ ∈ R,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π), r ∈ [l,+∞), θ ∈ R,

(α0ur + β0u)
∣∣
r=l

= ψ(θ), u
∣∣
r=+∞ <∞, θ ∈ R.

Òóò i äàëi ïiä óìîâîþ u
∣∣
r=+∞ < ∞ ðîçóìiòèìåìî îáìåæåíiñòü ôóíêöi¨ u â îêîëi íåñêií-

÷åííîñòi.
Âiäìiòèìî, ùî

ψ(θ) = ψ(θ + 2π), θ ∈ R; f(r, θ) = f(r, θ + 2π), r ∈ (l,+∞), θ ∈ R.

Çàâäàííÿ �3: Íåõàé

Ω = {(x, y) ∈ R2 | l21 < x2 + y2 < l22} � êiëüöå, îáìåæåíå êîëàìè ðàäióñiâ l1 > 0, l2 > 0,

∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 � ìåæà Ω,

Γ1 := {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 = l21} � êîëî ðàäióñà l1,

Γ2 := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = l22} � êîëî ðàäióñà l2,

ν � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ∂Ω.

Ïîòðiáíî çíàéòè ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê w ∈ L2(Ω) êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿ-

ííÿ Ïóàññîíà â êiëüöi :
∆w = g(x, y), (x, y) ∈ Ω,

α0
∂

∂ν
w(x, y) + β0w(x, y) = p1(x, y), (x, y) ∈ Γ1,

α1
∂

∂ν
w(x, y) + β1w(x, y) = p1(x, y), (x, y) ∈ Γ2,
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äå
p1 ∈ C(Γ1), p2 ∈ C(Γ2), g ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω),

α0, β0 ∈ R, α0β0 6 0, |α0|+ |β0| > 0, α1, β1 ∈ R, α1β1 > 0, |α1|+ |β1| > 0.

Â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò öÿ çàäà÷à çàïèñó¹òüñÿ òàê:

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = f(r, θ), r ∈ (l1, l2), θ ∈ R,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π), r ∈ [l1, l2], θ ∈ R,

(α0ur + β0u)
∣∣
r=l1

= ϕ(θ), (α1ur + β1u)
∣∣
r=l2

= ψ(θ), θ ∈ R.

Âiäìiòèìî, ùî

ϕ(θ) = ϕ(θ+ 2π), ψ(θ) = ψ(θ+ 2π), θ ∈ R; f(r, θ) = f(r, θ+ 2π), r ∈ (l1, l2), θ ∈ R.

�
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà â êðóãîâèõ

îáëàñòÿõ

Ïðèêëàä � 1. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó:

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = f(r, θ), r ∈ (0, l), θ ∈ R, (41)

u(r, θ) = u(r, θ + 2π), θ ∈ R, (42)

u
∣∣
r=0

<∞, u(l, θ) = ψ(θ), θ ∈ R. (43)

äå l > 0 ;

f(r, θ) =

√
2

π
r1/2, r ∈ (0, l), θ ∈ R; ψ(θ) =

2√
π

cos 3θ +
5√
π

sin 5θ, θ ∈ R.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Âèçíà÷èìî îïåðàòîð

A : D(A)→ L2,2π(R)

çà ïðàâèëîì
D(A) = H2

loc
(R) ∩ L2,2π(R), Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

òà ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

(0, l] 3 r → u(r) := u(r, ·) ∈ L2,2π(R), (0, l) 3 r → f(r) := f(r, ·) ∈ L2,2π(R),

ψ := ψ(·) ∈ L2,2π(R).

Òîäi ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (41) � (43) øóêà¹ìî ÿê ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê êðà-
éîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

u′′ +
1

r
u′ − 1

r2
Au = f(r), r ∈ (0, l), (44)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè
u(0) <∞, u(l) = ψ. (45)

2-èé êðîê. Çíàéäåìî îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk}∞k=1 â ïðîñòîði L2,2π(R) i ÷èñëîâó ïîñëi-
äîâíiñòü {λk}∞k=1, ñêëàäåíi ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A òàê, ùî
Awk = λkwk, k ∈ N. Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ Aw = λw åêâiâàëåí-
òíå çàäà÷i

−w′′ = λw, w(θ) = w(θ + 2π), θ ∈ R. (46)

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè âñåìîæëèâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ iñíóþòü íåíóëüîâi
2π-ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

w′′ + λw = 0, θ ∈ R. (47)

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ λ ìîæóòü áóòè òiëüêè íåâiä'¹ìíèìè, òî ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:
1) λ = 0; 2) λ > 0.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê λ = 0. Òîäi

w′′ = 0 ⇔ w′ = C1 ⇔ w = C1θ + C2, θ ∈ R, C1, C2 − äîâiëüíi ñòàëi,
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� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (47) ïðè λ = 0.
Ç óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi îòðèìó¹ìî, ùî C1 = 0, C2 6= 0, òîáòî íóëü ¹ âëàñíèì çíà÷åí-

íÿì. Âèçíà÷èìî C2, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó íîðìóâàííÿ
∫ 2π

0
|w(θ)|2 dθ = 1. Îòæå, ìà¹ìî∫ 2π

0
|C2|2 dθ = 1, çâiäêè C2 = 1√

2π
, òîáòî

λ1 = 0, w1(θ) =
1√
2π

, θ ∈ R, (48)

âiäïîâiäíî, âëàñíå çíà÷åííÿ i âiäïîâiäíà éîìó âëàñíà ôóíêöiÿ.

Òåïåð íåõàé λ > 0. Çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ
(47):

µ2 + λ = 0 ⇒ µ1,2 = ±
√
λi .

Îòîæ, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (47) ìà¹ âèãëÿä

w(θ) = C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ, θ ∈ R, (49)

äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.
Ç óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi ìà¹ìî

C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ = C1 cos

√
λ(θ + 2π) + C2 sin

√
λ(θ + 2π) ⇔

⇔ C1(cos
√
λθ − cos

√
λ(θ + 2π)) + C2(sin

√
λθ − sin

√
λ(θ + 2π)) = 0, θ ∈ R. (50)

Ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôîðìóë, îòðèìà¹ìî

(C1 sin
√
λθ + C2 cos

√
λθ) sin

√
λπ = 0 ∀θ ∈ R,

ùî ðiâíîñèëüíî ðiâíÿííþ sin
√
λπ = 0, çâiäêè ìà¹ìî

√
λπ = mπ ⇔ λ = m2, m ∈ N,

òîáòî
λ∗m := m2, m ∈ N, (51)

� âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi âëàñíi çíà÷åííÿ (51) ó ðiâíiñòü (50). Ç îòðèìàíîãî ñïiââiäíîøåí-

íÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ C1, C2 áà÷èìî, ùî çíà÷åííÿ øóêàíèõ âåëè÷èí C1, C2 ìîæóòü áóòè
äîâiëüíèìè. Îòæå, äëÿ êîæíîãî m ∈ N ç (49) îòðèìà¹ìî ñiì'þ âñåìîæëèâèõ âëàñíèõ
åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó çíà÷åííþ λ∗m = m2 ó âèãëÿäi

w(x) = C1 cosmθ + C2 sinmθ, θ ∈ R, (52)

äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.
Ç (52) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N âëàñíèé ïiäïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó

çíà÷åííþ λ∗m, ¹ äâîâèìiðíèì i îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ â íüîìó ¹ ôóíêöi¨

w2m(θ) :=
1√
π

cosmθ, w2m+1(θ) :=
1√
π

sinmθ, θ ∈ R,

ÿêi ìè îòðèìà¹ìî ç (52), âiäïîâiäíî, ïðè C1 = 1√
π
, C2 = 0 i C1 = 0, C2 = 1√

π
. Ìíîæíèê 1√

π

îòðèìó¹ìî ç óìîâè íîðìóâàííÿ
∫ 2π

0
w2(θ) dθ = 1. Ïðèéìåìî

λ2m := m2, λ2m+1 := m2.
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Çàóâàæèìî, ùî òîäi

w′′2m(θ) = −λ2mw2m(θ), w′′2m+1(θ) = −λ2m+1w2m+1(θ), θ ∈ R.

ßê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ â L2,2π(R), ñêëàäåíîþ ç âëàñíèõ åëå-
ìåíòiâ îïåðàòîðà A, ¹ ôóíêöi¨

w1(θ) =
1√
2π
, w2(θ) =

1√
π

cos θ, w3(θ) =
1√
π

sin θ, . . . ,

w2m(θ) =
1√
π

cosmθ, w2m+1(θ) =
1√
π

sinmθ, . . . , θ ∈ R,
(53)

à ÷èñëîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ {λk}, ñêëàäåíîþ ç âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A, äëÿ ÿêî¨

w′′k = −λkwk, k ∈ N,

¹ òàêà:
λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 1, . . . , λ2m = m2, λ2m+1 = m2, . . . . (54)

3-ié êðîê. Ðîçâèíåìî â ðÿäè Ôóð'¹ âõiäíi äàíi çà îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ {wk}∞k=1:

2√
π

cos 3θ +
5√
π

sin 5θ =: ψ(θ) =
1√
2π
ψ̂1 +

1√
π

∞∑
m=1

ψ̂2m cosmθ + ψ̂2m+1 sinmθ, (55)

äå ψ̂k = 0, ÿêùî k 6∈ {6, 11}, i ψ̂6 = 2, ψ̂11 = 5;√
2

π
r1/2 =: f(r, θ) =

1√
2π
f̂1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

f̂2m(r) cosmθ + f̂2m+1(r) sinmθ, r ∈ (0, l), θ ∈ R,

äå f̂1(r) = 2r1/2, f̂k(r) = 0, r ∈ (0, l), k > 1.

4-èé êðîê. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (41) � (43) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó Ôóð'¹

u(r, θ) =
∞∑
k=1

ûk(r)wk(r) ≡
1√
2π
û1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

û2m(r) cosmθ + û2m+1(r) sinmθ, (56)

r ∈ (0, l], θ ∈ R, äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N êîåôiöi¹íò ûk ðÿäó (56) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

z′′ +
1

r
z′ − m2

r2
z = f̂k(r), r ∈ (0, l), (57)

z(0) <∞, z(l) = ψ̂k, (58)

äå m := [k/2] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà k/2.

Îñêiëüêè ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ f̂k, ψ̂k, k ∈ N, ðîçâèíåííÿ âõiäíèõ äàíèõ íåíóëüîâèìè ¹
òiëüêè f̂1, ψ̂6, ψ̂11, òî òiëüêè êîåôiöi¹íòè û1, û6, û11 ðÿäó (56) ¹ âiäìiíèìè âiä íóëÿ.

Îòîæ, êîåôiöi¹íò û1 çíàõîäèìî ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

z′′ +
1

r
z′ = 2r1/2, r ∈ (0, l), (59)

z(0) <∞, z(l) = 0, (60)
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êîåôiöi¹íò û6 � ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

z′′ +
1

r
z′ − 9

r2
z = 0, r ∈ (0, l), (61)

z(0) <∞, z(l) = 2, (62)

à êîåôiöi¹íò û11 � ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

z′′ +
1

r
z′ − 25

r2
z = 0, r ∈ (0, l), (63)

z(0) <∞, z(l) = 5. (64)

Ðîçâ'ÿæåìî öi çàäà÷i. Ïî÷íåìî iç çàäà÷i (59), (60). Ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âiäïî-
âiäíîãî ðiâíÿííþ (59) îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

z = A1 +B1 ln r, r ∈ (0, l], A1, B1 � äîâiëüíi ñòàëi.

Çíàéäåìî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê äàíîãî ðiâíÿííÿ ìåòîäîì íåîçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ, çàïè-
ñàâøè ïðî¹êò ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi

z = b1r
5/2.

Ïiäñòàâèìî öåé ïðî¹êò ó ðiâíÿííÿ (59):

(5/2)(3/2)b1r
1/2 + 5/2b1r

1/2 = 2r1/2
∣∣∣ : r1/2

∣∣∣× 4 ⇔ 10b1 = 8 ⇔ b1 = 0, 8.

Îòîæ, ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (59) ìà¹ âèãëÿä z = 0, 8r5/2, r ∈ (0, l], à çíà÷èòü,
ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (59) ìà¹ âèãëÿä

z = A1 +B1 ln r + 0, 8r5/2, r ∈ (0, l].

Çíàõîäèìî, ïiäñòàâèâøè âèðàç ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â êðàéîâi óìîâè, çíà÷åííÿ
A1, B1:

B1 = 0, A1 + 0, 8l5/2 = 0 ⇒ A1 = −0, 8l5/2,

òîáòî
û1(r) = −0, 8l5/2 + 0, 8r5/2 ≡ 0, 8(r5/2 − l5/2), r ∈ (0, l].

Òåïåð ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó (61), (62). Ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (61) ìà¹
âèãëÿä

z = A6r
3 +B6r

−3, r ∈ (0, l], A6, B6 � äîâiëüíi ñòàëi.

Ïiäñòàâèâøè âèðàç ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ó êðàéîâi óìîâè (62), îòðèìà¹ìî

B6 = 0, A6l
3 = 2 ⇔ A6 = 2l−3.

Îòæå, ìà¹ìî
û6(r) = 2l−3r3, r ∈ (0, l].

Çàëèøèëîñÿ ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó (63), (64). Ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (63)
ìà¹ âèãëÿä

z = A11r
5 +B11r

−5, r ∈ (0, l], A11, B11 � äîâiëüíi ñòàëi.

Ïiäñòàâèâøè âèðàç ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ó êðàéîâi óìîâè (62), îòðèìà¹ìî

B11 = 0, A11l
5 = 5 ⇔ A11 = 5l−5.
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Îòæå, ìà¹ìî
û11(r) = 5l−5r5, r ∈ (0, l].

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíi âèðàçè ûk, k ∈ N, ó ðÿä Ôóð'¹ (56). Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî êëàñè÷íèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (41) � (43):

u(r, θ) =
0, 8√
2π

(r5/2 − l5/2) +
2√
π

(r
l

)3
cos 3θ +

5√
π

(r
l

)5
sin 5θ, r ∈ (0, l], θ ∈ R.
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Ïðèêëàä � 2. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó:

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = f(r, θ), r ∈ (l,+∞), θ ∈ R, (65)

u(r, θ) = u(r, θ + 2π), θ ∈ R, (66)

u(l, θ) = ϕ(θ), u|r=+∞ <∞, θ ∈ R. (67)

äå l > 0 ;

f(r, θ) =
2√
π
r−3/2 cos θ, r ∈ (l,+∞), θ ∈ R; ϕ(θ) =

7√
π

sin 3θ, θ ∈ R.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Âèçíà÷èìî îïåðàòîð

A : D(A)→ L2,2π(R)

çà ïðàâèëîì
D(A) = H2

loc
(R) ∩ L2,2π(R), Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

òà ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

[l,+∞) 3 r → u(r) := u(r, ·) ∈ L2,2π(R), (l,+∞) 3 r → f(r) := f(r, ·) ∈ L2,2π(R),

ϕ := ϕ(·) ∈ L2,2π(R).

Òîäi ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (65) � (67) øóêà¹ìî ÿê ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê êðà-
éîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

u′′ +
1

r
u′ − 1

r2
Au = f(r), r ∈ (l,+∞), (68)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè
u(l) = ϕ, u(+∞) <∞. (69)

2-èé êðîê. Çíàéäåìî îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk}∞k=1 â ïðîñòîði L2,2π(R) i ÷èñëîâó ïîñëi-
äîâíiñòü {λk}∞k=1, ñêëàäåíi ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A òàê, ùî
Awk = λkwk, k ∈ N. Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ Aw = λw åêâiâàëåí-
òíå çàäà÷i

−w′′ = λw, w(θ) = w(θ + 2π), θ ∈ R. (70)

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè âñåìîæëèâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ iñíóþòü íåíóëüîâi
2π-ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

w′′ + λw = 0, θ ∈ R. (71)

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ λ ìîæóòü áóòè òiëüêè íåâiä'¹ìíèìè, òî ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:
1) λ = 0; 2) λ > 0.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê. Îòîæ, íåõàé λ = 0. Òîäi

w′′ = 0 ⇔ w′ = C1 ⇔ w = C1θ + C2, θ ∈ R, C1, C2 − äîâiëüíi ñòàëi,

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (71) ïðè λ = 0.

17



Ç óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi îòðèìó¹ìî, ùî C1 = 0, C2 6= 0, òîáòî íóëü ¹ âëàñíèì çíà÷åí-
íÿì. Âèçíà÷èìî C2, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó íîðìóâàííÿ

∫ 2π

0
|w(θ)|2 dθ = 1. Îòæå, ìà¹ìî∫ 2π

0
|C2|2 dθ = 1, çâiäêè C2 = 1√

2π
, òîáòî

λ1 = 0, w1(θ) =
1√
2π

, θ ∈ R, (72)

âiäïîâiäíî, âëàñíå çíà÷åííÿ i âiäïîâiäíà éîìó âëàñíà ôóíêöiÿ.

Òåïåð íåõàé λ > 0. Çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ
(71):

µ2 + λ = 0 ⇒ µ1,2 = ±
√
λi .

Îòîæ, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (71) ìà¹ âèãëÿä

w(θ) = C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ, θ ∈ R, (73)

äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.
Ç óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi ìà¹ìî

C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ = C1 cos

√
λ(θ + 2π) + C2 sin

√
λ(θ + 2π) ⇔

⇔ C1(cos
√
λθ − cos

√
λ(θ + 2π)) + C2(sin

√
λθ − sin

√
λ(θ + 2π)) = 0, θ ∈ R. (74)

Ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôîðìóë, îòðèìà¹ìî

(C1 sin
√
λθ + C2 cos

√
λθ) sin

√
λπ = 0 ∀θ ∈ R,

ùî ðiâíîñèëüíî ðiâíÿííþ sin
√
λπ = 0, çâiäêè ìà¹ìî

√
λπ = mπ ⇔ λ = m2, m ∈ N,

òîáòî
λ∗m := m2, m ∈ N, (75)

� âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi âëàñíi çíà÷åííÿ (75) ó ðiâíiñòü (74). Ç îòðèìàíîãî ñïiââiäíîøåí-

íÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ C1, C2 áà÷èìî, ùî çíà÷åííÿ øóêàíèõ âåëè÷èí C1, C2 ìîæóòü áóòè
äîâiëüíèìè. Îòæå, äëÿ êîæíîãî m ∈ N ç (73) îòðèìà¹ìî ñiì'þ âñåìîæëèâèõ âëàñíèõ
åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó çíà÷åííþ λ∗m = m2 ó âèãëÿäi

w(x) = C1 cosmθ + C2 sinmθ, θ ∈ R, (76)

äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.
Ç (76) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N âëàñíèé ïiäïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó

çíà÷åííþ λ∗m, ¹ äâîâèìiðíèì i îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ â íüîìó ¹ ôóíêöi¨

w2m(θ) :=
1√
π

cosmθ, w2m+1(θ) :=
1√
π

sinmθ, θ ∈ R,

ÿêi ìè îòðèìà¹ìî ç (76), âiäïîâiäíî, ïðè C1 = 1√
π
, C2 = 0 i C1 = 0, C2 = 1√

π
. Ìíîæíèê 1√

π

îòðèìó¹ìî ç óìîâè íîðìóâàííÿ
∫ 2π

0
w2(θ) dθ = 1. Ïðèéìåìî

λ2m := m2, λ2m+1 := m2.
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Çàóâàæèìî, ùî òîäi

w′′2m(θ) = −λ2mw2m(θ), w′′2m+1(θ) = −λ2m+1w2m+1(θ), θ ∈ R.

ßê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ â L2,2π(R), ñêëàäåíîþ ç âëàñíèõ åëå-
ìåíòiâ îïåðàòîðà A, ¹ ôóíêöi¨

w1(θ) =
1√
2π
, w2(θ) =

1√
π

cos θ, w3(θ) =
1√
π

sin θ, . . . ,

w2m(θ) =
1√
π

cosmθ, w2m+1(θ) =
1√
π

sinmθ, . . . , θ ∈ R,
(77)

à ÷èñëîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ {λk}, ñêëàäåíîþ ç âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A, äëÿ ÿêî¨

w′′k = −λkwk, k ∈ N,

¹ òàêà:
λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 1, . . . , λ2m = m2, λ2m+1 = m2, . . . . (78)

3-ié êðîê. Ðîçâèíåìî â ðÿäè Ôóð'¹ âõiäíi äàíi çà îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ {wk}∞k=1:

5√
π

sin 3θ =: ϕ(θ) =
1√
2π
ϕ̂1 +

1√
π

∞∑
m=1

ϕ̂2m cosmθ + ϕ̂2m+1 sinmθ, (79)

äå ϕ̂k = 0, ÿêùî k 6= 4, i ϕ̂7 = 5;

3

4
√
π
r−5/2 cos θ =: f(r, θ) =

1√
2π
f̂1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

f̂2m(r) cosmθ + f̂2m+1(r) sinmθ,

r ∈ (l,+∞), θ ∈ R,
äå f̂2(r) = (3/4)r−5/2, f̂k(r) = 0, r ∈ (l,+∞), k 6= 2.

4-èé êðîê. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (65) � (67) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó Ôóð'¹

u(r, θ) =
∞∑
k=1

ûk(r)wk(r) ≡
1√
2π
û1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

û2m(r) cosmθ + û2m+1(r) sinmθ, (80)

r ∈ (0, l], θ ∈ R,
äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N êîåôiöi¹íò ûk ðÿäó (80) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

z′′ +
1

r
z′ − m2

r2
z = f̂k(r), r ∈ (0, l), (81)

z(l) = ϕ̂k, z(+∞) <∞, (82)

äå m := [k/2] (ÿê âiäîìî, [k/2] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà k/2).

Îñêiëüêè ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ ϕ̂k, f̂k, k ∈ N, ðîçâèíåííÿ âõiäíèõ äàíèõ íåíóëüîâèìè ¹
òiëüêè f̂2, ϕ̂7, òî òiëüêè êîåôiöi¹íòè û2, û7 ðÿäó (80) ¹ âiäìiíèìè âiä íóëÿ.

Îòîæ, êîåôiöi¹íò û2 çíàõîäèìî ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

z′′ +
1

r
z′ − 1

r2
z =

3

4
r−5/2, r ∈ (l,+∞), (83)

z(l) = 0, z(+∞) <∞, (84)
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êîåôiöi¹íò û7 � ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

z′′ +
1

r
z′ − 9

r2
z = 0, r ∈ (l,+∞), (85)

z(l) = 5, z(+∞) <∞, (86)

Ðîçâ'ÿæåìî öi çàäà÷i. Ïî÷íåìî iç çàäà÷i (83), (84). Ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿ-
ííÿ (83) ìà¹ âèãëÿä

z = A2r +B2r
−1, r ∈ [l,+∞), A2, B2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Çíàéäåìî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê äàíîãî ðiâíÿííÿ ìåòîäîì íåîçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ, çàïè-
ñàâøè ïðî¹êò ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi

z = b2r
−1/2.

Ïiäñòàâèìî öåé ïðî¹êò ó ðiâíÿííÿ (83):

(−1/2)(−3/2)b2r
−5/2 − 1/2b2r

−5/2 − b2r−5/2 =
3

4
r−5/2

∣∣∣ : r−5/2 × 4 ⇔ b2 = −1.

Îòîæ, ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (83) ìà¹ âèãëÿä z = −r−1/2, r ∈ [l,+∞), à çíà÷èòü,
ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (83) ìà¹ âèãëÿä

z = A2r +B2r
−1 − r−1/2, r ∈ [l,+∞).

Çíàõîäèìî, ïiäñòàâèâøè âèðàç ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â êðàéîâi óìîâè, çíà÷åííÿ
A2, B2:

A2 = 0, B2l
−1 − l−1/2 = 0 ⇒ B2 = l1/2,

òîáòî
û2(r) = l1/2r−1 − r−1/2, r ∈ [l,+∞).

Òåïåð ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó (85), (86). Ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (85) ìà¹
âèãëÿä

z = A7r
3 +B7r

−3, r ∈ [l,+∞), A7, B7 � äîâiëüíi ñòàëi.

Ïiäñòàâèâøè âèðàç ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ó êðàéîâi óìîâè (86), îòðèìà¹ìî

z(+∞) <∞ ⇒ A7 = 0, z(l) = 5 ⇒ B7l
−3 = 5 ⇔ B7 = 5l3.

Îòæå, ìà¹ìî
û7(r) = 5l3r−3, r ∈ [l,+∞).

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíi âèðàçè ûk, k ∈ N, ó ðÿä Ôóð'¹ (80). Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî êëà-
ñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (65) � (67):

u(r, θ) =
l1/2r−1 − r−1/2√

π
cos θ +

5√
π

( l
r

)3
sin 3θ, r ∈ [l,+∞), θ ∈ R.
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Ïðèêëàä � 3. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó:

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = f(r, θ), r ∈ (l1, l2), θ ∈ R, (87)

u(r, θ) = u(r, θ + 2π), r ∈ [l1, l2], θ ∈ R, (88)

u(l1, θ) = ϕ(θ), ur(l2, θ) = ψ(θ), θ ∈ R. (89)

äå 0 < l1 < l2 < +∞ ;

f(r, θ) =
9√
π
r1/2 cos 2θ, r ∈ (l1, l2), θ ∈ R; ϕ(θ) =

7√
π

sin 4θ, ψ(θ) = 0, θ ∈ R.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1-èé êðîê. Âèçíà÷èìî îïåðàòîð

A : D(A)→ L2,2π(R)

çà ïðàâèëîì
D(A) = H2

loc
(R) ∩ L2,2π(R), Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

òà ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

[l1, l2] 3 r → u(r) := u(r, ·) ∈ L2,2π(R), (l1, l2) 3 r → f(r) := f(r, ·) ∈ L2,2π(R),

ϕ := ϕ(·), ψ := ψ(·) ∈ L2,2π(R).

Òîäi ñèëüíî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (87) � (89) øóêà¹ìî ÿê ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê êðà-
éîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

u′′ +
1

r
u′ − 1

r2
Au = f(r), r ∈ (l1, l2), (90)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè
u(l1) = ϕ, u′(l2) = ψ. (91)

2-èé êðîê. Çíàéäåìî îðòîíîðìîâàíó áàçó {wk}∞k=1 â ïðîñòîði L2,2π(R) i ÷èñëîâó ïîñëi-
äîâíiñòü {λk}∞k=1, ñêëàäåíi ç âëàñíèõ åëåìåíòiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A òàê, ùî
Awk = λkwk, k ∈ N. Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ Aw = λw åêâiâàëåí-
òíå çàäà÷i

−w′′ = λw, w(θ) = w(θ + 2π), θ ∈ R. (92)

Îòîæ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè âñåìîæëèâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ iñíóþòü íåíóëüîâi
2π-ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

w′′ + λw = 0, θ ∈ R. (93)

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ λ ìîæóòü áóòè òiëüêè íåâiä'¹ìíèìè, òî ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:
1) λ = 0; 2) λ > 0.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê. Îòîæ, íåõàé λ = 0. Òîäi

w′′ = 0 ⇔ w′ = C1 ⇔ w = C1θ + C2, θ ∈ R, C1, C2 − äîâiëüíi ñòàëi,

� ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (93) ïðè λ = 0.
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Ç óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi îòðèìó¹ìî, ùî C1 = 0, C2 6= 0, òîáòî íóëü ¹ âëàñíèì çíà÷åí-
íÿì. Âèçíà÷èìî C2, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó íîðìóâàííÿ

∫ 2π

0
|w(θ)|2 dθ = 1. Îòæå, ìà¹ìî∫ 2π

0
|C2|2 dθ = 1, çâiäêè C2 = 1√

2π
, òîáòî

λ1 = 0, w1(θ) =
1√
2π

, θ ∈ R, (94)

âiäïîâiäíî, âëàñíå çíà÷åííÿ i âiäïîâiäíà éîìó âëàñíà ôóíêöiÿ.

Òåïåð íåõàé λ > 0. Çàïèøåìî i ðîçâ'ÿæåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ
(93):

µ2 + λ = 0 ⇒ µ1,2 = ±
√
λi .

Îòîæ, ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (93) ìà¹ âèãëÿä

w(θ) = C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ, θ ∈ R, (95)

äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.
Ç óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi ìà¹ìî

C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ = C1 cos

√
λ(θ + 2π) + C2 sin

√
λ(θ + 2π) ⇔

⇔ C1

[
cos
√
λθ − cos

√
λ(θ + 2π)

]
+ C2

[
sin
√
λθ − sin

√
λ(θ + 2π)

]
= 0, θ ∈ R. (96)

Ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôîðìóë, îòðèìà¹ìî

[C1 sin
√
λθ + C2 cos

√
λθ] sin

√
λπ = 0 ∀θ ∈ R,

ùî ðiâíîñèëüíî ðiâíÿííþ sin
√
λπ = 0, çâiäêè ìà¹ìî

√
λπ = mπ ⇔ λ = m2, m ∈ N,

òîáòî
λ∗m := m2, m ∈ N, (97)

� âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi âëàñíi çíà÷åííÿ (97) ó ðiâíiñòü (96). Ç îòðèìàíîãî ñïiââiäíîøåí-

íÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ C1, C2 áà÷èìî, ùî çíà÷åííÿ øóêàíèõ âåëè÷èí C1, C2 ìîæóòü áóòè
äîâiëüíèìè. Îòæå, äëÿ êîæíîãî m ∈ N ç (95) îòðèìà¹ìî ñiì'þ âñåìîæëèâèõ âëàñíèõ
åëåìåíòiâ îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó çíà÷åííþ λ∗m = m2 ó âèãëÿäi

w(x) = C1 cosmθ + C2 sinmθ, θ ∈ R, (98)

äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.
Ç (98) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N âëàñíèé ïiäïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó

çíà÷åííþ λ∗m, ¹ äâîâèìiðíèì i îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ â íüîìó ¹ ôóíêöi¨

w2m(θ) :=
1√
π

cosmθ, w2m+1(θ) :=
1√
π

sinmθ, θ ∈ R,

ÿêi ìè îòðèìà¹ìî ç (98), âiäïîâiäíî, ïðè C1 = 1√
π
, C2 = 0 i C1 = 0, C2 = 1√

π
. Ìíîæíèê 1√

π

îòðèìó¹ìî ç óìîâè íîðìóâàííÿ
∫ 2π

0
w2(θ) dθ = 1. Ïðèéìåìî

λ2m := m2, λ2m+1 := m2.
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Çàóâàæèìî, ùî òîäi

w′′2m(θ) = −λ2mw2m(θ), w′′2m+1(θ) = −λ2m+1w2m+1(θ), θ ∈ R.

ßê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ â L2,2π(R), ñêëàäåíîþ ç âëàñíèõ åëå-
ìåíòiâ îïåðàòîðà A, ¹ ôóíêöi¨

w1(θ) =
1√
2π
, w2(θ) =

1√
π

cos θ, w3(θ) =
1√
π

sin θ, . . . ,

w2m(θ) =
1√
π

cosmθ, w2m+1(θ) =
1√
π

sinmθ, . . . , θ ∈ R,
(99)

à ÷èñëîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ {λk}, ñêëàäåíîþ ç âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A, äëÿ ÿêî¨

w′′k = −λkwk, k ∈ N,

¹ òàêà:
λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 1, . . . , λ2m = m2, λ2m+1 = m2, . . . . (100)

3-ié êðîê. Ðîçâèíåìî â ðÿäè Ôóð'¹ âõiäíi äàíi çà îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ {wk}∞k=1:

7√
π

sin 4θ =: ϕ(θ) =
1√
2π
ϕ̂1 +

1√
π

∞∑
m=1

ϕ̂2m cosmθ + ϕ̂2m+1 sinmθ, θ ∈ R (101)

äå ϕ̂k = 0, ÿêùî k 6= 9, i ϕ̂9 = 7;

0 =: ψ(θ) =
1√
2π
ψ̂1 +

1√
π

∞∑
m=1

ψ̂2m cosmθ + ψ̂2m+1 sinmθ, θ ∈ R, (102)

äå ψ̂k = 0, k ∈ N;

9√
π
r1/2 cos 2θ =: f(r, θ) =

1√
2π
f̂1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

f̂2m(r) cosmθ + f̂2m+1(r) sinmθ,

r ∈ (l1, l2), θ ∈ R,
äå f̂4(r) = 9r1/2, f̂k(r) = 0, r ∈ (l1, l2), k 6= 4.

4-èé êðîê. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (87) � (89) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó Ôóð'¹

u(r, θ) =
∞∑
k=1

ûk(r)wk(r) ≡
1√
2π
û1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

û2m(r) cosmθ + û2m+1(r) sinmθ, (103)

r ∈ (l1, l2), θ ∈ R,
äå äëÿ êîæíîãî k ∈ N êîåôiöi¹íò ûk ðÿäó (103) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

z′′ +
1

r
z′ − m2

r2
z = f̂k(r), r ∈ (l1, l2), (104)

z(l1) = ϕ̂k, z′(l2) = ψ̂k, (105)

äå m := [k/2] (ÿê âiäîìî, [k/2] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà k/2).

Îñêiëüêè ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ ϕ̂k, ψ̂k, f̂k, k ∈ N, ðîçâèíåííÿ âõiäíèõ äàíèõ íåíóëüîâèìè
¹ òiëüêè f̂4, ϕ̂9, òî òiëüêè êîåôiöi¹íòè û4, û9 ðÿäó (103) ¹ âiäìiíèìè âiä íóëÿ.
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Îòîæ, êîåôiöi¹íò û4 çíàõîäèìî ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

z′′ +
1

r
z′ − 4

r2
z = 9r1/2, r ∈ (l1, l2), (106)

z(l1) = 0, z′(l2) = 0, (107)

êîåôiöi¹íò û9 � ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

z′′ +
1

r
z′ − 16

r2
z = 0, r ∈ (l1, l2), (108)

z(l1) = 7, z′(l2) = 0. (109)

Ðîçâ'ÿæåìî öi çàäà÷i. Ïî÷íåìî iç çàäà÷i (106), (107). Ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ (106) ìà¹ âèãëÿä

z = A4r
2 +B4r

−2, r ∈ [l1, l2], A4, B4 � äîâiëüíi ñòàëi.

Çíàéäåìî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê äàíîãî ðiâíÿííÿ ìåòîäîì íåîçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ, çàïè-
ñàâøè ïðî¹êò ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi

z = b4r
5/2.

Ïiäñòàâèìî öåé ïðî¹êò ó ðiâíÿííÿ (106):

(5/2)(3/2)b4r
1/2 + 5/2b4r

1/2 − 4b4r
1/2 = 9r1/2

∣∣∣ : r1/2 × 4 ⇔ b4 = 4.

Îòîæ, ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (106) ìà¹ âèãëÿä z = 4r5/2, r ∈ [l1, l2], à çíà÷èòü,
ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (106) ìà¹ âèãëÿä

z = A4r
2 +B4r

−2 + 4r5/2, r ∈ [l1, l2].

Ïiäñòàâèâøè âèðàç ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â êðàéîâi óìîâè, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó
ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü A4, B4:

A4l
2
1 +B4l

−2
1 + 4l

5/2
1 = 0, 2A4l1 − 2B4l

−3
2 + 10l

3/2
2 = 0 ⇔

⇔ l21A4 + l−21 B4 = −4l
5/2
1 , 2l1A4 − 2l−32 B4 = −10l

3/2
2 .

Çâiäñè çíàõîäèìî çíà÷åííÿ A4, B4 i çàïèñó¹ìî

û4(r) = A4r
2 +B4r

−2 + 4r5/2, r ∈ [l1, l2].

Òåïåð ðîçâ'ÿçó¹ìî çàäà÷ó (108), (109). Ïîâíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (108) ìà¹
âèãëÿä

z = A9r
4 +B9r

−4, r ∈ [l1, l2], A9, B9 � äîâiëüíi ñòàëi.

Ïiäñòàâèâøè âèðàç ïîâíîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ó êðàéîâi óìîâè (109), îòðèìà¹ìî

A9l
4
1 +B9l

−4
1 = 7, 4A9l

3
2 − 4B9l

−5
2 = 0 ⇔ l41A9 + l−41 B9 = 7, 4l32A9 − 4l−52 B9 = 0.

Çâiäñè çíàõîäèìî çíà÷åííÿ A9, B9 i çàïèñó¹ìî

û9(r) = A9r
4 +B9r

−4, r ∈ [l1, l2].

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíi âèðàçè ûk, k ∈ N, ó ðÿä Ôóð'¹ (103). Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî
êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (87) � (89):

u(r, θ) =
1√
π

(A4r
2 +B4r

−2 + 4r5/2) cos 2θ +
1√
π

(
A9r

4 +B9r
−4) sin 4θ, r ∈ [l1, l2], θ ∈ R.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Ðîçâ'ÿçàòè êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî òèïó:
1) ∆u = 0 ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π), u |r=0<∞, u |r=l= 2√

π
cos2 θ, r ∈ (0, l), θ ∈ R.

2) ∆u = 0 ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π), u |r=0<∞, ur |r=l= 5√
π

sin3 θ, r ∈ (0, l), θ ∈ R.
3) ∆u = 0 ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π), u |r=0<∞, (ur + 2u) |r=l= 4√

π
cos 4θ, r ∈ (0, l), θ ∈ R.

4) ∆u = 0 ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π), u |r=l1= 3√
π

sin 2θ, u |r=l2= 5√
π

cos2 θ, r ∈ (l1, l2), θ ∈ R.
5) ∆u = 0 ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π), u |r=l= 6√

π
cos4 θ, u |r=+∞<∞, r ∈ (l,+∞), θ ∈ R.

6) ∆u = 2√
π
r1/2 cos 2θ ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π), u |r=l= 2√

π
cos4 θ, u |r=+∞<∞,

r ∈ (l,+∞), θ ∈ R.
7) ∆u = 2√

π
r1/2 cos 2θ ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π), u |r=0<∞, u |r=l= ψ(θ),

r ∈ (0, l), θ ∈ R, äå ψ ∈ C2π(R), ïðè÷îìó ψ(θ) = θ(2π − θ), ÿêùî θ ∈ [0, 2π].
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Êîíòðîëüíà ðîáîòà �4

Âàðiàíò � 1

1.

uxx + uyy = 3e2xy,{
u|x=0 = 0, ux|x=2 = 0,

uy|y=0 = sin 2x, u|y=4 = 3.

2.

∆u = 3r3/2 cos 3θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=0<∞,

u |r=4=
4√
π

cos 2θ + 4√
π

sin 6θ.

Âàðiàíò � 2

1.

uxx + uyy = 2exy,{
ux|x=0 = 0, u|x=3 = 0,

uy|y=0 = cos 2x, u|y=5 = ex.

2.

∆u = 3r7/4 cos θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=3=

3√
π

sin 2θ,

u |r=5=
5√
π

cos θ.

Âàðiàíò � 3

1.

uxx + uyy = 2y sin 2x,{
u|x=0 = 2y, ux|x=2 = 3y,

uy|y=0 = 0, u|y=4 = 0.

2.

∆u = 3r−7/4 ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=2=

6√
π

cos 5θ + 5√
π

sin 7θ,

u |r=+∞<∞.

1



Âàðiàíò � 4

1.

uxx + uyy = 3xy,{
u|x=0 = 0, ux|x=4 = 0,

u|y=0 = cos 2x, uy|y=3 = 6.

2.

∆u = 3r5/2 cos 3θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=0<∞,

u |r=4=
4√
π

cos 3θ + 4√
π

sin 7θ.

Âàðiàíò � 5

1.

uxx + uyy = 2y sinx,{
ux|x=0 = cos y, u|x=5 = 3y,

uy|y=0 = 0, u|y=4 = 0.

2.

∆u = 3r9/4 cos 2θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=4=

3√
π

sin 3θ,

u |r=6=
5√
π

cos 2θ.

Âàðiàíò � 6

1.

uxx + uyy = 2x cos y,{
u|x=0 = 0, u|x=5 = 0,

uy|y=0 = 2ex, u|y=5 = 3x.

2.

∆u = 3r−9/4 ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=6=

6√
π

cos 5θ + 5√
π

sin 7θ,

u |r=+∞<∞.

Âàðiàíò � 7

1.

uxx + uyy = 3xey,{
u|x=0 = 0, ux|x=3 = 0,

uy|y=0 = cos 3x, uy|y=5 = 6.

2.

∆u = 3r7/2 cos θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=0<∞,

u |r=2=
4√
π

cos 4θ + 4√
π

sin 8θ.

2



Âàðiàíò � 8

1.

uxx + uyy = 3y sin 2x,{
ux|x=0 = cos y, u|x=4 = 3y,

uy|y=0 = 2x, u|y=5 = cosx.

2.

∆u = 3r11/4 cos 3θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=1=

3√
π

sin 2θ,

u |r=4=
5√
π

cos 3θ.

Âàðiàíò � 9

1.

uxx + uyy = 2x cos 2y,{
u|x=0 = 0, u|x=3 = 0,

uy|y=0 = 2 cos x, uy|y=6 = 3x.

2.

∆u = 3r−11/4 cos 2θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=3=

6√
π

cos 3θ + 5√
π

sin 8θ,

u |r=+∞<∞.

Âàðiàíò � 10

1.

uxx + uyy = 3e2x cos y,{
ux|x=0 = 2y, u|x=2 = 2 cos y,

uy|y=0 = 0, u|y=4 = 0.

2.

∆u = 3r7/2 cos 2θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=0<∞,

u |r=4=
5√
π

cos 3θ + 4√
π

sin 4θ.

Âàðiàíò � 11

1.

uxx + uyy = 2xy,{
ux|x=0 = 0, u|x=4 = 0,

uy|y=0 = cos 2x, u|y=8 = x.

2.

∆u = 3r7/4 cos 2θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=2=

5√
π

sin 3θ,

u |r=5=
6√
π

cos 2θ.
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Âàðiàíò � 12

1.

uxx + uyy = 7y sin 3x,{
u|x=0 = 2y, ux|x=3 = 3y,

uy|y=0 = 0, u|y=5 = 0.

2.

∆u = 4r−11/4 cos θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=2=

4√
π

cos 6θ + 5√
π

sin 3θ,

u |r=+∞<∞.

Âàðiàíò � 13

1.

uxx + uyy = 3xy,{
u|x=0 = 0, ux|x=4 = 0,

u|y=0 = cos 2x, uy|y=3 = 6.

2.

∆u = 3r5/2 cos 3θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=0<∞,

u |r=4=
4√
π

cos 3θ + 4√
π

sin 7θ.

Âàðiàíò � 14

1.

uxx + uyy = 2y cos 2x,{
ux|x=0 = cos y, u|x=6 = 4y,

u|y=0 = 0, u|y=4 = 0.

2.

∆u = 4r9/4 cos 3θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=3=

3√
π

sin 2θ,

u |r=6=
9√
π

cos 3θ.

Âàðiàíò � 15

1.

uxx + uyy = 3xy,{
u|x=0 = 0, u|x=4 = 0,

uy|y=0 = 2ex, u|y=3 = 3x.

2.

∆u = 3r−9/4 ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=6=

6√
π

cos 5θ + 5√
π

sin 7θ,

u |r=+∞<∞.
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Âàðiàíò � 16

1.

uxx + uyy = 3xey,{
u|x=0 = 0, ux|x=3 = 0,

uy|y=0 = cos 3x, uy|y=5 = 6.

2.

∆u = 4r7/2 cos 2θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=0<∞,

u |r=2=
4√
π

cos 5θ + 4√
π

sin 2θ.

Âàðiàíò � 17

1.

uxx + uyy = 2y sin 3x,{
ux|x=0 = cos y, u|x=5 = 3y,

uy|y=0 = 0, u|y=5 = 0.

2.

∆u = 3r11/4 cos 3θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=1=

3√
π

sin 2θ,

u |r=4=
5√
π

cos 3θ.

Âàðiàíò � 18

1.

uxx + uyy = 2x cos 3y,{
u|x=0 = 0, ux|x=4 = 0,

uy|y=0 = 2 cos x, uy|y=6 = 3x.

2.

∆u = 3r−13/4 cos 3θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=3=

6√
π

cos 2θ + 5√
π

sin 5θ,

u |r=+∞<∞.

Âàðiàíò � 19

1.

uxx + uyy = 3x cos 2y,{
u|x=0 = 0, ux|x=2 = 0,

uy|y=0 = cos 4x, uy|y=6 = 5.

2.

∆u = 3r9/2 cos θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=0<∞,

u |r=2=
5√
π

cos 3θ + 6√
π

sin 9θ.
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Âàðiàíò � 20

1.

uxx + uyy = 3y sin 2x,{
ux|x=0 = 0, u|x=2 = 0,

uy|y=0 = 2x, uy|y=5 = cosx.

2.

∆u = 3r13/4 cos 2θ ,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

{
u |r=2=

4√
π

sin 3θ,

u |r=4=
6√
π

cos 4θ.
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