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При побудові аналітичних розв’язків просторових та двовимірних задач теорії 
пружності, як правило, використовують розвинення функцій, що задають кра-
йові умови, у ряди за відповідними повними системами функцій однієї з про-
сторових координат, що дає можливість відокремити змінні у ключових рів-
няннях цих задач або ж спростити побудову розв’язку. Однак, якщо зовнішні 
навантаження є розривними або кусково-сталими функціями, то розвинення їх 
у ряди збігаються повільно, що погіршує ефективність 
побудованих розв’язків, для обчислення яких потрібно 
враховувати велику кількість складових. Це призводить 
до суттєвих затрат комп’ютерного часу навіть за вико-
ристання потужних сучасних обчислювальних машин. У 
даній роботі розвинуто методику визначення напруже-
ного стану пружного скінченого циліндра, що знахо-
диться під дією розривного нормального навантаження 
на торцях. Отриману з використанням методу суперпо-
зиції ключову нескінчену систему лінійних алгебричних 
рівнянь зведено до регулярної системи, що значно підви-
щує ефективність розв’язку.  

Розглядаємо осесиметричну задачу теорії пружності для суцільного 
скінченого циліндра 0 r a≤ ≤ , | |z l≤ , до торців якого прикладені зовнішні 
нормальні навантаження, що мають сталий розподіл –р у крузі радіуса aε <  
з центром на осі циліндра і рівні нулеві за його межами r aε < ≤ (рис. 1). Ра-
діальна ru  та осьова zu  складові вектора переміщень у цьому випадку визна-
чаються з двох скалярних рівнянь Ляме  
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де Θ  – об’ємне розширення; 2∇ – осесиметричний оператор Лапласа; λ  та 
µ  – пружні сталі Ляме. Розв’язок рівнянь (1) будуємо за  крайових умов  
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для компонент тензора напружень, пов’язаних із шуканими переміщеннями: 
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Для побудови розв’язку задачі (1), (2) використаємо функцію Лява [4]: 

 
( ) 03 2

0 0 4
01

( cth 2 )sh ch ( )
( )sh

j j j j j j j

jj j j

Y h l z z z J r
A z B r z l

J al

∞

=

λ λ + σ λ −λ λ λ
χ = + + +

λλ λ
∑   

 0
0 1 3

1 11

( 1) ( ) sin12 ( ) ( ) ,
( ) ( )

n
n n n

n n
n nn n n

X aI k a k z
a I k r rI k r

I k a I k ak k

∞

=

  − σ −
 + − +     

∑  (3) 

де 0 0, , , , { , } 1, 2,...j nA B Y X j n =  – невідомі коефіцієнти, які слід знайти з умов 
(2); / ;nk n l= π jλ – додатні корені рівняння 1( ) 0J aλ = ; 0 1,J J та 0 1,I I – відпо-
відно звичайні та модифіковані функції Бесселя першого роду нульового і пер-
шого порядків; σ  – коефіцієнт Пуассона. Компоненти тензора напружень ви-
значаються за бігармонічною функцією ( , )r zχ  згідно з відомими формулами: 
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Розвинемо функцію ( )g r  за повною системою 0{1, ( ), 1, 2,...}jJ r jλ =  
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Безпосередньою підставкою можна переконатись, що знайдені за фор-

мулами (3), (4) дотичні напруження тотожно задовольняють однорідні крайо-
ві умови (2). Напруження ,r zσ σ задовольняють відповідні умови (2), якщо  
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а коефіцієнти ( 1, 2,...), ( 1, 2,...)n jX n Y j= = знайдено зі системи лінійних алге-
бричних рівнянь: 
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Зауважимо, що зі збільшенням j для коефіцієнтів (5) має місце оцінка: 
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внаслідок чого система (6) не є регулярною [1]. Для подолання цієї перешко-
ди застосуємо підхід, запропонований у роботі [3] для випадку аналогічної 
задачі для прямокутника. Введемо в розгляд нові величини jY∗ :  
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Тоді система (6) набуде вигляду  
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 Величини jψ  зі збіль-

шенням індекса j спадають як exp( )j−λ , тому система (8) є регулярною, а 

для невідомих ,n jX Y∗  має місце закон асимптотичних розвинень [1]: 
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і система (8) може бути проаналізована з використанням алгоритму удоско-
наленої редукції [1- 4]. Після заміни 
 ,n nx X G= −  * ,j jy Y G= −   (9) 
система (8) набуває вигляду 
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з додатковим рівнянням для визначення сталої G [2]: 

 
4

4
4 4

=1 =1

1(1 ) =
90 192

jn

n jn j

yx aG l
k

∞ ∞  + σ
+ σ + + + ψ  λ  

∑ ∑ ,   (11) 

де 
2 2 2

2 3
1

( ) 1 .
16

j

j j

gap
la

∞

=

ε − ε
ψ = +

λ
∑  

Систему (10) з рівнянням (11) тепер можна розв’язувати, поклавши 
1,2,...,n N= , 1, 2,...,j J= , де N , J  – скінчені і порівняно невеликі натураль-

ні числа. Визначивши набори величин , ,n jx y G  ( 1, 2,..., ;n N=  j = 1, 2,..., )J  
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та вважаючи 0n jx y= =  ( ;n N>  )j J>  , з ви-
користанням рівностей (9) та (7) знаходимо кое-
фіцієнти nX  та jY . Тоді з використанням фор-
мул (3), (4) здійснюється розрахунок напруже-
ного стану циліндра. 

На рис. 2 наведено розподіл осьових на-
пружень zσ за радіальною координатою для ци-

ліндра 1a l= = , коли 0.25ε =  і 21/ ( )p = πε , 
які були обчислені за 5N J= =  у рівняннях 
(10), (11). Як бачимо, напруження добре задо-
вольняють крайові умови. Вже при 3N J= =  
точність задоволення крайових умов цими напруженнями становить 0.3%.  

У якості підсумку зауважимо, що розвинута методика дозволяє здійсню-
вати розрахунок напруженого стану суцільного циліндра скінченої довжини 
за кусково-сталого навантаження торців при порівняно невеликій кількості 
рівнянь та невідомих в основній системі лінійних алгебричних рівнянь, до 
якої зводиться розв’язування відповідної задачі теорії пружності за викорис-
тання методу суперпозиції. Це значно скорочує затрати комп’ютерного часу 
та підвищує точність обчислень, що є суттєвим при наближені до навантаже-
них ділянок торців та ребер циліндра. 
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DETERMINATION OF THE STRESSES IN AN ELASTIC CYLINDER OF FINITE 
LENGTH UNDER PIECE-WISE UNIFORM LOADING OF ITS ENDS 

 
An approach for analysis of the stresses in a solid elastic cylinder of finite length 
under the uniform normal loading applied to the concentric circles of its end-faces 
is developed. By making use of the method of piece-wise superposition the problem 
is reduced to the regular infinite system of linear algebraic equations which then is 
treated by means of the algorithm of advanced reduction. 
 

 
Рис. 2 


