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У цьому пoвідомлeнні ми доводимо, що для многовидів Севері-Брауера над 
псевдоглобальними полями виконується принцип Гассе. Доведення цього 
факту випливає з локально-глобального принципу для групи Брауера псевдо-
глобального поля. Цей принцип отримується як наслідок з основної точної 
послідовності теорії полів класів псевдоглобального поля. Доведення прин-
ципу Гассе для многовидів Севері-Брауера над глобальними полями наведене 
у роботі [2], і це доведення можна застосувати і до випадку псевдоглобаль-
ного основного поля.  

Нехай X  повна гладка крива над квазіскінченним полем ),( σk , і нехай 

)(XkK = . Множина замкнених точок X  буде позначена 0X  (тому 0X  про-

пускає лише загальну точку X ). Кожній точці 0Xv∈ , відповідає нормуван-
ня (його також позначимо v ) поля K , і ми позначимо через vK  поповнення 
поля K  відносно v  і через vR  кільце цілих у vK . Поле лишків )(vk  є квазі-

скінченним полем степеня )deg(v  над k  з )deg(vσ  як вибраною твірною гру-

пи ))(/)((Gal vkvk s . Позначимо через a v  образ елемента  )Br(Ka∈  у 
)Br( vK , і означимо ZQKK /)Br(:inv →  як )(inv vv aa , де vKv invinv = . 

Нехай s
kX X k= ⊗  - X , розглянута як крива над sk , і нехай )(XkK s=  її 

поле функцій. Позначимо через XJac  якобіан X . 
Теорема 1 (Дж. Мілн [5]) Існує точна послідовність 

0/)(Br)(Br))(Jac,(0
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1
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Доведення. Використаємо точну послідовність kG  -модулів 

0)Pic()Div(0
** →→→→→ XXKk s , 

де ZX Xv 0)Div( ∈⊕=  є група дивізорів (Вейля) на X . З когомологічної по-
слідовності її відрізка 

00
** →→→→ QKk s  
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отримуємо ізоморфізм ),(),( 2*2 QGHKGH kk
≅
→ . Зауважимо, що 

),)(Br)(Ker(Br),(
*2 KKKGH k →=  і нагадаємо, що Теорема Тзена [6, Тh. 24] 

стверджує, що 0)(Br =K , і тому )(Br),(),(
*22 KKGHQGH kk == . Когомо-

логічною послідовністю іншого сегмента  
0)(Pic)(Div0 →→→→ XXQ  

послідовності є  

0))(Pic,())(Div,(

),())(Pic,())(Div,(
22
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Але ),())(Div,( 0 vk
r

Xvk
r DGHXGH ∈⊕= , де ZD vwv ⊕=

def
 - kG -модуль, 

індукований тривіальним )(vGk -модулем Z , і тому  

).)),(/(Gal())(Div,( 0 ZvkkHXGH sr
Xvk

r
∈⊕=  

Зокрема, 0))(Div,(1 =XGH k  і )())(Div,( )(
2

0 vkXvk GXGH Ξ⊕= ∈ . Майже за 

допомогою означення XJac , маємо точну послідовність 

.0)(Pic)(Jac0 →→→→ ZXk s
X  

Оскільки група )(Jac s
X k  подільна [4, 8.2] і k  має когомологічну розмірність 

1, 0))(Jac,(2 =s
Xk kGH , і тому 

)(),())(Pic,( 22
kkk GZGHXGH Ξ== . 

Ці результати дозволяють ототожнити наступну послідовність з шуканою: 

0)()()(Br)Jac,(0
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Наслідок 2. Якщо K  псевдоглобальне поле, то маємо точну послідов-
ність 

0/)(Br)(Br0 inv
0 → →⊕→→ ∈ ZQKK K

vXv   (2) 

Доведення. Оскільки кожен абсолютно незвідний многовид над полем k  
має k -раціональну точку, то в точній послідовності (1) 0))(Jac( ,

1 =s
Xk kGH , 

тому отримуємо точну послідовність (2). 
Твердження 3. Якщо X  многовид Севері-Брауера над полем k , то 

kGXX )(Pic)(Pic =  тоді й лише тоді, коли 0)( ≠kX . 
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Доведення. За означенням X  ізоморфний n
k

P  де Xn dim= . Отже XPic  

породжується )1(O , тобто класом гіперплощини в n
k

P . Цей клас, зрозуміло, 

інваріантний відносно G , але він лежить в X Pic  лише коли 0)( ≠kX . 
Справді, якщо XO  Pic)1( ∈ , то в цьому класі існує ефективний k -дивізор. 
n -кратний добуток )1(O  дорівнює 1 , і отже 0)( ≠kX  (за рясністю або за ду-
же загальним результатом Фултона (див. [2], Вправа. 13.7)). 

Лема 4. Нехай K  поле, що містить k . Тоді існує комутативна діаграма 

Xk

XK K
K

Br Br 

Br Br 
Res

→

↑↑

→

ψ

ψ

 

де Res  природний гомоморфізм обмеження, і KXX kK  Spec Spec×= . 

Доведення. Це безпосередній наслідок функторіальності )(Br − , оскільки 
) Spec(BrBr kk = . 

У твердженні 5 та доведенні наслідку 6 β  означає природний гомомор-
фізм з відомої точної послідовності [3] 

.'Br'Br) (Pic Pic0 XXX k
Gk →→→→ ϕβ  

Твердження 5. Нехай K  скінченне розширення поля k . Припустимо, 
що kGXX )(Pic)(Pic = . Тоді βcokerker ≈  анулюється анулюється домножен-
ням на kKd /deg= . 

Доведення. Якщо ψker∈b , то 0)Res( =bKψ , в силу Леми 4. Тепер, 

Kψ  ін’єктивне, то 0)Res( =b  і, за кообмеженням, 0)Res(Cor. == bbd . 

Наслідок 6. kGXX )(Pic)(Pic =  тоді й лише тоді, коли існує k -раціо-
нальний 0-цикл степеня 1 на X . 

Доведення. Якщо існує k -раціональний 0-цикл степеня 1 на X , то X  
містить точки у деяких скінченних розширеннях kK /  взаємно простих сте-
пенів. Отже, за Наслідком 1.3 з [1] і Твердженням 5, ker  анулюється домно-
женням на 1 . 

Означення 7. Нехай k  глобальне або псевдоглобальне поле .Означимо 
vk

vv
k G

kk
G XXXX )(Pic)(Pic)(Pic)(Pic loc =⇔=  

для кожного поповнення vk  поля k .  
Твердження 7. Якщо k  псевдоглобальне поле, то  

kk GG XXXX )(Pic)(Pic)(Pic)(Pic loc =⇒= . 
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Доведення. За наслідком 2, природне відображення 

vv kkki Br Br Br : ∏⊂⊕→  ін'єктивне. Тепер припустимо kGXX loc)(Pic)(Pic = . 
Тоді, застосовуючи Лему 4 з vkK = , і переходячи до прямого добутку, отри-
муємо комутативну діаграму 

Xk

i

Xk
vkv

Br Br 

Br Br 

→

↑↑

∏→∏ ⊂

ψ

 

Таким чином ψ  ін'єктивне. 
Позначення. Якщо k  глобальне або псевдоглобальне поле, позначимо 

0)(),(Ploc ≠⇔ vkXkX  для кожного поповнення vk  поля k . 
Враховуючи Наслідок 1.3 з [1], отримуємо: 
Наслідок 8. Якщо k  псевдоглобальне поле, то  

kGXX )(Pic)(PicPloc =⇒ . 
Наслідок 9 (Шатле). Принцип Гассе виконується для многовидів Севері-

Брауера над глобальними і псевдоглобальними полями. 
Доведення. Це безпосередній наслідок з Наслідків 8, 2 і Твердження 3. 
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HASSE PRINCIPLE FOR SEVERI-BRAUER VARIETIES OVER 

PSEUDOGLOBAL FIELDS 
 

We prove that the Hasse principle holds for Severi-Brauer varieties over 
pseudoglobal fields. The proof is based on the local-global principle for the Brauer 
group of a pseudoglobal field. 

 


