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Сучасні елементи конструкцій часто мають неоднорідну структуру, 
зокрема приповерхневу, що зумовлено як цілеспрямованим формуванням 
спеціальних властивостей приповерхневих шарів, так і їх зміною під час 
виготовлення та експлуатації за інтенсивного фізико-механічного 
навантаження. Тому важливе значеня має побудова розширених механічних і 
математичних моделей, які враховують як неоднорідність приповерхневих 
шарів тіла й залежність їх фізико-механічних властивостей від часу, так і 
вплив фізико-механічних процесів на розподіл температури, а 
опосередковано і на напружено-деформований стан в тілі. 

У багатьох випадках нагрівання тіла внаслідок дії процесів 
різноманітної фізичної природи можна враховувати за допомогою об’ємних 
джерел тепла. Наприклад ними моделюється нагрів високочастотним 
електромагнітним полем, виділення тепла за хімічних реакцій, що 
відбуваються всередині тіла, перетворення частини енергії деформування в 
тепло під час циклічного механічного навантаження та ін. [1]. Тонкі 
приповерхневі шари моделюють оболонками, а їх вплив на фізико-механічну 
поведінку тіла часто враховують під час постави задачі за допомогою 
ускладнених нестаціонарних граничних умов, в які входять зведені 
теплофізичні параметри шару [2]. Залежність від часу властивостей шару 
задають змінними коефіцієнтами граничних умов [4]. 

Розглянемо довгий суцільний циліндр радіуса 1r , тонкий приповерхне-

вий шар якого має неоднакові з основним матеріалом змінні з часом тепло-
фізичні властивості. Циліндр обмінюється теплом з довкіллям сталої темпе-
ратури і нагрівається рівномірно розподіленими по об’єму джерелами тепла 
змінної інтенсивності. Запишемо в циліндричній системі координат рівняння 
нестаціонарної теплопровідності за наявності в циліндрі джерел тепла [2] 
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де T  – температура циліндра,  W   – інтенсивність джерел тепла,   – 

коефіцієнт температуропровідності,   – оператор Лапласа в циліндричній 
системі координат. 

Вплив приповерхневого шару на процес теплопровідності в циліндрі 
задаємо за допомогою узагальнених некласичних граничних умов [2] 
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Тут  B   та  H   –змінні з часом коефіцієнт тепловіддачі з поверхні 

циліндра та зведена теплоємність приповерхневого шару, CT  – температура 

середовища. Нестаціонарна гранична умова (2) некласична, вона дозволяє 
враховувати кінетику процесу теплопровідності на поверхні тіла. 

В початковий момент часу задаємо розподіл температури за товщиною 
циліндра, а на осі циліндра — умови обмеженості розв’язку і симетрії 
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Застосовуючи розвинуту раніше методику розв’язування задач з некла-
сичними нестаціонарними умовами [3] для випадку змінних коефіцієнтів [4], 
розділимо граничну умову (2) на класичну і некласичну частини, ввівши 
межову зв’язувальну функцію   . Це дає можливість записати структуру 

розв’язку некласичної задачі у вигляді розвинення в ряд Фур’є за власними 
функціями класичної задачі з граничною умовою першого роду 

        
2

02
11

, n n
n

r
T r E J r

r
   




    . (5) 

де n  – нулі функції Бесселя  0J  , а  nE   має вигляд: 
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Записана структура розв’язку містить невідому функцію   , для якої 

отримуємо, після задоволення некласичної частини граничної умови (2), 
інтегро-диференційне рівняння з інтегральним оператором типу Вольтерри: 
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NONSTATIONARY HEATING WITH SPACED DISTRIBUTED HEAT 
SOURCES OF CYLINDER HAVING THIN SURFACE LAYER WITH 

TIME-DEPENDENT THERMAL PROPERTIES 
 

A heat-transfer problem for cylinder with thin coating having time-dependent 
thermal properties and with inner time-dependent heat sources is investigated. 


