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Фрактальна інтерполяція на сьогодні є ефективним методом при розвязанні 

задач апроксимаційного характеру (див. наприклад [6-8]). У роботах Барснлі 

[2, 3] було запропоновано використання фрактальних функцій для набли-

ження множини вихідних данних.  

У доповіді запропоновано метод фрактальної інтерполяції за допомогою 

сплайнів мінімального дефекта для апроксимації вихідних функцій. Отримано 

похибку наближення при певних обмеженнях щодо вихідних диференці-

йовних функцій з різних класів.  

Нехай 10 ... Ntt t    – дійсні числа,  0 , NI t t R   – відрізок, що 

включає ці точки, функція g  належить класу неперервних на відрізку I  функцій 

( )C I . Позначимо через 10: ... Nt tt     розбиття відрізка  0 , NI t t R  . 

Нехай 1,n n nI t t
    ,  : , 1,2,...,n nL I I n N   – гомеоморфізм такий, що 

0 1 ,( ) , ( )n n n N nL t t L t t    1 2 1 2 1 2( ) ( ) , , ,n nL c L c l c c c c I      для 

0 1.l   Розглянемо для всіх 0,1,...,n N  і ,F I R   1,n   N  непе-

рервних відображень : ,nF F R  які задовольняють умови 

0 0 1 ,( , ) , ( , 0,1,..., ,) Nn n n N N nF t x x F t x x n  

 ( , ) ( , ) , , , .n n nF t x F t y x y t I x y R       

Визначимо функції:     ( , ) ( ), ( 0,1,..., ) , ,n n nw t x L t F t n Nx   . 

Нехай   – множина неперервних функцій 
0:[ , ]Nf t t R  таких, що 

0 0( )f t x  

і ( )N Nf t x . Розглянемо метрику на   
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Зазначимо, що простір ( , )d  є метричним і повним. Визначимо відобра-

ження :T   так:
 

 1 1
1( )( ) ( ( ), ( )) , , 1,2,..., .n n n n nTf t F L t f L t t t t n N 
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( )( )Tf t  є неперервною функцією на відрізку 1[ , ]n nt t  для 1,2,...,n N  . Відоб-

раження T  є стискуючим ( , )d , бо ,
p p

Tf Ts f s     де    

0,1,...,Nmax : }{ n n  . Оскільки 1  , T визначає єдину фіксовану точку на  , 

тобто існує f   така, що ( )( ) ( )Tf t f t  для 0[ , ]Nt t t . Ця функція є фрак-

тальною інтерполяційною функцією для .nw  

Система ітераційних функцій з k  разів диференційовними фрактальними 

інтерполяційними функціями виражається наступним чином: 

1
( ) ,

( , ) ( ) ( ), 0,1,2,..., ,

n n

k k k k
nk n

L t t b
N

F t x N x s L t N b t k p

  

      

 

тобто, ( ) ( ) ( ),k k k
nk nq t s L t N b t    і ( )

( ) ( )(s ) (s ) ,
k

k
k k N

b b

  0,1,2,...,k p . 

Нехай ,1NS  – множина сплайнів порядку 1, дефекта 1 за рівномірним 

розбиттям  0,1,..., ,it i N i N    ,1 ,Ns f t  – сплайн з ,1,NS  що визначається 

для  f t C  інтерполяційними умовами    ,1 , , 0,1,..., .Ns f i N f i N i N    

Враховуючи оцінки для інтеграла 
1

,1
0

p

Nf s dt , з [1] маємо  

      1
,1 ,11/ 4 1 ,1/ , 0; 1/ 2 ,1/ , 0 3

p
N Np p

f s N p f N p f s f N p          > <  

де  ,
X

f   – модуль неперервності:      , supX X
u

f f u f


      . Якщо X  – 

нормований простір функцій  ,f t  заданих на [0,1], то при кожному ,u u    

норма обчислюється на тій частині відрізка [0,1], яка разом з точкою t  

містить також і точку ,t u  і при цьому 0 1.     

Теорема. Нехай   0d d N   таке, що 0 1d   і 21/ dN   . Для функ-

ції 1f C  та сплайна мінімального дефекту ,1 ,1N Ns S , що визначається для 

 f t C  інтерполяційними умовами:    ,1 , , 0,1,...,Ns f i N f i N i N  , при 

рівномірному розбитті   справедлива така оцінка: 

      1 2
, 1/ 4 1 ,1/ N 1/ 1 , 0;

p d
N b N pp

f s N p f N s b p        

 
     1

, 1/ 2 ,1/ 1/ 1 ,1 p 3d
N b p

p

f s f N N g b            . 

За допомогою граничного переходу при p  отримаємо відповідну оцінку 

похибки в метриці :C  

     2
, 1/ 4 ,1/ 1/ 1 .d

N b Nf s N f N N s b 
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FRACTAL INTERPOLATION BY SPLINES IN H  

 
A family of interpolating mappings associated to splines with minimal defect is defined. 

Under some hypotheses, and using Hermite polynomials techniques, bounds of 

interpolation error for function are obtained. 


