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Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·)
та породженою нормою ‖·‖. Розглядається варiацiйна нерiвнiсть:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C, (1)

де C – непорожня опукла та замкнена пiдмножина простору H, A : H →
H – монотонний та лiпшицевий (зi сталою L > 0) оператор. Множину
розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (1) позначимо через S.

Задача (1) – зручна загальна форма запису рiзних задач, що вини-
кають в математичнiй фiзицi, оптимальному керуваннi та дослiдженнi
операцiй.

Для розв’язання (1) розглянемо такий метод [1–3]: задаємо x1 = y0 ∈ C
та генеруємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C за допомогою iтерацiйної
схеми {

yn = PC (xn − λnAyn−1) ,
xn+1 = PC (xn − λnAyn) ,

(2)

де λn > 0.
Мають мiсце такi результати [2, 3].

Теорема 1. Нехай S 6= ∅. Припустимо, що λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(
0, 1

3L

)
. Тодi

породженi методом (2) послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються до
розв’язку z̄ ∈ S варiацiйної нерiвностi (1), причому limn→∞ ‖xn−yn‖ = 0.

Теорема 2. Нехай C ⊆ H – непорожня опукла замкнена обмеже-
на множина. Нехай (yn) – послiдовнiсть, що породжена методом (2) з
λn = 1

3L , тобто, 
x1 = y0 ∈ C,
yn = PC

(
xn − 1

3LAyn−1
)
,

xn+1 = PC
(
xn − 1

3LAyn
)
.

Тодi для послiдовностi середнiх zN = 1
N

∑N
n=1 yn має мiсце оцiнка

gap (zN ) = sup
y∈C

(Ay, zN − y) ≤
3L supy∈C ‖x1 − y‖

2

2N
.
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Теорема 3. Нехай A : H → H – рiвномiрно монотонний на обме-
жених пiдмножинах множини C ⊆ H та L-лiпшицевий на множинi C
оператор, z̄ ∈ C – єдиний розв’язок варiацiйної нерiвностi (1). Припу-
стимо, що λn ∈

[
λ, λ

]
⊆
(
0, 1

3L

)
. Тодi породженi методом (2) послiдов-

ностi (xn), (yn) сильно збiгаються до z̄.

Подiбнi результати отриманi для методу екстраполяцiї з минулого з
адаптивним вибором λn [3]: обираємо елементи x1 = y0 ∈ C, τ ∈

(
0, 13
)
,

λ1 > 0. Покладаємо n = 1.

1. Обчислити
yn = PC(xn − λnAyn−1).

2. Обчислити
xn+1 = PC(xn − λnAyn).

Якщо xn+1 = xn = yn, то зупинити та xn – розв’язок. Iнакше пере-
йти на крок 3.

3. Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 0,

min
{
λn,

τ
2
‖yn−1−yn‖2+‖xn+1−yn‖2)
(Ayn−1−Ayn,xn+1−yn)

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

Робота виконана за фiнансової пiдритмки МОН України (проєкт «Об-
числювальнi алгоритми i оптимiзацiя для штучного iнтелекту, медицини
та оборони», 0122U002026) та НАН України (проєкт «Новi субградiєнтнi
та екстраградiєнтнi методи для негладких задач регресiї», 0124U002162).

1. Malitsky Yu. V., Semenov V. V. An extragradient algorithm for monotone variational
inequalities // Cybernetics and Systems Analysis. – 2014. – Vol. 50. – P. 271–277.

2. Семенов В. В. Варiацiйнi нерiвностi: теорiя та алгоритми. – Київ: ВПЦ «Київ-
ський унiверситет», 2021. – 167 с.

3. Семенов В. В., Харьков О. С. Алгоритм екстраполяцiї з минулого для варiацiй-
них нерiвностей в гiльбертовому просторi // Журнал обчислислювальної та при-
кладної математики. – 2023. – № 2. – С. 52–82.

EXTRAPOLATION FROM THE PAST FOR VARIATIONAL
INEQUALITIES

The report considers variational inequalities with monotone operators acting in
a Hilbert space. For these problems, variants of the Extrapolation from the Past
method have been proposed and studied. A sub-linear efficiency bound for the gap
function is proved. The strong convergence of the Extrapolation from the Past
method for variational inequalities with uniformly monotone operators is proved.
An adaptive version of the algorithm is proposed.
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