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Бездисперсiйне рiвняння Нижника

utxy = (uxxuxy)x + (uxyuyy)y (1)

є бездисперсiйною границею дiйсного симетричного потенцiального рiв-
няння Нижника, яке отримують введенням потенцiалiв у дiйснiй версiї
системи Нижника [2], яка є однiєю з перших вiдомих (1+2)-вимiрних
iнтегровних моделей. У лiтературi рiвняння (1) також називають без-
дисперсiйним рiвнянням Нижника–Новiкова–Вєсєлова або бездисперсiй-
ним рiвнянням Новiкова–Вєсєлова; див. обговорення iсторiї рiвняння (1)
в статтi [1]. Використовуючи результати [1] щодо максимальної алгебри
лiївської iнварiантностi g рiвняння (1) та його псевдогрупи точкової си-
метрiї G, у статтi [3] прокласифiковано одно- та двовимiрнi пiдалгебри
алгебри g i побудовано широкi сiм’ї iнварiантних розв’язкiв цього рiвня-
ння.

Оскiльки будь-яка функцiя вигляду u = w(t, x) + w̃(t, y), що вiдпо-
вiдає адитивному роздiленню змiнних, є розв’язком рiвняння (1), таке
роздiлення тривiальне для цього рiвняння. Тому для пошуку нелiївських
розв’язкiв рiвняння (1), якi узагальнюють його iнварiантнi розв’язки, в [3]
застосовано мультиплiкативне роздiленням змiнних x i y: u = ϕ(t, x)ψ(t, y),
де ϕx 6= 0 i ψy 6= 0.

Пiсля пiдстановки цього анзацу у рiвняння (1), часткового роздiлення
змiнних x i y та диференцiювання отриманого рiвняння за обома цими
змiнними, отримано систему, яка еквiвалентна парi перевизначених си-
стем на функцiї ϕ i ψ,

(ϕxxϕx)x
ϕx

= αϕ+ β,
ϕtx

ϕx
= γϕ+ δ;

(ψyyψy)y
ψy

= −αψ + γ,
ψty

ψy
= βψ − δ,

що пов’язанi параметр-функцiями α, β, γ i δ змiнної t. Цi системи мож-
на проiнтегрувати вiдносно ϕ i ψ та, використовуючи умови сумiсностi

http://www.iapmm.lviv.ua/chyt2024



Конференцiя молодих учених «Пiдстригачiвськi читання – 2024»
27–29 травня 2024 р., Львiв

(ϕx)t = (ϕt)x i (ψy)t = (ψt)y, розщепити вiдносно цих же функцiй. Та-
ким чином, отримано системи на зазначенi параметр-функцiї та додатковi
функцiї ζ0, ζ1, ζ2, θ0, θ1, θ2 змiнної t:

αβ = αγ = βγ = 0, αt = 0, βt =
5

3
γζ1 − αζ2, γt =

5

3
βθ1 + αθ2,

ζ1t = 3γζ0 − 3βζ2, θ1t = 3βθ0 − 3γθ2, ζ0t = −ζ1ζ2, θ0t = −θ1θ2.

Було виокремлено чотири можливих випадки. При α 6= 0 отримано
α = const, β = γ = ζ2 = θ2 = 0, а отже ζ0, ζ1, θ0 i θ1 є константами.
Вiдповiдну сiм’ю G-нееквiвалентних розв’язкiв рiвняння (1) побудовано
у виглядi u = ϕ(x)ψ(y), де∫

dϕ

(ϕ3 + c1ϕ+ c2)1/3
= x,

∫
dψ

(ψ3 + c3ψ + c4)1/3
= −y.

Для β 6= 0 маємо α = γ = 0, а тому θ0 = θ1 = 0, що суперечить умовi
нетривiальностi ψy 6= 0. Випадок γ 6= 0 зводиться до випадку β 6= 0 за
допомогою перестановки x i y. Якщо ж α = β = γ = 0, то ζ1 i θ1 —
константи, ζ0 = −

∫
ζ1ζ2dt i θ0 = −

∫
θ1θ2dt. Отже, з точнiстю до G-

еквiвалентностi побудовано ще такi розв’язки рiвняння (1):

u =
(
|x|3/2 + ζ(t)

)(
|y|3/2 + θ(t)

)
, u =

(
x+ ζ(t)

)
|y|3/2,

де ζ i θ — достатньо гладкi функцiї змiнної t.
Авторка висловлює вдячнiсть доктору фiзико-математичних наук, профе-

сору Роману Омеляновичу Поповичу та доктору фiзико-математичних наук
Вячеславу Миколайовичу Бойку за визначення напрямку дослiдження та по-
становку задач. Це дослiдження пiдтримано грантом вiд Simons Foundation
(1290607, O.O.V.).
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MULTIPLICATIVE SEPARATION OF VARIABLES
FOR FINDING SOLUTIONS

OF THE DISPERSIONLESS NIZHNIK EQUATION
Using multiplicative separation of variables, we construct non-Lie solutions of
the dispersionless Nizhnik equation, which generalize invariant solutions of this
equation.
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