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Запропоновано методику дослідження термонапруженого стану в’язко-
пружних структурно неоднорідних тіл при відпалі. Розроблено відповідне 
програмне забезпечення і виконано низку обчислювальних експериментів 
для конкретних термочутливих структурно неоднорідних тіл при відпалі.  

Задачу про визначення напружено-деформованого стану в структурно 
неоднорідному тілі сформульовано у квазістатичній постановці в перемі-
щеннях. Неоднорідну структуру тіла враховано через фізико-механічні 
характеристики, які є залежними від просторових координат і температури.   

Тіло піддається технологічному нагріванню від початкової температури 
0t  до деякої максимальної температури maxt , витримці при температурі maxt  

(при якій відбувається релаксація залишкових напружень в тілі) з подальшим 
охолодженням до початкової температури, яке здійснюється шляхом конвек-
тивного теплообміну із зовнішнім середовищем з температурою ( )ct t  через 
частину поверхні tG , tr Î G

r , тепловим потоком ( )q t  через частину поверхні 

qG , qr Î G
r , t qG È G = G , а також розподіленими у тілі джерелами тепла по-

тужності ( , )Q r t
r , r Î W

r . 
Температурне поле в тілі описує рівняння теплопровідності 
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 – оператор Гамільтона; ( , )k r tr  – коефіцієнт теплопровідності; 
( , )r tr
r  – густина; ( , )c r tr  – питома теплоємність; t  – біжучий час; rr  – радіус-

вектор точки; nr  – зовнішня нормаль до поверхні; a  – коефіцієнт тепловіддачі.  
Для опису процесів деформування в тілі використано рівняння термо-

в’язкопружності (модель Максвела): 
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де e%{ }  – компоненти девіатора деформацій; ee%{ } , ce%{ }  – компоненти девіа-
тора пружних і в’язких деформацій відповідно; 0s  – середнє нормальне на-
пруження; 0e  – середнє відносне видовження; te  – температурна деформа-
ція; 0 ( , )r tK

r  – модуль об’ємного стиску. 
Розглянуто випадок малих деформацій. В області W  повинні також ви-

конуватися геометричні співвідношення Коші між деформаціями та пере-
міщеннями, рівняння рівноваги за відповідних крайових умов. 

При розв’язуванні системи рівнянь термомеханіки використано метод 
зважених залишків в поєднанні з методом скінченних елементів [1]. 

Внаслідок стандартної скінченно-елементної дискретизації задачу теп-
лопровідності (1)–(4) зведено до системи диференціальних рівнянь відносно 
невідомих значень температури у вузлах скінченно-елементного поділу: 
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Тут [ ]tC , [ ]tK , tf{ }  – відповідні матриці теплопровідності та теплоємності, 
а також вектор температурного навантаження. 

Повну систему рівнянь, які описують термов’язкопружне деформування 
тіла, зведено до інтегрального рівняння Вольтерри другого роду: 
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де [ ]uK , 1[ ]F , 0F{ } , 2F{ }  – відповідно матриці жорсткості і вектори наванта-
ження. 

Досліджено напружений стан порожнистого циліндра за заданих режи-
мів відпалу з урахуванням різного типу його структурної неоднорідності. 
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ANNEAL OF STRUCTURALLY NONHOMOGENEOUS BODIES 
 

The method for calculating the stress state of а viscoelastic structurally nonhomogeneous 
bodies during annealing is proposed. The stress state of a structurally nonhomogeneous 
hollow cylinder under a given annealing mode is researched. 

 


