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ÓÄÊ 519.6 
 
С. М. Шахно 
 
ПРО ДВОКРОКОВИЙ ІТЕРАЦІЙНИЙ ПРОЦЕС В УЗАГАЛЬНЕНИХ УМОВАХ 
ЛІПШИЦЯ ДЛЯ ПОДІЛЕНИХ РІЗНИЦЬ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 
 

Ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ äâîêðîêîâîãî ³òåðàö³éíîãî ìåòîäó íüþòîí³âñüêîãî 
òèïó, ÿêèé âèêîðèñòîâóº àïðîêñèìàö³þ ïîõ³äíî¿ Ôðåøå íåë³í³éíîãî îïåðà-
òîðà ïîä³ëåíèìè ð³çíèöÿìè. Âèâ÷åíî ëîêàëüíó çá³æí³ñòü ìåòîäó â óìîâàõ, 
êîëè ïåðø³ ïîä³ëåí³ ð³çíèö³ çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåí³ óìîâè Ë³ïøèöÿ. 
Âñòàíîâëåíî óìîâè òà øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ öüîãî ìåòîäó, çíàéäåíî îáëàñòü 
ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ. 

 
1. Âñòóï. Íåõàé F  – íåë³í³éíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé íà îïóêë³é ìíî-

æèí³ D  áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X  ç³ çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîð³ Y . 
Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³âíÿííÿ 

 ( ) 0F x =  (1) 

øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü ³òåðàö³éíî-ð³çíèöåâ³ ìåòîäè. Ïåðåâàãîþ öèõ ìåòî-
ä³â º òå, ùî âîíè âèêîðèñòîâóþòü ó ñâî¿õ ³òåðàö³éíèõ ôîðìóëàõ ò³ëüêè çíà-
÷åííÿ íåë³í³éíîãî îïåðàòîðà ³ íå âèìàãàþòü àíàë³òè÷íî çàäàíèõ ïîõ³äíèõ. 
Íàéïðîñò³øèì ìåòîäîì òàêîãî òèïó º ìåòîä õîðä [3–6] 

 
1

1 1( , ) ( ),           0,1,n n n n nx x F x x F x n
−

+ −= − = [ ] , (2) 

äå ( , )F u v  – ïîä³ëåíà ð³çíèöÿ îïåðàòîðà F  çà òî÷êàìè u  òà v  [6]; 0 1,x x−  

– ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ. Îäíàê ìåòîä õîðä çá³ãàºòüñÿ äî ðîçâ’ÿçêó ç³ øâèäê³ñ-

òþ ç ïîðÿäêîì 1 5 1.618
2

+ ≈ . 

Ó ïðàöÿõ [1, 7, 9] äîñë³äæåíî ³òåðàö³éíèé ð³çíèöåâèé ìåòîä ç ïîðÿäêîì 

çá³æíîñò³ 1 2+ : 

 
1

1 ( , ) ( )n n n n nx x F x y F x
−

+ = − [ ] , 

 
1

1 1 1( , ) ( ),         0,1,n n n n ny x F x y F x n
−

+ + += − = [ ] ,  (3) 

äå 0x  ³ 0y  – çàäàí³ ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ. Éîãî ïðèðîäíî ââàæàòè äâîêðîêî-

âîþ ìîäèô³êàö³ºþ ñàìå ìåòîäó õîðä (2), à íå ìåòîäó Íüþòîíà [2, 3], ó ÿê³é 
çàì³ñòü çíà÷åííÿ 1nx −  ç ïîïåðåäíüî¿ ³òåðàö³¿ áåðóòü äîïîì³æíó òî÷êó ny , 

îá÷èñëåíó ïîä³áíèì ÷èíîì. Çàóâàæèìî, ùî ìåòîäè (2) ³ (3) âèìàãàþòü äâîõ 
ð³çíèõ ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü. 

Ó ñòàòò³ [1] ïðè äîñë³äæåíí³ ìåòîäó (3) àâòîðè âèìàãàëè ³ñíóâàííÿ ³ îá-
ìåæåíîñò³ ïîä³ëåíèõ ð³çíèöü äðóãîãî ïîðÿäêó, à â [9] – âèêîíàííÿ óìîâè 
Ë³ïøèöÿ äëÿ äðóãèõ ïîõ³äíèõ â³ä íåë³í³éíîãî îïåðàòîðà. Ó ïðàö³ [7] äîñë³ä-
æåíî ìåòîä (3) çà ñëàáøèõ âèìîã äî îïåðàòîðà, à ñàìå: çà óìîâè, ùî ïîä³-
ëåí³ ð³çíèö³ ïåðøîãî ïîðÿäêó îïåðàòîðà F  çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ãåëüäåðà 
ç³ ñòàëîþ Ãåëüäåðà.  

Ó ïðàö³ [8] äëÿ äîñë³äæåííÿ ìåòîäó Íüþòîíà ââåäåíî óçàãàëüíåí³ óìî-
âè Ë³ïøèöÿ äëÿ îïåðàòîðà ïîõ³äíî¿, â ÿêèõ çàì³ñòü ñòàëî¿ Ë³ïøèöÿ âèêî-
ðèñòàíî äåÿêó äîäàòíó ³íòåãðîâíó ôóíêö³þ. 

Ó ö³é ïðàö³ ââåäåíî àíàëîã³÷í³ óçàãàëüíåí³ óìîâè Ë³ïøèöÿ äëÿ îïåðà-
òîðà ïîä³ëåíî¿ ð³çíèö³ ïåðøîãî ïîðÿäêó ³ ïðè öèõ óìîâàõ äîñë³äæåíî çá³æ-
í³ñòü ìåòîäó (3). Çàçíà÷èìî, ùî óìîâà Ë³ïøèöÿ ç êîíñòàíòîþ Ë³ïøèöÿ º 
÷àñòêîâèì âèïàäêîì â³äïîâ³äíî¿ óçàãàëüíåíî¿ óìîâè Ë³ïøèöÿ, à ç îòðèìà-
íèõ íèæ÷å ðåçóëüòàò³â âèïëèâàþòü âæå â³äîì³ òåîðåòè÷í³ òâåðäæåííÿ. 

2. Çâè÷àéí³ òà óçàãàëüíåí³ óìîâè Ë³ïøèöÿ äëÿ ïîä³ëåíèõ ð³çíèöü. 
Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ ïîä³ëåíèõ ð³çíèöü ïåðøîãî ïîðÿäêó â³ä îïåðàòîðà F  
òà óìîâ Ë³ïøèöÿ äëÿ ïîä³ëåíèõ ð³çíèöü ïåðøîãî ïîðÿäêó. 
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Íåõàé F  – íåë³í³éíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé íà ï³äìíîæèí³ D  ë³í³é-
íîãî ïðîñòîðó X  ç³ çíà÷åííÿìè â ë³í³éíîìó ïðîñòîð³ Y , ³ x , y  – äâ³ ô³ê-

ñîâàí³ òî÷êè ç D . Îáìåæåíèé ë³í³éíèé îïåðàòîð ( , )F x y  íàçèâàºòüñÿ ïîä³-

ëåíîþ ð³çíèöåþ â³ä F  çà òî÷êàìè x  ³ y , ÿêùî â³í çàäîâîëüíÿº óìîâó 

 ( , )( ) ( ) ( )F x y x y F x F y− = − . (4) 

Ó âèïàäêó x y=  áóäåìî ââàæàòè ( , ) ( )F x x F x′= , äå F′  – ïîõ³äíà Ôðå-

øå íåë³í³éíîãî îïåðàòîðà F . 
Óìîâó íà îïåðàòîð ïîä³ëåíî¿ ð³çíèö³ ( , )F x y  

 ( , ) ( , )         , , ,F x y F u v L x u y v x y u v D− ≤ − + − ∀ ∈( )  (5) 

íàçèâàþòü óìîâîþ Ë³ïøèöÿ â îáëàñò³ D  ç³ ñòàëîþ Ë³ïøèöÿ L . 
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 0 0( , ) :B x r x x x r= − <{ }  êóëþ ðàä³óñà r  ç öåíòðîì 

â òî÷ö³ 0x . 

ßêùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà 

 0 0 0 0( , ) ( )       , ( , )F x y F x L x x y x x y B x r′− ≤ − + − ∀ ∈( ) , (6) 

òî ¿¿ íàçèâàºìî öåíòðàëüíîþ óìîâîþ Ë³ïøèöÿ â êóë³ 0( , )B x r  ç³ ñòàëîþ L .  

ßêùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà 

 1
0 0 0 0( ) ( , )                ( , )F x F x x I L x x x B x r−′ − ≤ − ∀ ∈ , (7) 

òî ¿¿ íàçèâàºìî ðàä³àëüíîþ óìîâîþ Ë³ïøèöÿ â êóë³ 0( , )B x r  ç³ ñòàëîþ L .  

Óìîâè (5)–(7) íàçèâàòèìåìî çâè÷àéíèìè óìîâàìè Ë³ïøèöÿ. 
 Îäíàê L  â óìîâàõ Ë³ïøèöÿ íå îáîâ’ÿçêîâî ìàº áóòè ñòàëîþ, à ìîæå 
áóòè äîäàòíîþ ³íòåãðîâíîþ ôóíêö³ºþ. Ó öüîìó ðàç³ óìîâè (5)–(7) çàì³íþ-
þòüñÿ â³äïîâ³äíî íà 

 
0

   ( , ) ( , ) ( )         , , ,
x u y v

F x y F u v L z dz x y u v D
− + −

− ≤ ∀ ∈∫ , (8) 

 
0 0

0 0
0

( , ) ( ) ( )          , ( , )
x x y x

F x y F x L z dz x y B x r
− + −

′− ≤ ∀ ∈∫ , (9) 

òà 

 
0

1
0 0 0

0

( ) ( , ) ( )             ( , )
x x

F x F x x I L z dz x B x r
−

−′ − ≤ ∀ ∈∫ . (10) 

Îäíî÷àñíî óìîâè (8)–(10) íàçèâàºìî â³äïîâ³äíèìè óçàãàëüíåíèìè óìîâàìè 
Ë³ïøèöÿ àáî óìîâàìè Ë³ïøèöÿ ç L  â ñåðåäíüîìó. 
 Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð, ìîæåìî îò-
ðèìàòè áåçïîñåðåäíüî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò. 

 Ëåìà 1. Íåõàé ³ñíóº 1( )F x∗ −′ , F  ìàº ïîä³ëåí³ ð³çíèö³ ( , )F x y  â êóë³ 

( , )B x r∗ , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü öåíòðàëüíó óìîâó Ë³ïøèöÿ ç L  ó ñåðåäíüîìó 

 
( ) ( )

1

0

( ) ( , ) ( )          , ( , )
x y

F x F x y I L u du x y B x r
ρ +ρ

∗ − ∗′ − ≤ ∀ ∈∫ , 

äå ( )x x x∗ρ = −  ³ L  – äîäàòíà ³íòåãðîâíà ôóíêö³ÿ. Íåõàé r  çàäîâîëü-

íÿº íåð³âí³ñòü 

 
2

0

( ) 1
r

L u du ≤∫ . 
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Òîä³ ïîä³ëåíà ð³çíèöÿ ( , )F x y  îáîðîòíà â ö³é êóë³ ³  

 
( ) ( ) 1

1

0

( , ) ( ) 1 ( )
x y

F x y F x L u du
ρ +ρ −

− ∗  ′ ≤ − 
 ∫ . 

Ä î â å ä å í í ÿ.  Ñïðàâä³, 

 1 1 1( , ) ( ) ( ) ( , )F x y F x I I F x F x y− ∗ ∗ − −′ ′= − − ≤{ ( )}  

 
( ) ( ) 1

0

1 ( )
x y

L u du
ρ +ρ −

 ≤ − 
 ∫ . ◊ 

3. Ëîêàëüíà çá³æí³ñòü ìåòîäó (3). Ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ óìîâ ³ 
øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ ìåòîäó íàâåäåíî â òàê³é òåîðåì³. 

Òåîðåìà 1. Íåõàé F  – íåë³í³éíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé íà â³äêðèò³é 
îïóêë³é ìíîæèí³ D  áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X  ç³ çíà÷åííÿìè ó áàíàõîâîìó 
ïðîñòîð³ Y . Ïðèïóñòèìî, ùî: 

(³) ð³âíÿííÿ ( ) 0F x =  ìàº ðîçâ’ÿçîê ( , )x B x r D∗ ∗∈ ⊂ , ³ñíóº ïîõ³äíà 

Ôðåøå ( )F x∗′  ³ âîíà º îáîðîòíîþ;  

(³³) F  ìàº ïîä³ëåí³ ð³çíèö³ ( , )F x y  â ( , )B x r∗ , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü öåíò-

ðàëüíó óìîâó Ë³ïøèöÿ ç L  â ñåðåäíüîìó 

 
( ) ( )

1

0

( ) ( , ) ( , ) ( )
x y

F x F x x F x y L u du
ρ +ρ

∗ − ∗ ∗′ − ≤ ∫( ) , (11) 

äå , ( , ),  ( )x y B x r x x x∗ ∗∈ ρ = −  ³ L  – íåñïàäíà ôóíêö³ÿ;  

(³³³) r  çàäîâîëüíÿº íåð³âí³ñòü 

 

3

0
2

0

( )

1

1 ( )

r

r

L u du

L u du

≤

−

∫

∫
. (12) 

Òîä³ ìåòîä (3) çá³ãàºòüñÿ äëÿ âñ³õ 0 0, ( , )x y B x r∗∈  òàêèõ, ùî 0( )yρ <  

0( )x< ρ , ³ äëÿ 0,1,n =   

 

( )

0 1
1 ( ) ( )

0

0

( ) ( )

( ) ( )
( )

1 ( )

n

n n

y

n

n n nx y

L u du x
q

x x x y
x

L u du

ρ

∗
+ ρ +ρ

ρ

− ≤ ≤ ρ ρ
ρ

−

∫

∫
,  (13) 

 

1 ( )

1
0 2

1 1( ) ( )
1

0

( ) ( )

( ) ( )
( )

1 ( )

n n n

n n

x x y

n

n n nx y

L u du x
q

y x x x
x

L u du

+ − +ρ

+
∗

+ +ρ +ρ

ρ

− ≤ ≤ ρ ρ
ρ

−

∫

∫
,  (14) 

äå âåëè÷èíè 

 

0 1 0 0

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

0 0
1 2( ) ( ) ( ) ( )

0 0

( ) ( )

,          

1 ( ) 1 ( )

x x x y

x y x y

L u du L u du

q q

L u du L u du

ρ ρ +ρ +ρ

ρ +ρ ρ +ρ= =

− −

∫ ∫

∫ ∫
 (15) 

ìåíø³ â³ä 1. 
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Ä î â å ä å í í ÿ.  Âèáåðåìî äîâ³ëüíî 0 0, ( , )x y B x r∗∈ , äå r  çàäîâîëü-

íÿº íåð³âí³ñòü (12). Òîä³ 1q  ³ 2q , âèçíà÷åí³ çà (15), ìåíø³ â³ä 1. Ñïðàâä³, çà 

ìîíîòîííîñò³ L  îòðèìàºìî 

 
2 1 2 1

1
2 1 2 2 10 0 0

1 1 1 1 1( ) ( )
t t t t

t

L u du L u du
t t t t t

    − = + − ≥        
∫ ∫ ∫ ∫   

 
2 1

1

2 1
1 1 1

2 2 1 2 2 10

1 1 1 1 1( ) ( ) 0
t t

t

t t
L t du L t t

t t t t t t
−      ≥ + − = + − =          

∫ ∫  

äëÿ 1 20 t t< < . Îòæå, ôóíêö³ÿ 
0

1 ( )
t

L u du
t ∫  º íåñïàäíîþ â³äíîñíî t . 

Òåïåð ìàºìî  

 

0

0 0

( )

0 0
1 0 0( ) ( ) 2

0
00

( ) ( )

( ) ( )

1 ( )( ) 1 ( )

y r

x y r

L u du L u du

q y y

r L u duy L u du

ρ

ρ +ρ= ρ ≤ ρ ≤
   −ρ −      

∫ ∫

∫∫
 

 
0

1
y x

r

∗−
≤ < , 

 

0 1 0

0 0

( ) ( ) ( )

0
2 0 1 0( ) ( )

0 1 0
0

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 1 ( )

x x y

x y

L u du

q x x y

x x y L u du

ρ +ρ +ρ

ρ +ρ
= ρ + ρ + ρ ≤

 ρ + ρ + ρ − 
 

∫

∫
( )

( )

 

 

3

0
0 1 02

0

( )

( ) ( ) ( )

3 1 ( )

r

r

L u du

x x y

r L u du

≤ ρ + ρ + ρ ≤
 − 
 

∫

∫
( )  

 0 1 0( ) ( ) ( )
1

3

x x y

r

ρ + ρ + ρ
≤ < . 

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ ( , )n n nA F x y= . Î÷åâèäíî, ÿêùî , ( , )n nx y B x r∗∈ , 

òî îïåðàòîð nA  º îáîðîòíèì ³ âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 1
( ) ( )

0

1( )

1 ( )
n n

n x y
A F x

L u du

−
∗ ρ +ρ

′ ≤

− ∫
. (16) 

Ä³éñíî, ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè (11) îòðèìàºìî 

 
( ) ( )

1 1

0

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
n nx y

n n nI F x A F x F x x F x y L u du
ρ +ρ

∗ − ∗ − ∗ ∗′ ′− = − ≤ ∫( ) . 

  (17) 
Âðàõîâóþ÷è òîòîæí³ñòü 

 
11 1( ) ( )n nI I F x A A F x

−∗ − − ∗′ ′− − =( )[ ]  

³ íåð³âí³ñòü (17), çà òåîðåìîþ Áàíàõà îòðèìàºìî (16).  
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  Òåïåð ç (3) ìîæíà çàïèñàòè 

 1
1 ( ) ( )n n n nx x x x A F x F x∗ ∗ − ∗

+ − = − − − =( )  

 1 ( , ) ( )n n n nA F x x A x x− ∗ ∗= − − − ≤( )  

 1 1( ) ( ) ( , )n n n nA F x F x F x x A x x− ∗ ∗ − ∗ ∗′ ′≤ − −( ) . (18) 

Çã³äíî ç óìîâàìè òåîðåìè ìàºìî 

 1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )n n n n nF x F x x A F x F x x F x y∗ − ∗ ∗ − ∗′ ′− = − ≤( ) ( )  

 
( )

0

( )
ny

L u du
ρ

≤ ∫ . 

Ç (18), âðàõîâóþ÷è (16), (17), îòðèìóºìî ïåðøó íåð³âí³ñòü ç (13).  
Àíàëîã³÷íî ç ð³âíîñò³ 

 1
1 1 1( ) ( )n n n ny x x x A F x F x∗ ∗ − ∗

+ + +− = − − − =( )  

 1
1 1( , ) ( )n n n nA F x x A x x− ∗ ∗

+ += − − − =( )  

 1 1
1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )n n n n nA F x F x F x x F x y x x− ∗ ∗ − ∗ ∗

+ +
′ ′= − − −( )[ ]  

îòðèìóºìî ïåðøó íåð³âí³ñòü ç (14). 
Âçÿâøè 0n =  â (13), (14), îòðèìóºìî 

 1 1 0 0 0x x q y x y x x x r∗ ∗ ∗ ∗− ≤ − < − < − < , 

 1 2 1 1y x q x x x x r∗ ∗ ∗− ≤ − < − < . 

Îòæå, 1 1, ( , )x y B x r∗∈ . Öå ïîêàçóº, ùî (3) ìîæíà ïðîäîâæèòè íåñê³í÷åííó 

ê³ëüê³ñòü ðàç³â. Çà ìàòåìàòè÷íîþ ³íäóêö³ºþ, âñ³ 0n nx ≥{ }  ³ 0n ny ≥{ }  íàëåæàòü 

( , )B x r∗  ³ ( )nxρ , ( )nyρ  ìîíîòîííî ñïàäàþòü. Òîìó äëÿ âñ³õ 0,1,n =   ìàºìî 

 
0 0

( )

0
1 ( ) ( )

0

( )

( ) ( )

( ) 1 ( )

ny

n n nx y

n

L u du

x x y x

y L u du

ρ

∗
+ ρ +ρ

− ≤ ρ ρ ≤
 

ρ − 
 

∫

∫
 

 

0( )

0 1
2

0
0

0

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) 1 ( )

y

n n n nr

L u du
q

y x y x
y

y L u du

ρ

≤ ρ ρ = ρ ρ
ρ 

ρ − 
 

∫

∫
, 

 

1( ) ( ) ( )

0
1 ( ) ( )

1
0

( )

( ) ( ) ( ) 1 ( )

n n n

n n

x x y

n x y

n n n

L u du

y x

x x y L u du

+ρ +ρ +ρ

∗
+ ρ +ρ

+

− ≤ ×
 

ρ + ρ + ρ − 
 

∫

∫( )

 

 1 1( ) ( ) ( ) ( )n n n nx x x y+ +× ρ ρ + ρ + ρ ≤( )  

 

1 0 0

0 0

( ) ( ) ( )

0
( ) ( )

1 0 0
0

( )

( ) ( ) ( ) 1 ( )

x x y

x y

L u du

x x y L u du

ρ +ρ +ρ

ρ +ρ≤ ×
 

ρ + ρ + ρ − 
 

∫

∫( )

 

 2
1 1 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )n n n n n n

q
x x x y x x

x+ + +× ρ ρ + ρ + ρ ≤ ρ ρ
ρ

( ) . 
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Îòæå, ñïðàâäæóþòüñÿ ïðàâ³ ÷àñòèíè íåð³âíîñòåé (13) ³ (14).  
Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
Íàñë³äîê 1. ²òåðàö³éíèé ïðîöåñ (3) çá³ãàºòüñÿ äî íóëÿ ôóíêö³¿ F  ïðè-

íàéìí³ ç ïîðÿäêîì 1 2+ . 
Ä î â å ä å í í ÿ.  Ïîçíà÷èìî òåïåð  

1 2

0 1
,    ,   0,1,2, ,   

( ) ( )n n n n

q q
a x x b y x n C

x x
∗ ∗= − = − = =

ρ ρ
 . 

Ç îö³íîê (13), (14) äëÿ 0,1,2,n =   îòðèìóºìî 

 1 2
1 1 1

0 1
,          

( ) ( )n n n n n n

q q
a a b b a a

x x+ + +≤ ≤
ρ ρ

. (19) 

²ç (19) âèïëèâàº, ùî äëÿ 1,2,n =   ñïðàâäæóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 

 2 21 2 1 2
1 1 1 1

0 1 0 1( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n n

q q q q
a a a a a a Ca a

x x x x+ − − −≤ = =
ρ ρ ρ ρ

, (20) 

òîáòî 

 
2

1 1n n nx x C x x x x∗ ∗ ∗
+ −− ≤ − − . 

²ç ö³º¿ íåð³âíîñò³ îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîðÿäêó çá³æíîñò³ 
ìåòîäó (3): 

 2 2 1 0t t− − = . 

ªäèíèé äîäàòíèé êîð³íü öüîãî ð³âíÿííÿ 1 2t∗ = +  ³ º ïîðÿäêîì çá³æíîñò³ 
ìåòîäó. ◊ 

4. Îáëàñòü ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó. 

Òåîðåìà 2. Íåõàé ( ) 0F x∗ = , ³ñíóº 1( )F x∗ −′ , F  ìàº ïîä³ëåí³ ð³çíèö³ 

( , )F x x∗  â ( , )B x r∗ , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ðàä³àëüíó óìîâó Ë³ïøèöÿ ç L  â ñå-
ðåäíüîìó 

 
( )

1

0

( ) ( , ) ( )        ( , )
x

F x F x x I L u du x B x r
ρ

∗ − ∗ ∗′ − ≤ ∀ ∈∫ ,  (21) 

äå ( )x x x∗ρ = −  ³ L  – äîäàòíà ³íòåãðîâíà ôóíêö³ÿ. Íåõàé r  çàäîâîëü-

íÿº íåð³âí³ñòü 

 
0

( ) 1
r

L u du ≤∫ . 

Òîä³ ð³âíÿííÿ (1) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê x∗  â ( , )B x r∗ . 

Ä î â å ä å í í ÿ.  Ïðèïóñòèìî, ùî 0 ( , )x B x r∗∈ , 0x x∗≠ , – òàêîæ ðîç-

â’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1). Òîä³ ìàºìî 1
0( ) ( ) 0F x F x∗ −′ = . Îòæå, 

 1
0 0 0( ) ( )x x x x F x F x∗ ∗ ∗ −′− = − − =  

 1
0 0( ) ( )( ) ( ) ( )F x F x x x F x F x∗ − ∗ ∗ ∗′ ′= − − + =[ ]  

 1
0 0( ) ( ) ( , ) ( )F x F x F x x x x∗ − ∗ ∗ ∗′ ′= − − =[ ]  

 1
0 0( ) ( , ) ( )I F x F x x x x∗ − ∗ ∗′= − −[ ] . 

Ç ðàä³àëüíî¿ óìîâè Ë³ïøèöÿ â ñåðåäíüîìó äëÿ ïîä³ëåíèõ ð³çíèöü (21) 
îòðèìàºìî 
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 1
0 0 0( ) ( , )x x I F x F x x x x∗ ∗ − ∗ ∗′− ≤ − − ≤  

 
0( )

0 0 0
0 0

( ) ( )
x r

L u du x x L u du x x x x
ρ

∗ ∗ ∗≤ − < − ≤ −∫ ∫ . 

Öå ñóïåðå÷èòü íàøîìó ïðèïóùåííþ. Òàêèì ÷èíîì, çâ³äñè âèïëèâàº, ùî 

0x x∗= . Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Ïîêëàâøè, ùî L  º êîíñòàíòîþ, ç òåîðåì 1 ³ 2 îòðèìóºìî áåçïîñåðåä-
íüî òàê³ íàñë³äêè. 

Íàñë³äîê 2. Ïðèïóñòèìî, ùî x∗  çàäîâîëüíÿº (1), ³ñíóº ïîõ³äíà Ôðåøå 

( )F x∗′ , ÿêà º îáîðîòíîþ, ³ íåõàé F  ìàº ïîä³ëåí³ ð³çíèö³ ( , )F x y  â ( , )B x r∗ , 
ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü öåíòðàëüíó óìîâó Ë³ïøèöÿ  

 1( ) ( , ) ( , )F x F x x F x y L x x y x∗ − ∗ ∗ ∗ ∗′ − ≤ − + −( ) ( )  

äëÿ âñ³õ , ( , )x y B x r∗∈ , L  – äîäàòíå ÷èñëî ³ 1
5

r
L

= . 

Òîä³ ìåòîä (3) çá³ãàºòüñÿ äëÿ âñ³õ 0 0, ( , )x y B x r∗∈  òàêèõ, ùî 0( )yρ <  

0( )x< ρ , ³  

 1 2
1 1 1

0 1
( ) ( ),     ( ) ( )

( ) ( )n n n n n n

q q
x x x y y x x x

x x
∗ ∗

+ + +− ≤ ρ ρ − ≤ ρ ρ
ρ ρ

,  

äå âåëè÷èíè 

 0 1 0 0
1 2

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
,             

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

L x L x x y
q q

L x y L x y

ρ ρ + ρ + ρ
= =

− ρ + ρ − ρ + ρ
( )

( ) ( )
 

ìåíø³ â³ä 1, ( )x x x∗ρ = − , 0,1,n =  . 

 Íàñë³äîê 3. Ïðèïóñòèìî, ùî x∗  çàäîâîëüíÿº (1), ( ) 0F x∗ = , ³ñíóº ïî-

õ³äíà Ôðåøå ( )F x∗′ , ÿêà º îáîðîòíîþ, ³ íåõàé F  ìàº ïîä³ëåí³ ð³çíèö³ 

( , )F x x∗  â ( , )B x r∗ , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ðàä³àëüíó óìîâó Ë³ïøèöÿ  

 1( ) ( , ) ( , )F x F x x F x x L x x∗ − ∗ ∗ ∗ ∗′ − ≤ −( )  

äëÿ âñ³õ ( , )x B x r∗∈ , L  – äîäàòíå ÷èñëî òà 1r
L

= .  

Òîä³ ð³âíÿííÿ (1) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ó â³äêðèò³é êóë³ ( , )B x r∗ . Á³ëü-
øå òîãî, ðàä³óñ êóë³ r  çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä L . 

5. Âèñíîâêè. Îòæå, â ö³é ïðàö³ ââåäåíî óçàãàëüíåí³ óìîâè Ë³ïøèöÿ äëÿ 
ïîä³ëåíèõ ð³çíèöü ïåðøîãî ïîðÿäêó â³ä íåë³í³éíîãî îïåðàòîðà. Ïðè öèõ 
óìîâàõ âèâ÷åíî çá³æí³ñòü äâîêðîêîâîãî ³òåðàö³éíîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
íåë³í³éíèõ îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü, îòðèìàíî óìîâè òà îö³íêè çá³æíîñò³ ³òåðà-
ö³éíîãî ïðîöåñó. Çíàéäåíî îáëàñòü ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ. 
ßê ÷àñòêîâ³ âèïàäêè îòðèìàíî ðåçóëüòàòè äëÿ âèïàäêó çâè÷àéíèõ óìîâ 
Ë³ïøèöÿ.  
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О ДВУХШАГОВОМ ИТЕРАЦИОННОМ ПРОЦЕССЕ В ОБОБЩЕННЫХ УСЛОВИЯХ ЛИПШИЦА 
ДЛЯ РАЗДЕЛЕННЫХ РАЗНОСТЕЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
 
Èññëåäîâàí äâóõøàãîâûé èòåðàöèîííûé ìåòîä íüþòîíîâñêîãî òèïà äëÿ ðåøåíèÿ 
íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóþùèé àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíîé 
Ôðåøå îïåðàòîðà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðàçäåëåííûìè ðàçíîñòÿìè. Èçó÷åíà ëî-
êàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà â óñëîâèÿõ, êîãäà ïåðâûå ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè óäîâ-
ëåòâîðÿþò îáîáùåííûì óñëîâèÿì Ëèïøèöà. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ è ñêîðîñòü ñõî-
äèìîñòè ýòîãî ìåòîäà, íàéäåíà îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ.  
 
ON TWO-STEP ITERATIVE PROCESS UNDER GENERALIZED LIPSCHITZ CONDITIONS 
FOR THE FIRST ORDER DIVIDED DIFFERENCES  
 
A two-step iterative method of the Newton type for solving the nonlinear operator equa-
tions using approximation of the Frechet derivative of nonlinear operator by divided 
differences is investigated. Local convergence of the method under conditions that the 
first order divided differences satisfy the generalized Lipschitz conditions is studied. 
The conditions and speed of convergence of this method are determined, the domain of 
uniqueness of equation’s solution is found.  
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