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Розглянемо в гільбертовому просторі H  зі скалярним добутком ( , )u v  і 

нормою || || ( , )u u u  абстрактну задачу Коші 
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де A – самоспряжений додатно визначений оператор зі щільною в H  облас-
тю визначення ( )D A H . 

В [1, 2] доведено, що за умови скінченної гладкості початкового вектора 

0 ( ), 1x D A   , розв'язок ( )x t  задачі (2) може бути зображений рядом 
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де 0   – довільне число, (0) ( )pL t – поліноми Лагерра [3], I – одиничний опе-

ратор, 1( ) ( )T I A I A
       – перетворення Келі оператора A . 

Зазначимо, що при 0   сума ( )x t  ряду (3) є неперервною функцією 
для всіх 0t   і може розглядатися як узагальнений розв'язок задачі (2). 

За наближений розв’язок задачі (2) візьмемо частинну суму ряду (3): 
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Для точності цього наближення доведено теореми, які підсилюють ре-
зультати [4]. 
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Теорема 1. Нехай оператор A  і початковий вектор 0x  задачі (2) 

задовольняють умови 0 0* , 0A A I     , 0 ( ),  0x D A   , 00     . 
Тоді точність наближеного розв'язку (3) характеризується оцінкою 
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Теорема 2. Оцінка (5) непокращувана за порядком N , точніше: 
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для всіх *N N , де *N  – деяке натуральне число, 0C   – не залежна від N  
стала. 
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THE UNIMPROVABLE ESTIMATE OF THE CAYLEY TRANSFORM METHOD 

FOR THE OPERATOR EXPONENTIAL FUNCTION IN A HILBERT SPACE 
We obtain the accuracy estimate of the Cayley transform method for solving the initial value 
problem for the first-order differential equation with a self adjoint positive definite operator 
in a Hilbert space. The estimate indicates that the order of accuracy automatically depends 
on smoothness of the exact solution (that is the proposed method does not have the 
saturation of accuracy). We also establish that the estimate is unimprovable in order. 


