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Нехай ,m nF  і , [ ]m nF   – множини ( )m n -матриць над полем F  та кіль-
цем многочленів [ ]F   відповідно, ,0m n  – нульова ( )m n -матриця. Матриця 

,( ) ( [ ])n nA M F   , яку запишемо у вигляді 
0

( ) r r i
ii

A A 


   , де ,i n nA F , 
0,1, ,i r  , називається регулярною многочленною матрицею степеня r , 

якщо 0det 0A   [1] і неособливою, якщо det ( ) 0A   . 
Очевидно, що для матриць ,( ) [ ]n nA F    і ,( ) [ ]n mB F    існують мат-

риці ,( ), ( ) [ ]n mP Q F     такі, що ( ) ( ) ( ) ( )B A P Q      , де ,( ) 0n mQ    , або 
deg ( ) deg ( )Q A   . Якщо матриця ( )A   є регулярною, то ( )P   і ( )Q   ви-
значені однозначно [1]. У загальному випадку ( )P   і ( )Q   для матриць 

( )A   і ( )B   не завжди визначені однозначно. Нижче наведемо умови, за 
яких для матриць ( )A   і ( )B   матриці ( )P   і ( )Q   визначені однозначно. 

Теорема 1. Нехай 
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неособлива нижня трикутна матриця і ,( ) [ ]n mB F   . Тоді для матриць 
( )A   і ( )B   існує єдина пара матриць ,( ), ( ) [ ]n mP Q F     таких, що 
( ) ( ) ( ) ( )B A P Q      , де ,( ) 0n mQ   або степені елементів k -го рядка 

матриці ( )Q   є менші за степінь елемента ( )ka  , тобто 

1 2deg ( ) ( ) ( ) deg ( ), 1, 2, , .k k km kq q q a k n        
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Наслідок 1. Нехай ,( ) [ ], det ( ) 0,n nA F A      і ,( ) [ ]n mB F   . Нехай, 
далі, ( ) ( , [ ])W GL n F    така, що ( ) ( ) ( )AA W H     – форма Ерміта 

матриці ( )A  , тобто 
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, де 

( ) [ ]ih F    – унітальні многочлени. Крім цього, якщо ( ) constih   , то 
( ) 0ijh   , і якщо deg ( ) 1ih   , то deg ( ) deg ( )ij ih h    для всіх 1 j i n   . 

Тоді для ( )A   і ( )B   існує єдина пара матриць ,( ), ( ) [ ]n mP Q F     
таких, що ( ) ( ) ( ) ( )B A P Q      , де ,( ) 0n mQ    або степені елементів k -
го рядка матриці ( )Q   менші за степінь елемента ( )kh  , тобто 

1 2deg ( ) ( ) ( ) deg ( )k k km kq q q h     , 1, 2, ,k n  . 

Нехай ,( ) [ ]n nA F   , ,( ) [ ]m mB F    і ,( ) [ ]n mC F   . На підставі Теоре-
ми 1 та Наслідку 1 дістаємо умови, за яких для матричного рівняння 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A X Y B C        існує єдиний “мінімальний” розв’язок 0 ( )X  , 

0 ,( ) [ ]n mY F   , тобто такий, що на елементи матриць 0 0( ) та ( )X Y   накла-
дено певні обмеження (див. [2] – [5]). Зауважимо, що наведені вище тверд-
ження узагальнюються для матриць над областями елементарних дільників.  
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ON DIVISIBILITY OF POLYNOMIAL MATRICES OVER A FIELD 

We give conditions under which for a nonsingular triangular polynomial ( )n n -matrix 
( )A   and a polynomial ( )n m -matrix ( )B   over a field F  there exists a unique pair of 

polynomial ( )n m -matrices ( )P   and ( )Q   over the field F  such that 
( ) ( ) ( ) ( )B A P Q      . Obtained results are applied to find special solutions of the 

Sylvester type matrix polynomial equation. 




