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Íàãàäà¹ìî, ùî êîëè M ∈ 2N , àáî iíøèìè ñëîâàìè M ⊆ N , òî ÷èñëî

x = x (M) =
∑
n∈M

un =

∞∑
n=1

εnun, (1)

äå

εn =

{
1,ïðè n ∈ M,
0,ïðè n /∈ M,

íàçèâà¹òüñÿ íåïîâíîþ ñóìîþ (ïiäñóìîþ) ðÿäó. Ìíîæèíà óñiõ ÷èñåë âèäó
(1) ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê E(un) òà íàçèâà¹òüñÿ íåïîâíîþ ñóìîþ âiäïîâiäíîãî
ðÿäó

∑
un.

Ó ðîáîòàõ [1] òà [2] âñòàíîâëåíî, ùî ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì äîâiëüíî-
ãî çáiæíîãî äîäàòíîãî ðÿäó ¹ îäíi¹þ ç òðüîõ òèïiâ: ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì
âiäðiçêiâ, ãîìåîìîðôíîþ äî ìíîæèíè Êàíòîðà àáî M-êàíòîðâàëîì (ñèìå-
òðè÷íèì êàíòîðâàëîì).

Íà ñüîãîäíiøíié äåíü íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî ìíîæèíà
íåïîâíèõ ñóì çáiæíîãî äîäàòíîãî ðÿäó ¹ êàíòîðâàëîì àáî ¹ ãîìåîìîð-
ôíîþ äî ìíîæèíè Êàíòîðà (ç äîäàòíîþ ìiðîþ Ëåáåãà àáî íóëåâî¨ ìiðè
Ëåáåãà òà äðîáîâî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à) çàëèøàþòüñÿ íå-
âiäîìèìè. Òîìó íàóêîâöi ðîçâ'ÿçóþòü öþ çàäà÷ó äëÿ ïåâíèõ êëàñiâ ðÿäiâ
(áiãåîìåòðè÷íèõ, ìóëüòèãåîìåòðè÷íèõ, ðÿäiâ ç óçàãàëüíåíèõ ÷èñåë Ôiáî-
íà÷÷i, ðÿäiâ ç ïåâíîþ óìîâîþ îäíîðiäíîñòi).

Ðîçãëÿíåìî ðÿä

∞∑
n=1

an = k1 sinx+ · · ·+ km sinx+ · · ·+ k1 sinx
n + · · ·+ km sinxn + . . . , (2)

äå k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ km � ôiêñîâàíi äiéñíi ÷èñëà òà x ∈ (0, 1).
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Ïîçíà÷èìî K = k1 + k2 + · · ·+ km. Ïðè 0 < x < 1 ðÿä (2) ¹ çáiæíèì,
îñêiëüêè ç íåðiâíîñòi sinx < x ìè ìàòèìåìî, ùî

K
∞∑

n=1

sinxn < K
∞∑

n=1

xn =
Kx

1− x
.

Ìè âèâ÷à¹ìî òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ìíîæèíè E(an) äëÿ ðÿäó (2)
çàëåæíî âiä çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ k1, . . . , km, x.

Òåîðåìà 1. ßêùî ðÿä (2) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

x ≥ d

K + d
,

d = max
1≤j≤m

dj , dj =
π

2
kj − kj+1 − kj+2 − · · · − km,

òî E(an) ¹ âiäðiçêîì.

Òåîðåìà 2. ßêùî äëÿ ðÿäó (2) iñíóþòü íàòóðàëüíi ÷èñëà n0 òà n∗

òàêi, ùî êîæíå ç ÷èñåë n0, n0 + 1, n0 + 2, . . . , n0 + n∗ ìîæå áóòè ïðåä-
ñòàâëåíèì ó âèãëÿäi ñóìè ÷èñåë k1, k2, . . . , km òà ïàðàìåòð x çàäîâiëüíÿ¹
íåðiâíiñòü

π

2n∗ + π
≤ x ≤ 2km

Kπ + 2km
,

òî ìíîæèíà E(an) ¹ êàíòîðâàëîì.

Òåîðåìà 3. ßêùî äëÿ ðÿäó (2) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

x ≤ l

K + l
,

l = min
1≤j≤m

lj , lj =
2

π
kj − kj+1 − kj+2 − · · · − km,

òî E(an) ¹ ìíîæèíîþ êàíòîðiâñüêîãî òèïó.
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CANTORVALS AND TRIGONOMETRIC FUNCTIONS

We study properties of the set of subsums for convergent series

k1 sinx+ · · ·+ km sinx+ · · ·+ k1 sinxn + · · ·+ km sinxn + . . . ,

where k1, k2, k3, . . . , km are �xed positive integers and 0 < x < 1. Depends on

parameter x this set can be a �nite union of closed intervals or Cantor-type set

or even Cantorval.
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