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Íåõàé Ai, Bi i = 1, 2 � n × n ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè ç êâàäðàòè-
÷íîãî êiëüöÿ K = Z[

√
k], E(a) � åâêëiäîâà íîðìà a ∈ K. Ïàðè ìàòðèöü

(A1, A2) i (B1, B2) íàçèâà¹ìî (z,k)-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü òàêà îáî-
ðîòíÿ ìàòðèöÿ S íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë Z i îáîðîòíi ìàòðèöi Q1, Q2

íàä êâàäðàòè÷íèì êiëüöåì K, ùî A1 = SB1Q1, A2 = SB2Q2. Ó [1, 2]
âiäíîñíî öi¹¨ åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ ïåâíèõ êëàñiâ ïàð ìàòðèöü (A,B) íàä
êâàäðàòè÷íèì åâêëiäîâèì êiëüöåì ç êàíîíi÷íèìè äiàãîíàëüíèìè ôîðìà-
ìè DA = diag(µA

1 , ..., µ
A
n ), DB = diag(µB

1 , ..., µ
B
n ), âñòàíîâëåíî ¨õ çâiäíiñòü

äî ïàðè òðèêóòíèõ ôîðì (TA, TB), òîáòî

TA = SAQ1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
µA
1 0 · · · 0

tA21 µA
2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
tAn1 tAn2 · · · µA

n

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (1)

äå
tAij = 0, ÿêùî µA

i = 1, i, j = 1, ..., n, j < i, (2)

E(tAij) < E(µA
i ), ÿêùî tAij ̸= 0, i, j = 1, ..., n, j < i, (3)

i

TB = SBQ2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
µB
1 0 · · · 0

tB21 µB
2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
tBn1 tBn2 · · · µB

n

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (4)

äå
tBij = 0, ÿêùî µB

i = 1, i, j = 1, ..., n, j < i, (5)

E(tBij) < E(µB
i ), ÿêùî tBij ̸= 0, i, j = 1, ..., n, j < i. (6)
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Ïàðó ìàòðèöü (TA, TB), äå TA i TB ìàòðèöi âèãëÿäó (1) i (4) ç óìî-
âàìè (2), (3) i (5), (6), âiäïîâiäíî, íàçèâà¹ìî ñòàíäàðòíîþ ïàðîþ ïàðè
ìàòðèöü (A,B). Ñòàíäàðòíi ïàðè ïàð ìàòðèöü âèçíà÷àþòüñÿ íåîäíîçíà-
÷íî.

Ñåðåä êâàäðàòè÷íèõ êiëåöü ¹ åâêëiäîâi êâàäðàòè÷íi êiëüöÿ, êiëüöÿ
ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ÿêi íå ¹ åâêëiäîâèìè, à òàêîæ ¹ êâàäðàòè÷íi êiëüöÿ,
ÿêi íå ¹ êiëüöÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Ñòðóêòóðà ìàòðèöü íàä êîæíèì iç
öèõ êiëåöü ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ. Òîìó äîñëiäæåííÿ ìàòðèöü, çîêðåìà ¨õ
åêâiâàëåíòíîñòåé, ïîòðåáó¹ îêðåìîãî âèâ÷åííÿ íàä êîæíèì iç íèõ.

Ðîçãëÿíåìî (z,k)-åêâiâàëåíòíiñòü ïàð ìàòðèöü (A,B) íàä êâàäðàòè-
÷íèì åâêëiäîâèì óÿâíèì êiëüöåì Z[

√
−2]. ×èñëî ñòàíäàðòíèõ ïàð ìà-

òðèöü íàä öèì êiëüöåì ¹ ñêií÷åííèì. Ìè âñòàíîâëþ¹ìî îöiíêó ÷èñëà
ñòàíäàðòíèõ ïàð äëÿ äåÿêîãî êëàñó ïàð ìàòðèöü íàä öèì êâàäðàòè÷íèì
êiëüöåì.

Íåõàé A i B � n × n ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè ç êâàäðàòè÷íîãî êiëü-
öÿ Z[

√
−2]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåçMTA ìíîæèíó âñiõ ìàòðèöü TA âèãëÿäó (1)

äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2), (3). Àíàëîãi÷íî, MTB � ìíîæèíà âñiõ
òðèêóòíèõ ìàòðèöü TB âèãëÿäó (4) äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè (5), (6).
×åðåç M(TA,TB) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ïàð ìàòðèöü (TA, TB), äå

TA ∈MTA , TB ∈MTB .

Òåîðåìà 1. Íåõàé E(detA) < 4, E(detB) < 4 i (E(detA), E(detB)) = 1.
Òîäi ñòàíäàðòíîþ ïàðîþ ïàðè ìàòðèöü (A,B) ¹ êîæíà ïàðà (TA, TB) iç
ìíîæèíè M(TA,TB) i ¨õ ÷èñëî ¹ ìàêñèìàëüíèì.
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EQUIVALENCE OF PAIRS OF MATRICES OVER THE

QUADRATIC RING Z[
√
−2]

The (z,k)-equivalence of pairs of matrices over the quadratic ring Z[
√
−2] is

investigated. It is established that the number of standard forms of pairs of matri-
ces over this ring is �nite and given bounds for this number.
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