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З використанням варіаційного принципу Гамільтона сформульовано си-

стему балансових рівнянь та крайові умови лінійних некласичних задач ло-
кально градієнтної електромеханіки. Згадана система рівнянь враховує вплив 
мікроструктури, мікроінерції та динамічного флексоелектричного ефекту на 
динамічну поведінку поляризовних неферомагнітних пружних тіл. Вона 
ґрунтується на градієнтного типу рівняннях стану локально градієнтної теорії 
діелектриків [1], яка враховує вплив вплив мікроструктури матеріалу на пове-
дінку поляризовних тіл. При записі варіаційного рівняння враховано, що гус-
тина кінетичної енергії, окрім стандартного інерційного доданку, пропорцій-
ного вектору швидкості, містить також доданок, пропорційний градієнту век-
тора швидкості, та доданок, який включає часові похідні від вектора поляри-
зації: 
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Тут  – густина маси матеріалу, iu  та πe
j  – компоненти вектора переміщення 

та питомої поляризації, *l – характерна віддаль для мікроінерції, ijM – флек-
содинамічні коефіцієнти, крапка над символом відзначає похідну по часу. За-
значимо, що характерна віддаль для мікроінерції тісно пов’язана з мікро-
структурою матеріалу (сталою гратки кристалічного матеріалу, розміром зер-
на тощо). За такого опису у рівнянні балансу лінійного моменту порівняно з 
класичною теорією виникають доданки, пропорційні другій похідній по часу 
від вектора поляризації та мішаним похідним від вектора переміщення по ча-
совій та просторових змінних. Згадані доданки контролюють вплив динаміч-
ного флексоелектричного ефекту та мікроінерції на механічний рух твердих 
діелектричних тіл. Показано, що отримана система рівнянь угоджується з ре-
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зультатами, отриманими Юдіним та Таганцевим [2] у рамках узагальненої те-
орії флексоелектрики, що враховує залежність енергії деформації від градієн-
та тензора деформації. Аналіз отриманих результатів засвідчив, що сформу-
льована система рівнянь описує електромеханічну взаємодію у діелектрич-
них матеріалах із високим рівнем симетрії кристалічної гратки. Вона є корис-
ною для вивчення поверхневих і розмірних ефектів у дрібномасштабних 
структурах, а також дослідження впливу мікроструктури матеріалу на статич-
ний та динамічний відгуки пружних тіл, які працюють на високих частотах. 

З використанням рівнянь локальної градієнтної електропружності про-
аналізовано поширення плоскої гармонічної хвилі у безмежному ізотропному 
діелектрику. Показано, що плоска поздовжня пружна хвиля є дисперсійною 
на високих частотах через вплив динамічного флексоелектричного ефекту. 
Дисперсія вираженіша у випадку коротких хвиль. Отримані результати можуть 
бути використані для теоретичного аналізу поширення високочастотних по-
верхневих і плоских хвиль у поляризовних пружних структурах. 
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VARIATIONAL FORMULATION OF BOUNDARY PROBLEMS 
OF LOCAL GRADIENT ELECTROELASTICITY INCORPORATING MICRO-INERTIA 

AND FLEXODYNAMIC EFFECT 
The non-classical theories of electroelasticity are extensively used to study wave propaga-
tion in dielectrics and the mechanical response of small-scale structures to dynamic loads. 
In this work, using the Hamilton variation principle and the gradient-type constitutive rela-
tions of the local gradient electrothermoelasticity, the governing equations and correspon-
ding boundary conditions for piezoelectric solids are derived. To take the micro-inertia and 
dynamic flexoelectric effects into account, it is assumed that the kinetic-energy density func-
tion includes three terms. The first term contains the velocity vector (the classical inertia 
term), the second term involves the velocity gradients whereas the third one includes the 
first-time derivatives of the polarization vector. As a result, within this higher-grade theory, 
the linear moment balance equation additionally contains the phenomenological coefficients 
controlling the dynamics of polarization and one material constant (the micro-inertia length 
scale parameter) to capture the micro-inertia effect. Making use of the obtained system of 
governing equations, the propagation of a plane harmonic wave is analyzed. It is shown that 
the local gradient theory of dielectrics with dynamic flexoelectric effect allows for capturing 
the experimentally observed phenomenon of high-frequency dispersion of a longitudinal 
elastic wave. This research can be useful for the study of surface and size effects in small-
scale structures as well as static and dynamic responses of microstructure-dependent solids 
having complex shapes and operating at high frequencies. 


