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Розглядається контактна осесиметрична задача для півпростору зі штам-

пом, поверхня якого має складну форму. Відомо, що під дією такого штампа 
контакт буде здійснюватися на окремих, наперед невідомих ділянках контак-
ту. Задачі такого типу достатньо вивчені для випадку гладких штампів пара-
болоїдного типу, або кільцевих штампів, у яких виникає тільки одна ділянка 
контакту. Область контакту визначають, розв’язуючи відповідну систему ал-
гебраїчних рівнянь, які отримують з умови, що на краях ділянок контакту 
контактні напруження дорівнюють нулю. Наведено алгоритм, який базується 
на сумісному використанні методу інтегральних рівнянь-нерівностей та квад-
ратичного програмування. 

Приймемо, що рівняння основи штампа має вигляд ( )z g r , штамп до 
втискання дотикається до межі півпростору 0z  , відоме вертикальне змі-
щення штампа 0w  ( 0 0w  ). Розглядаємо випадок, коли штамп є гладким і 
область контакту є наперед невідомою. Треба знайти ділянки контакту і роз-
поділ контактних напружень. 

Використаємо відоме співвідношення для переміщень межі півпростору 
0z  , навантаженого нормально прикладеними зусиллями ( ) ( ,0)zr r    на 

проміжку a r b   у вигляді 
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еліптичний інтеграл першого роду [1], 0 1x  . 
При наперед незаданій області контакту умови запишемо у вигляді аль-

тернативних рівнянь-нерівностей Сіньйоріні при a r b   [3] 
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( ) ( )p     , а відрізок [ , ]a b  повинен вміщувати область контакту. 
 

* http://iapmm.lviv.ua/mpmm2023/materials/me03_05.pdf 



Int. Scientific Conference “Current Problems of Mechanics and Mathematics – 2023” (May 23–25, 2023, Lviv, Ukraine) 
http://iapmm.lviv.ua/mpmm2023/materials/proceedings.mpmm2023.pdf 

 

  
148 

Побудуємо квадратурну формулу для інтеграла вигляду 
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q F r d   . (2) 

Неперервну функцію q  на проміжку a r b   опишемо лінійними, кус-
ково-неперервними інтерполяційними функціями: 

    
0

N
n h n

n
q r q S r r


  ,  

1 | | / , | | ,
0, | | ;h
x h x h

S x
x h

 
  

 (3) 

де  n nq q r , 0r a , 1j jr r h   , 0, 1j N  , 1N  – кількість вузлових 
точок, ( )/h b a N  – крок розбиття. Тоді для інтеграла (2) отримуємо 
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ючи в системі рівнянь-нерівностей (1) інтеграли квадратурними формулами 
[2], отримуємо алгебраїчну систему рівнянь-нерівностей 
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де ( )n nW W r , ( )n n nq r p r , 0 , , Nr r – вузлові точки, 0r a , Nr b . Ця сис-
тема рівнянь-нерівностей має єдиний розв’язок, оскільки доведено, що вихід-
на контактна задача має єдиний розв’язок. 

Показано, що розроблений алгоритм, є ефективним і дає змогу розв’язу-
вати осесиметричні контактні задачі для півпростору за дії штампів складних 
форм. 
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NUMERICAL ALGORITHM FOR DETERMINING THE CONTACT STRESSES FOR 
STAMPS OF COMPLEX SHAPE WITH PREVIOUSLY UNKNOWN CONTACT AREAS 

A numerical algorithm for solving an axisymmetric elasticity problem on the interaction of 
an elastic half-space with a stamp whose surface has a complex shape has been constructed. 
Under the action of such a stamp, contact occurs on separate, preliminary unknown contact 
areas. The contact problem is formulated in the form of Signorini's integral inequalities, 
which, using quadrature formulas for singular integrals, are transformed into a system of li-
near algebraic inequalities. The solution of the system is reduced to finding the minimum of 
the quadratic form under linear constraints on the unknown contact stresses. 


