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Нехай у пружному ізотропному середовищі знаходиться тонке дискове 

п’єзокерамічне (за кругової поляризації) включення змінної товщини, яке за-
ймає область ( , ) : 0 ,  ( ) ( )W r z r a f r z f r        { } , де Or z – циліндрич-
на система координат; a  і ( ) ( ) ( ) ( )h r f r f r f r     [ ] – радіус і товщина 
включення;  – малий безрозмірний параметр, що характеризує відносну тов-
щину включення. Електропружна система перебуває в умовах осесиметрич-
ного кручення та динамічних навантажень. 

Рівняння руху і рівняння Максвелла для матеріалу включення у цилінд-
ричній системі координат запишемо [1]: 
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0
r , 0

z  – компоненти тензора напружень; 0u – відмінна від нуля компонен-

та вектора зміщень; 0
rD  та 0

zD  – компоненти вектора індукції електричного 

поля 0D ; 0 0k c /  та 2
0 44 01c c  ( )/ – хвильове число та швидкість 

поперечних хвиль у включенні; 0 , 44c , 15e , 11  – густина, пружна та 
п’єзоелектрична сталі, діелектрична проникність матеріалу включення; 

2
15 44 11e c  ( )/ – коефіцієнт електромеханічного зв’язку. 
Матеріальні рівняння для матеріалу включення мають вигляд 
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 0 0
11 15( , ) ( , )p r z r z e    / , (3) 

де 0 ( , )r z – електричний потенціал включення. 
Розглянуто випадок ідеального механічного контакту між складовими 

композиту. Зокрема, на лицьових поверхнях включення маємо: 

  0 0( , ) ( , ),        ( , ) ( , ),        ,n nu r z u r z r z r z r z W       , (4) 

де n z z r rn n      , 0 0 0
n z z r rn n      , 1zn   , 2 ( )rn f r

  . 
Для електроізольованого та заземленого включення на поверхні неодно-

рідності виконуються відповідно граничні умови: 

 0 ( , ) 0nD r z  ,    0 , 0r z  ,     ,r z W , (5) 

де 0
n z z r rD D n D n  . Тут  ,u r z ,  ,r r z  та  ,z r z  – повні поля змі-

щень та напружень у матриці. 
Оскільки відносна товщина включення мала, для отримання наближених 

розв’язків задачі використовуємо методи теорії сингулярних збурень [2, 3], по-
даючи шукані величини у вигляді асимптотичних розкладів за степенями  . 

Характер цих розкладів визначається співвідношенням між параметром 
контрастності жорсткостей складових електропружної системи 44c    та 
 . Тому розглядаються три різні діапазони зміни параметра  : 1) 1/     ; 
2) 0     ; 3) 1/      . Діапазон 1 відповідає неконтрастним неоднорід-
ностям, діапазони 2 та 3 описують випадки включень малої та великої жорст-
костей. 

Досліджено напружено-деформований стан тіла в околі гострокінцевих 
включень. 
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DYNAMIC INTERACTION OF ELASTIC BODY WITH THIN PIEZOCERAMIC 

INCLUSION OF VARIABLE THICKNESS 

A mathematical models of dynamic interaction of a thin piezoceramic inclusion of variable 
thickness with isotropic elastic medium under axisymmetric torsion of a composite are cons-
tructed. Conditions of the perfect mechanical contact on the interface of components are sa-
tisfied. Cases of electrically insulated and grounded piezoceramic inclusions are conside-
red. Modeling is performed using the theory of singular perturbations. 


