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Вступ. Будемо використовувати такі позначення: p  – p -вимірний тор 

( / 2 )pR Z , 1( , , ) p
px x x  , 1( / , , / )x pD i x i x       , 1( , , ) p

pk k k Z , 

1 pk k k   , 1 1( , ) p pk x k x k x   , i  – уявна одиниця, 
hom

,Poln p  – множина 

усіх однорідних поліномів степеня n  від p  змінних, A  – міра Лебега вимірної 

множини AR ; , 0qH q  , – гільбертів простір усіх тригонометричних рядів   
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має різні ненульові суто уявні  -корені 1( ), , ( )nk k  . Відомо (див., напр. [2]), 

що для кожного pkZ , 0k  , виконуються оцінки  

 1( ) 1 ,         1, ,j k C k j n   ( ) , (2) 

де 1C  – додатна стала, що не залежить від pkZ , 0k  . Умови коректної роз-

в’язності задачі Ніколетті для гіперболічного рівняння типу Ейлера 
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пов’язані із властивостями таких характеристичних визначників [1, 2]: 
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Зокрема, при виконанні умови 
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nk k   Z  (6) 

задача (5), (6) має єдиний формальний розв’язок, що зображується рядом 

 
,

,

, 1

( )
( , ) ( , ) exp( , )

( )p

n
j q

j k q
nj qk

k
u t x y t k ik x

k


 


 

Z

, (7) 

де , ( )j q k  – алгебричне доповнення елемента 
1( / ) ( , )j

q jtd dt y t k
, , 1, ,j q n , у 

визначнику ( )n k , а ,j k , pkZ , – коефіцієнти Фур’є функцій ( )j x , 

1, ,j n  . Якщо, крім умови (5), існує така стала  , що для всіх (крім, можливо, 

скінченної кількості) векторів pkZ  справджується нерівність  

 | ( ) |n k k   , (8) 

то можна встановити збіжність ряду (7) у шкалі просторів [1, ];( )nC T H , R , 

якщо 
jj H   для деяких j R , 1, ,j n . Тому для обгрунтування корект-

ності задачі (3), (4) актуальним завданням є дослідження питання про 

можливість виконання оцінки (8). У цьому й полягає основна мета даної праці. 

Тут доведено оцінку (8) для випадку, коли вузли інтерполяції 1, , nt t  в умовах 

Ніколетті (6) є логарифмічно рівновіддаленими, тобто виконуються рівності  

 11 ,      1, , ,      1j
jt t j n t   .  (9) 
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За допомогою метричного підходу [3, 4] показано (див. нижче теорему 1), що 

при ( 1) ( 1)/2p n n    оцінка (8) виконується для майже всіх (стосовно міри 

Лебега в R ) чисел 1/
1 (1, ]nt T  для всіх (крім, можливо, скінченної кількості) 

векторів pkZ . Для доведення теореми 1 використано допоміжні твердження: 

лему 1 про оцінки мір виняткових множин гладких функцій спеціального вигля-

ду, лему 2 про оцінку знизу модулів чисел ( )j k  та їх різниць ( ) ( )j qk k  , а 

також лему Бореля-Кантеллі. Зауважимо, що метричні оцінки для характеристич-

ного визначника задачі Ніколетті для рівняння зі змінними коефіцієнтами є 

новими; раніше такі оцінки встановлено у [2] для випадку рівняння зі сталими 

коефіцієнтами.  

2. Допоміжні твердження.  

Для доведення основного результату використовуємо такі допоміжні 

твердження.  

Для функції :f I  R , заданої на проміжку I  R , через ( , , )E f I , 0  , 

позначимо множину ( , , ) : ( )E f I t I f t    { } . 

Лема 2 [1]. Нехай функція ( )f t  має вигляд  
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де ,j jp C , 1, ,j m , причому 1 0mp p   .  

Якщо для всіх [ , ] [1, )t a b    виконується умова  
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Лема 2 [2]. Існують сталі 3 4, 0C C   такі, що для всіх pkZ , 0k  , 

виконуються оцінки  

 3| ( ) ( ) |j qk k C k   , 1,n j q    (10) 

 4| ( ) |j k C k  , 1, ,j n . (11) 

Лема 3 (Бореля-Кантеллі, [3, 4]). Нехай ( 1, 2, )qA q   – послідовність 

вимірних за Лебегом множин з R , причому ряд 
1

k

k

A




  є збіжним. Тоді міра Ле-

бега множини тих дійсних чисел, які належать до нескінченної кількості 



ISSN 1816-1545   Фізико-математичне моделювання та інформаційні технології 
2023, вип. 36, 96-100 

 99 

множин qA , дорівнює нулю.  

3. Метричні оцінки для характеристичного визначника у випадку логариф-

мічно рівновіддаленних вузлів.  

Встановимо оцінки знизу для визначника (5) у випадку, коли вузли 1, , nt t  є 

членами геометричної прогресії зі знаменником 1/
1 (1, ]nt T , тобто виконуються 

рівності (9). У цьому випадку визначник (5) обчислюється за формулою  
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При виведенні (12) враховано формулу для визначника Вандермонда чисел  
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Теорема 1. Нехай справджуються рівності (9). Тоді нерівність (8) 

виконується для майже всіх (стосовно міри Лебега в R ) чисел 1/
1 (1, ]nt T  для 

всіх (крім, можливо, скінченної кількості) pkZ , якщо ( 1) ( 1)/2p n n   . 

Доведення . Враховуючи, що 1( ), , ( )nk k   суто уявні числа, за допомогою 

елементарних перетворень формули (12) одержуємо, що  
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де 1,  , 0pn j q k k    Z , стала 5 0C   не залежить від вибору k , то з формул 

(2), (12), (13) на підставі леми 2 дістанемо 
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jqE k C k k k C k
    

    , (14) 

де 1,  , 0pn j q k k    Z . Враховуючи, що 
1

( ) ( )jq
n j q

E k E k
  

 , з нерівностей 

(14) отримуємо таку оцінку для мір множин ( )E k :  
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     8 0C  . (15) 

Із оцінок (15) випливає збіжність ряду ( )
k

E k .  Тому за лемою Бореля–Кантел-

лі для майже всіх (стосовно міри Лебега в R ) чисел 1/
1 (1, ]nt T  нерівність 

1( , ) ( ) | |k t k k    , де ( 1) ( 1)/2p n n   , а отже, й нерівність ( ) ( )n k k   

виконуються для всіх (крім скінченної кількості) pkZ . Теорему доведено. 

Висновки. Таким чином, у роботі на підставі метричного підходу встановлено 

метричні оцінки знизу характеристичного визначника задачі Ніколетті для 

лінійного гіперболічного рівняння типу Ейлера зі змінними коефіцієнтами, якщо 

вузли інтерполяції в умовах (4) утворюють геометричну прогресію. Отримані 

результати можна перенести на випадок задачі Ніколетті для систем лінійних 

рівнянь із частинними похідними типу Ейлера.  
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Metric estimates of the determinant of the Nicoletti problem for the 
Euler-type equation 

Volodymyr Ilkiv, Mykhailo Symotiuk, Yaroslav Slonovskyi 

The estimates from below are established for the characteristic determinant of the Nicoletti 

problem and periodicity conditions on the remaining variables for an Euler-type hyperbolic 

equation when the interpolation nodes form a geometric progression.  


